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Рассматривается задача различения вершин помеченного неорграфа по ассоциированным с ними языкам в алфавите

меток. Показано, что верхняя оценка длины слова, различающего две вершины графа, равна половине от числа его

вершин.
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ВВЕДЕНИЕ

Основной проблемой теоретической кибернетики является проблема взаимодействия управляющей

и управляемой систем (управляющего автомата и его операционной среды) [1, 2]. Взаимодействие та-

ких систем зачастую представляется как процесс перемещения автомата по помеченному графу или

лабиринту среды. Такое представление интенсивно развивается в работах В. Б. Кудрявцева и его

школы [3]. Одной из центральных и актуальных как в теоретическом, так и в прикладном аспектах

проблем, возникающих при исследованиях взаимодействия автоматов и графов, является проблема

анализа или распознавания свойств графа при различной априорной информации и при различных

способах взаимодействия автомата и графа. Один из подходов к решению проблемы анализа графа

операционной среды основывается на том, что операционная среда рассматривается как граф с поме-

ченными вершинами. Такие графы возникли первоначально как блок-схемы и схемы программ, а в

настоящее время находят применение в задачах навигации роботов [4]. В монографии Ю. В. Капи-

тоновой и А. А. Летичевского [2] с вершинами таких графов естественным образом связаны языки в

алфавите меток вершин и показано, что эти языки регулярны и не содержат пустого слова.

В настоящей статье рассматривается задача различения вершин неориентированных графов с

помеченными вершинами. Объектом анализа графа выбран язык, ассоциированный с вершиной, то

есть множество всех последовательностей меток, соответствующих путям, исходящим из вершины.

Ранее автором было найдена достижимая линейная оценка длины слова, различающего две вершины

ориентированного помеченного графа, детерминированного по разметке окрестностей вершин [5]. В

настоящей работе показано, что для неориентированного помеченного графа эта оценка может быть

уменьшена вдвое.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Неопределяемые понятия общеизвестны и их можно найти, например, в [6].

Помеченным графом назовем конечный простой связный неориентированный граф с помеченными

вершинами G = (V,E,M, µ), где V — множество вершин, |V | = n, E — множество ребер (т.е.

неупорядоченных пар вершин), M — множество меток, |M | = m, µ : V → M — сюръективная

функция разметки вершин. Под окрестностью Γv вершины v ∈ V будем понимать множество всех

вершин, смежных с v. Путем в графе G назовем последовательность вершин p = v1 . . . vk такую,

что (vi, vi+1) ∈ E, i = 1, . . . , k − 1. Число k ∈ N назовем длиной пути p. Меткой µ(p) пути p
назовем слово w = µ(v1) . . . µ(vk) в алфавите меток M . Будем говорить, что слово w определяется

вершиной v1. Длину слова w будем обозначать через d(w). Путь с меткой w, начинающейся в вершине

v, будем обозначать p(v, w). Инверсией слова w = µ(v1) . . . µ(vk) назовем слово w−1 = µ(vk) . . . µ(v1).
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Множество Lv всех слов w ∈ M+, определяемых вершиной v, будем называть языком этой вершины.

Граф G будем называть приведенным, если для любых вершин v1, v2 ∈ V из v1 6= v2 следует Lv1
6= Lv2

.

Определим на M+ частичную операцию ◦ композиции слов. Пусть x, y ∈ M , w1, w2 ∈ M∗, тогда

w1x◦xw2 = w1xw2 и w1x◦ yw2 не определено, если x 6= y. Композицию k экземпляров слова w будем

обозначать wk.

Введем операцию ⋆ : V × M+ → 2V соотношением: для любой вершины v ∈ V и любого слова

w ∈ M+ через v ⋆ w обозначим множество всех вершин h ∈ V таких, что существует путь p,
соединяющий вершины v и h, и µ(p) = w. Ясно, что если слово w ∈ Lv, то |v ⋆ w| > 0 и |v ⋆ w| = 0 —

в противном случае.

Слово w′ называется подсловом слова w, если существуют слова w1 и w2 (возможно, однобуквен-

ные) такие, что w = w1 ◦ w′ ◦ w2. Если d(w1) = 1 (d(w2) = 1), то слово w′ называется начальным

отрезком (финальным отрезком) слова w.

2. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ГРАФЫ

Функцию разметки µ : V → M будем называть детерминированной или Д-разметкой, если для

любой вершины v ∈ V и любых вершин g, h ∈ Γ(v) из g 6= h следует µ(g) 6= µ(h). Помеченный граф G
с детерминированной функцией разметки будем называть детерминированным, или Д-графом.

В [7] было показано, что из определения Д-графа вытекают следующие его свойства:

1) помеченный граф G является Д-графом тогда и только тогда, когда для любой вершины v ∈ V
и любого слова w ∈ M+ выполняется |v ⋆ w| 6 1, причем |v ⋆ w| = 1, если w ∈ Lv и |v ⋆ w| = 0 — в

противном случае;

2) для любых различных вершин v1, v2 ∈ V и любого слова w ∈ Lv1
∩ Lv2

расстояние между

вершинами v1 ⋆ w и v2 ⋆ w не меньше 4.

3. РАЗЛИЧЕНИЕ ВЕРШИН

Будем говорить, что вершины v1, v2 ∈ V неотличимы, если Lv1
= Lv2

. В противном случае будем

называть эти вершины отличимыми.

Следующая теорема дает оценку длины слова, различающего две вершины связного Д-графа.

Теорема 1. Пусть G является связным приведенным СД-графом. Тогда для любых вершин

v1, v2 ∈ V , v1 6= v2, длина кратчайшего слова из Lv1
⊕ Lv2

не превосходит n/2.
Доказательство. Если µ(v1) 6= µ(v2), то однобуквенное слово w = µ(v1) (или w = µ(v2)) является

кратчайшим словом из Lv1
⊕ Lv2

и d(w) 6 n/2.
Пусть µ(v1) = µ(v2). Так как граф G приведенный и связный, то Lv1

\ Lv2
6= ∅, Lv2

\ Lv1
6= ∅ и,

следовательно, Lv1
⊕ Lv2

6= ∅.

Пусть слово u является меткой некоторого кратчайшего пути из v1 в v2. Ясно, что 4 6 d(u) 6 n.
Действительно, ограничение d(u) снизу вытекает из определения Д-графа, а ограничение сверху

определяется числом вершин графа.

Предположим, что d(u) = n. По определению Д-графа слово u не может быть палиндромом,

следовательно, u 6∈ Lv2
. Определим максимальную возможную длину слова w ∈ Lv1

⊕Lv2. Представим

слово u в виде композиции его подслов: u = u1 ◦ u2 ◦ u3.

Рассмотрим граф на рис. 1. Здесь стрелкой обозначается направление прохождения пути в соот-

ветствии с чтением его метки слева направо.

Рис. 1

Из определения Д-графа следует, что d(u2) > 4.
Легко видеть, что максимальное значение d(w) до-
стигается при условии, что u3 = u−1

1 и d(u2) = 4.
Действительно, слово u1b ∈ Lv1

\ Lv2
, слово

u1c ∈ Lv2
\ Lv1

и любое из этих слов может быть

выбрано в качестве слова w. Оценим длину слова

w. В данном случае n = 2d(u1)+2. Отсюда d(u1) =
= n/2− 1. Следовательно, d(w) = n/2. Пусть d(u) < n. Если u ∈ Lv1

⊕Lv2
, то, рассуждая аналогично

вышеизложенному, получим, что длина кратчайшего слова из Lv1
⊕ Lv2

не превосходит n/2.
Пусть для некоторого натурального k выполняется

{

(u−1)k, uk
}

⊆ Lv1
∩ Lv2

. Пусть, далее, су-

ществует кратчайший начальный отрезок u−1
1 слова u−1 такой, что (u−1)k ◦ u−1

1 ∈ Lv2
\ Lv1

и

2 6 d(u1) 6 d(u). Положим, что существует начальный отрезок u2 слова u такой, что uk ◦ u2 ∈ Lv2
и

d(u1) 6 d(u2) 6 d(u).
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Рассмотрим граф на рис. 2. Здесь 1 6 d(u3) 6 d(u) − 1. По построению слово w = (u−1)k ◦
◦ u−1

1 является кратчайшим словом из Lv1
⊕ Lv2

. Оценим длину слова w. В данном случае

n > (2k + 1)d(u) + 2d(u1) − 2k − 3 и d(w) 6 kd(u) + d(u1) − k. Отсюда d(w) 6
kn − d(u1)

2k + 1
6 n/2

для любого k > 1.

x x

v1 v
2

u
3

u
3

u
1

u
2

uu k-1 uk(    )

Рис. 2

Пусть для любого натурального k слово uk ∈ Lv1
∩Lv2

. Так как граф G конечен, то для некоторого
l 6 k выполняется v1 ⋆ ul = v1. Обозначим через w кратчайшее слово из Lv1

⊕ Lv2
и положим

для определенности, что w ∈ Lv2
. Пусть

w = w′y, где y ∈ M .
Предположим, что пути p(v1, w

′) и
p(v2, w) являются простыми (рис. 3).

Пусть пути p(v2, w) и p(v1, w
′) не име-

ют общих вершин с путем p(v1, u
l), кро-

ме вершин v1 и v2. Если d(u) > d(w), то
d(w) < n/2. Действительно, пути p(v1, w

′)
и p(v1, u

l) содержат в сумме больше вер-
шин, чем путь p(v2, w). Рис. 3

Пусть d(w) > d(u) и d(w′) = d(uk ◦ u1), где u = u1 ◦ u2. Ясно, что d(w′) > 4. Тогда существует
начальный отрезок w′

u слова w′ такой, что d(w′

u) = d(uk−1 ◦ u1) и u ◦ w′

u ∈ Lv1
. Следовательно,

u ◦ w′

u ∈ Lv2
и существует путь p(v2, u ◦ w′

u). Тогда существует начальный отрезок w′

u2 слова w′

такой, что d(w′

u2) = d(uk−2 ◦ u1) и u2 ◦ w′

u2 ∈ Lv1
. Следовательно, u2 ◦ w′

u2 ∈ Lv2
и существует путь

p(v2, u
2 ◦ w′

u2). Рассуждая далее по индукции, получим, что существуют пути p(v2, u
3 ◦ w′

u3), . . . ,
p(v2, u

k−1 ◦ w′

uk−1). Наконец, существует начальный отрезок w′

u1
слова w′ такой, что d(w′

u1
) = d(u1)

и ukw′

u1
∈ Lv1

. Тогда uk ◦ w′

u1
∈ Lv2

и существует путь p(v2, u
k ◦ w′

u1
).

С другой стороны, слово u−1 ◦ w′

u ∈ Lv1
∩ Lv2

. Следовательно, существует путь p(v1, u
−1 ◦ w′

u).
Тогда слово (u−1)2 ◦ w′

u2 ∈ Lv1
∩ Lv2

. Следовательно, существует путь p(v1, (u
−1)2 ◦ w′

u2). Рассуждая
далее по индукции, получим, что существуют пути p(v1, (u

−1)3 ◦ w′

u3), . . . , p(v1, (u
−1)k−1 ◦ w′

uk−1).
Наконец, существует слово (u−1)k ◦ w′

u1
∈ Lv1

∩ Lv2
и существует путь p(v1, (u

−1)k ◦ w′

u1
) (рис. 4).

Рис. 4

Оценим длину слова w. В данном случае n > ld(u) − l + 2d(w) − 3 + A, где A = (k + 1)kd(u) +

+ 2(k + 1)d(u1) − (k + 1)k − 2k. Тогда d(w) 6
n

2
−

l

2
d(u) +

1

2
(l − 3) −

A

2
. Следовательно, d(w) < n/2

при любых допустимых значениях l и d(u).
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Пусть слово w1 совпадает с собственным начальным отрезком слова ul−1. Легко видеть, что в

этом случае, по крайней мере, последняя вершина пути p(v2, w) не принадлежит пути p(v2, u
l−1).

Рассмотрим граф на рис. 5. Здесь w = w1 ◦ w2y, u = w1 ◦ u1, и слово w′

2 является начальным

отрезком слова w2.

Оценим длину слова w. Если l > 2, то

n > ld(u) − l + 2d(w1) − 1. Подставим в

это неравенство выражения d(w2) = d(w) −

− d(w1)+1 и d(w1) = d(u)− d(u1)+1. Тогда

n > (l−2)d(u)+2d(w)+2d(u1)−l−1. Отсюда

d(w) 6
n

2
−

1

2
((l − 2)d(u) + 2d(u1) + l + 1).

Так как вычитаемое в правой части нера-

венства больше 0 при l > 2, то d(w) < n/2.

Пусть l = 2. Если d(u1) < d(w1), то

d(u−1
1 ◦ w2y) < d(w1 ◦ w2y) и u−1

1 ◦ w2y ∈

∈ Lv1
\Lv2

, что невозможно. Следовательно,Рис. 5

d(u1) > d(w1). Оценим длину слова w. В данном случае n > 2d(u) + 2d(w2) − 3. Подставим в это

неравенство выражения d(w2) = d(w)−d(w1)+1 и d(w1) = d(u)−d(u1)+1. Тогда n > 2d(w)+2d(u1)−3.

Отсюда d(w) 6
n

2
−

(

d(u1) −
3

2

)

. Вычитаемое в правой части всегда больше 0, так как d(u1) > 1.

Следовательно, d(w) < n/2.

Пусть w = uk ◦ u1 ◦ w2y, где y ∈ M , u = u1 ◦ u2. Здесь k 6 (l − 1)/2. Действительно, в противном

случае слово uk−1 ◦ w2y ∈ Lv1
\ Lv2

, что невозможно.

Так как w является кратчайшим словом из Lv1
⊕ Lv2

, то слово uk ◦ u1 ◦ w2 ∈ Lv1
и существует

путь p(v1, u
k ◦ u1 ◦w2). Тогда слово uk−1 ◦ u1 ◦w2 ∈ Lv1

∩Lv2
и существует путь p(v1, u

k−1 ◦ u1 ◦w2).

Рассуждая по индукции, получаем, что существуют пути p(v1, u
k−2 ◦ u1 ◦w2), . . . , p(v1, u ◦ u1 ◦w2) и

p(v1, u1 ◦w2). Из последнего следует, что слово u−1
2 ◦w2 ∈ Lv1

∩Lv2
и существует путь p(v1, u

−1
2 ◦w2).

Тогда слово u−1 ◦ u−1
2 ◦ w2 ∈ Lv1

∩ Lv2
и существует путь p(v1, u

−1 ◦ u−1
2 ◦ w2). Следовательно, слово

(u−1)2 ◦ u−1
2 ◦ w2 ∈ Lv1

∩ Lv2
и существует путь p(v1, (u

−1)2 ◦ u−1
2 ◦ w2). Рассуждая по индукции,

получаем, что существуют пути p(v1, (u
−1)3 ◦u−1

2 ◦w2), . . . , p(v1, (u
−1)k−1 ◦u−1

2 ◦w2). Таким образом,

в графе G существует, по крайней мере, ((2k − 2)d(w2) − (2k − 2)) вершин, не принадлежащих пути

p(v2, w) (рис. 6).

Рис. 6
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Оценим длину слова u. В данном случае n > ld(u)− l+d(w2)+A, где A = (2k−2)d(w2)− (2k−2).

Отсюда, d(u) 6
n

l
+ 1 −

1

l
d(w2) − A. Ясно, что d(u) тем больше, чем меньше A. Следовательно,

отвеличины A зависит и величина d(w). Значение A обращается в 0, если d(w2) = 1. Следовательно,

в этом случае d(w) достигает максимума при прочих равных условиях.

Пусть d(w2) = 1. Рассмотрим граф на рис. 7.

Здесь u1 ◦ u2 = u, uk ◦ u1y = w. Если d(uk ◦ u1) <

< d((u−1)l−k−1 ◦ u−1
2 ), то (u−1)l−k−1 ◦ u−1

2 y ∈ Lv1
\ Lv2

и d((u−1)l−k−1 ◦ u−1
2 y) < d(w), что невозможно. Сле-

довательно, k 6 (l − 1)/2 и d(u1) 6 d(u)/2. Оценим

длину слова w. В данном случае n > ld(u) − l + 1. От-

сюда d(u) 6 (n + l − 1)/l. Так как d(w) = d(uk ◦ u1y) =

= kd(u)−k+d(u1), то d(w) 6 (kn+kl−k)/l+d(u1)−k.

Так как d(u1) 6 d(u)/2 и k 6 (l − 1)/2, то d(w) 6 n/2.

Предположим, что путь p(v2, w) содержит цикл, Рис. 7

например, p(v2 ⋆ w1, w2 ◦ w3) (рис. 8). Здесь G′ обозначает неориентированное дерево с корнем в

вершине v1, ветви которого помечены всеми начальными отрезками слова w. Принципы выделения

подграфа G′ из графа G будут объяснены ниже.

Рис. 8

Пусть путь p(v1, w
′) содер-

жит цикл p(v1 ⋆ w1, w2 ◦ w3).

По определению Д-графа путь

p(v1, w1 ◦ w2 ◦ w4) определен един-

ственным образом. Тогда слово

w1 ◦ w2 ◦ w4 ∈ Lv1
∩ Lv2

, а слово

w1 ◦w2 ◦w4y ∈ Lv2
\Lv1

. Легко ви-

деть, что d(w1 ◦ w2 ◦ w4y) < d(w).

Следовательно, w1 ◦ w2 ◦ w4y яв-

ляется кратчайшим словом из

Lv1
⊕ Lv2

, что невозможно.

Пусть пути p(v2, w) и p(v1, w
′) не имеют общих вершин с путем p(v1, u

l), кроме вершин v1 и

v2. Если d(u) > d(w), то d(w) < n/2. Действительно, так как путь p(v1, u) является простым по

определению, то длина слова u не превосходит n/l, а минимальное возможное значение l равно 2.

Пусть d(u) < d(w) и w = w1 ◦ (w2 ◦ w3 ◦ w2)
s ◦ w4y. Предположим, что длины слов w1, w2, w32,

w4 совпадают и s = 1. Тогда существует путь P (v1, w1 ◦ w2 ◦ w3 ◦ w2 ◦ w4), не содержащий циклов.

Слово w1 ◦w2 ◦w4y ∈ Lv2
и его длина меньше, чем d(w). Следовательно, это слово принадлежит Lv1

и

существует путь p(v1, w1◦w2◦w4y). Так как d(w1◦w2◦w3◦w−1
1 ) < d(w), то w1◦w2◦w3◦w−1

1 ∈ Lv1
∩Lv2

.

Следовательно, существует путь p(v1, w1 ◦w2 ◦w3 ◦w−1
1 ). Так как d(w1 ◦w2 ◦w3 ◦w2 ◦w3) < d(w), то

w1 ◦w2 ◦w3 ◦w2 ◦w3 ∈ Lv1
∩Lv2

. Следовательно, существует путь p(v1, w1 ◦w2 ◦w3 ◦w2 ◦w3). Слово

w1 ◦ w−1
3 ◦ w4y ∈ Lv2

и его длина меньше, чем d(w). Следовательно, это слово принадлежит Lv1
и

существует путь p(v1, w1◦w−1
3 ◦w4y). Так как длины слов w1◦w−1

3 ◦w−1
2 ◦w−1

1 , w1◦w−1
3 ◦w−1

2 ◦w−1
3 ◦w4,

w1 ◦w−1
3 ◦w−1

2 ◦w−1
3 ◦w−1

2 меньше, чем d(w), то все эти слова принадлежат Lv1
∩Lv2

, и существуют

пути с соответствующими метками из вершины v1 (рис. 9).

Оценим число n(G′) вершин в подграфе G′. В данном случае n(G′) > 3d(w1) + 4d(w2) + 4d(w3) +

+ 4d(w4) − 9. Легко видеть, что d(w) = d(w1) + 2d(w2) + d(w3) + d(w4) − 3. Таким образом, значение

d(w), по крайней мере, в 2 раза меньше, чем число вершин в подграфе G′. Следовательно, d(w) < n/2.

С ростом параметра s число вершин в подграфе G′ будет только возрастать. Таким образом, значение

d(w) не превысит n/2.

Предположим, что одно из слов w1, w1 ◦ w2 или w1 ◦ w2 ◦ w4 является начальным отрезком слова

ul (или (u−1)l). Пусть для определенности слово w1 ◦ w2 ◦ w4 является начальным отрезком ul. По

определению Д-графа все вершины пути p(v2, w1 ◦w2 ◦w4) являются также вершинами пути p(v1, u
l).

Так как w1◦w2◦w4 ∈ Lv1
∩Lv2

, то все вершины пути p(v1, w1◦w2◦w4) являются также вершинами пути

p(v1, u
l). Тогда число вершин подграфа G′, не являющихся вершинами пути p(v1, u

l), уменьшится на

d(w1)+d(w2)+d(w4)−2. Таким образом, число таких вершин будет больше, чем d(w). Следовательно,

и в этом случае d(w) < n/2. ¤
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе показано, что верхняя оценка длины слова, различающего две вершины

Д-графа равна половине числа вершин графа. При помощи этого результата могут быть понижены

оценки высоты идентификаторов вершин помеченных графов, что влияет на эффективность алгорит-

мов самолокализации мобильных агентов в топологических средах (роботов, поисковых программ и

т. п.) [8].
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АНАЛИЗ ЗАМКНУТЫХ НЕНАДЕЖНЫХ СЕТЕЙ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
С ГРУППОВЫМИ ПЕРЕХОДАМИ ТРЕБОВАНИЙ
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Рассматривается замкнутая ненадежная сеть массового обслуживания с групповыми переходами. Основным результатом

статьи является стационарное распределение вероятностей состояний сетей обслуживания данного типа.

Ключевые слова: сети массового обслуживания, ненадежный прибор, групповые переходы требований, анализ сетей

массового обслуживания.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время сети массового обслуживания широко используются в качестве моделей боль-

ших сложных дискретных стохастических систем с сетевой структурой. Существует большой класс

систем, изменение состояния которых происходит через фиксированные, как правило, равные интер-

валы времени. К таким системам относятся, например, сети, в которых используется асинхронный

способ передачи данных (так называемые сети АТМ). Данная технология основана на передаче дан-

ных в виде ячеек фиксированного размера. Другим примером является конвейерное производство,

в котором процесс преобразования и перемещения изделий разделен на последовательность стадий.

Достаточно точными моделями перечисленных систем являются сети массового обслуживания с дис-

кретным временем.

Основная сложность исследования сетей массового обслуживания с дискретным временем за-

ключается в возможности наступления одновременно нескольких событий. Точные методы анализа

сетей массового обслуживания с тандемной и циклической топологией и геометрически распреде-

ленными длительностями обслуживания требований системами уже получены [1, 2]. В статьях [3, 4]

получило продолжение развитие методов анализа сетей такого класса. В статье [3] дается точный

метод анализа тандемных сетей обслуживания с произвольным входящим потоком требований. В

статье [4] рассматривается замкнутая циклическая сеть обслуживания с системами, имеющими гео-

метрически распределенную длительность обслуживания требований. Исследуются асимптотические

свойства характеристик систем обслуживания сетей такого класса при увеличении числа систем в

сети обслуживания.
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