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Рассматривается произвольная целая функция экспоненциального типа, все нули которой просты и образуют последова-

тельность с нулевым индексом конденсации. На множестве нулей такой функции ее производная растет в определенном

смысле максимально быстро. Требуется выяснить, будет ли исходная функция обладать полной регулярностью роста. Эта

задача, возникшая в теории представления аналитических функций рядами экспонент, была поставлена А. Ф. Леонтьевым

более сорока лет назад и пока не решена. В настоящей работе показано, что означенная проблема решается положительно,

если функция «не слишком мала» на некоторой прямой.

Ключевые слова: проблема Леонтьева, функция вполне регулярного роста, индекс конденсации.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Изучая вопросы, связанные с представлением аналитических функций рядами экспонент,
А. Ф. Леонтьев (1972 г.) поставил следующую задачу [1, замечание на с. 1291]. Пусть L(λ) — целая
функция экспоненциального типа (ЦФЭТ) с последовательностью простых (всех) нулей Λ = (λk)

∞
k=1

и индикатором

hL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln
∣

∣L
(

reiθ
)∣

∣

r
, θ ∈ [0, 2π] ,

удовлетворяющая условию

lim
k→∞

{

1

|λk|
ln |L′(λk)| − hL(arg λk)

}

= 0 . (1)

Нужно выяснить, является ли L(λ) функцией вполне регулярного роста (ВРР).
Последнее свойство в соответствии с общим определением [2, гл. III] равносильно существованию

равномерного по θ ∈ [0, 2π] предела

lim
r→+∞

r/∈E

ln
∣

∣L
(

reiθ
)∣

∣

r
= hL(θ) .

Здесь E — некоторое множество положительных чисел нулевой относительной меры, т. е. такое, что
множество E ∩ [0, r] измеримо (по Лебегу) при каждом r > 0 и его мера есть o(r) при r → +∞.
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Отметим, что все используемые в дальнейшем без пояснений определения и результаты теории
целых функций хорошо известны; в случае необходимости их можно найти, к примеру, в монографиях
[2–4].

Условие (1), равносильное, как несложно видеть, неравенству

lim
k→∞

{

1

|λk|
ln

1

|L′(λk)| + hL(arg λk)

}

≤ 0 , (2)

и близкие ему по характеру играют ключевую роль при установлении критериев представимости
аналитических функций рядами экспонент или обобщенных экспонент (см., например, [4, 5]) и за-
трагивают целый ряд смежных вопросов: интерполяции, слабой достаточности (γ-достаточности) и
максимальности множеств в различных классах целых функций. Из большого количества соответ-
ствующих работ отметим [6–9], имеющие непосредственное отношение к описанной проблематике.

Интересующая нас задача до выхода в свет работ автора [10–12] исследовалась самим Леонтье-
вым, а также Ю. И. Мельником, А. В. Братищевым как в приведенной выше, так и в более общей
постановке (для целой функции с кратными нулями и индикатором HL(θ) при уточненном порядке
ρ(r) → ρ ∈ [0,+∞) ; при этом условие (1) естественным образом подправлялось). Эта задача име-
ет положительное решение при ρ ∈ [0, 1/2). Тот же результат получен в [13] для ρ ∈ [1/2, 1) при
дополнительных предположениях

min
θ∈[0, 2π]

HL(θ) > 0, lim
r→+∞

ln min
|λ|=r

|L (λ)|

ln r
= +∞.

Следует отметить, что при ρ(r) ≡ ρ из теоремы 1 работы Мельника [14] и теоремы 3 обзорной
статьи Ю. Ф. Коробейника [4, с. 106–107] следует справедливость цитированных результатов Бра-
тищева уже при любом ρ > 0. Если условие положительности индикатора нарушено, то при ρ ≥ 1/2
соотношение (1) или его естественное обобщение не влекут, вообще говоря, полной регулярности
роста функции. Соответствующий пример построен в [13].

Величину, стоящую в левой части неравенства (2), часто называют леонтьевским индексом кон-
денсации нулевого множества ЦФЭТ L(λ). Отметим, что в духе задачи Леонтьева описание полной
регулярности роста четной ЦФЭТ с простыми вещественными нулями получено недавно автором.
Соответствующий результат, формулируемый в терминах обобщенного индекса конденсации последо-
вательности нулей, доложен на 16-й Саратовской зимней школе (2012 г.).

В настоящей работе также рассматривается первоначальный вопрос о справедливости имплика-
ции: (1) ⇒ L(λ) — функция ВРР. Обозначим для удобства изложения через L класс всех ЦФЭТ
(называемый в дальнейшем классом Леонтьева), удовлетворяющих условию (1) этой «классической»
задачи. Несмотря на усилия ряда авторов, вопрос о полной регулярности роста функции L ∈ L ,
индикаторная диаграмма которой имеет внутренние точки, в общей ситуации остается открытым. Ре-
зультаты Мельника позволяют дать положительный ответ на него в случае наличия особой симмет-
рии в расположении корней функции L(λ) или определенной оценки снизу роста |L(λ)| на некоторой
системе расширяющихся до бесконечности окружностей |λ| = Rn. Например [15], если Λ инвари-
антно относительно поворота вокруг начала на фиксированный угол раствора 2π/s, s ≥ 3, или если
min

|λ|=Rn

|L(λ)| > R−p
n при каком-либо p > 0 и всех номерах n [16]. Так, что неизвестно даже, имеет ли

ВРР произвольная четная функция L ∈ L . Дополнительные сведения из истории вопроса и точные
формулировки отдельных результатов можно найти в диссертации Братищева [17, введение, с. 34–35;
гл. 2, § 2.5].

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основной результат статьи положительно решает задачу Леонтьева при дополнительном условии,
допускающем не слишком быстрое стремление функции к нулю на какой-нибудь прямой вне доста-
точно массивного множества на ней. Доказательство опирается на применение известной теоремы
Ингама–Левинсона [18, 19] о максимальной скорости стремления к нулю на вещественной оси финит-
ного преобразования Фурье [20, гл. 3, §3.3]. Приведем в удобном для нас виде формулировку этой
теоремы.

Пусть ω(x) — положительная неубывающая функция (x ≥ 0), удовлетворяющая условию

∞
∫

1

ω(x)

x2
dx < ∞. (3)
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Тогда для любого a > 0 найдется четная целая функция F (λ) экспоненциального типа и вполне
регулярного роста, имеющая только вещественные нули, индикаторную диаграмму [−ia, ia] и
удовлетворяющая оценке

|F (x)| ≤ exp(−ω(|x|)), |x| > x0.

Напомним, что множество S0 вещественных чисел называется относительно плотным по мере,
если найдутся такие положительные числа l и α, что для любого x ∈ R порция S0 в отрезке [x, x + l]
имеет меру, большую, чем α. Пусть S — множество точек на какой-либо прямой γ (0 ∈ γ), полученное
из S0 ⊂ R поворотом на соответствующий угол. Если S0 относительно плотно по мере на R, то
множество S называем относительно плотным по мере на прямой γ.

Теперь мы можем сформулировать центральный результат статьи.

Теорема 1. Пусть функция L(λ) принадлежит классу L и имеет положительный индикатор.
Пусть еще найдутся прямая γ, 0 ∈ γ, относительно плотное по мере множество S на ней и
положительная неубывающая функция ω(x) с условием (3) такие, что

inf {|L(λ)| exp ω(|λ|) : λ ∈ S} > 0. (4)

Тогда L(λ) имеет вполне регулярный рост.

Доказательство. Перед началом доказательства отметим, что в [10, теорема 3] установлен анало-
гичный результат, в котором (4) заменено на более жесткое требование inf{|L(λ)| : λ ∈ S} > 0. Мы
покажем, что можно свести ситуацию к рассмотренной в [10]. Приступая к доказательству, выберем
и зафиксируем δ > 0 настолько малым, чтобы функция F (λ), построенная по весу ω0(x) ≡ (1+δ)ω(x)
в соответствии с приведенной выше теоремой Ингама–Левинсона, удовлетворяла при всех θ ∈ [0, 2π]
условию

hF (θ) < hL(θ) − 4δ . (5)

Введем объединение кругов с конечной суммой радиусов:

U ≡
∞
⋃

k=1

{

λ ∈ C : |λ − λk| < e−δ |λk|
}

и функцию

Φ(λ) ≡ F (λ)

L(λ)
−

∞
∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(λ − λk)
.

Используя принадлежность L(λ) классу Леонтьева и экспоненциальный рост F (λ), получим c поло-
жительными постоянными A и B при всех k ∈ N неравенства

|L′(λk)| ≥ A exp ((hL(arg λk) − δ)|λk|) , |F (λk)| ≤ B exp ((hF (arg λk) + δ)|λk|) .

Если λ /∈ U, то из этих неравенств с учетом (5) следует оценка

∣

∣

∣

∣

F (λk)

L′(λk)(λ − λk)

∣

∣

∣

∣

≤ B

A
exp ((hF (arg λk) − hL(arg λk) + 3δ)|λk|) <

B

A
e−δ |λk|.

Отсюда и из теоремы о категориях стандартным образом заключаем, что Φ(λ) есть ЦФЭТ. Серия
дальнейших шагов покажет, что Φ(λ) ≡ 0.

Будем считать, что прямая γ из условия теоремы совпадает с вещественной осью, и,
следовательно, S ⊂ R, что, разумеется, не нарушает общности рассуждений. Поскольку
|F (x)| ≤ exp (−ω0(|x|)) , |x| > x0, то из (4) вытекает существование такой постоянной M > 0,
что при всех x ∈ S, |x| > x0, верно

∣

∣

∣

∣

F (x)

L(x)

∣

∣

∣

∣

≤ M exp (−ω0(|x|) + ω(|x|)) = M e−δ ω(|x|) .

Значит, при x ∈ S \ U, |x| > x0, справедлива оценка

|Φ(x)| ≤ M e−δ ω(|x|) +
B

A

∞
∑

k=1

e−δ |λk| .
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Итак, ЦФЭТ Φ(λ) ограничена на относительно плотном по мере множестве, а по лемме Б. Я. Левина
из [21] — и на всей прямой R. Следовательно, Φ(λ) — функция ВРР, что мы используем ниже при
нахождении ее индикатора. Для сокращения записи полагаем

Ψ(λ) ≡ L(λ)

∞
∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(λ − λk)
,

отмечая, что Ψ(λ) есть ЦФЭТ с индикатором hΨ(θ) ≤ hL(θ), θ ∈ [0, 2π].
Проанализируем теперь тождество

F (λ) = Ψ(λ) + Φ(λ)L(λ).

Согласно (5) имеем hF (θ) < hL(θ) при всех θ. Если бы при каком-то значении θ0 выполнялось
hΦ(θ0) > 0, то мы могли бы записать

hF (θ0) = max {hΨ(θ0), hΦ(θ0) + hL(θ0)} = hΦ(θ0) + hL(θ0) > hL(θ0),

приходя к противоречию. Следовательно, функция Φ(λ) имеет нулевой экспоненциальный тип. Более
того, по теореме Фрагмена–Линделефа Φ(λ) есть тождественная постоянная, так как величина |Φ(λ)|
ограничена на R. Но при x → ∞ по множеству S \ U имеем:

|Φ(x)| ≤ M e−δ ω(|x|) +

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(x − λk)

∣

∣

∣

∣

∣

→ 0.

Итак, Φ ≡ 0. Отсюда

F (λ)

L(λ)
=

∞
∑

k=1

F (λk)

L′(λk)(λ − λk)
, λ /∈ Λ.

Правая часть полученного соотношения ограничена на множестве C \ U, поэтому найдется такая
постоянная C > 0, что при всех λ /∈ U справедлива оценка

|L(λ)| ≥ C |F (λ)|.

Функция F (λ) имеет только вещественные нули, обладает ВРР и положительным индикатором при
θ = ±π/2. Вместе с последним неравенством это позволяет выбрать относительно плотное по мере
на мнимой оси множество S1, на котором inf

λ∈S1

|L(λ)| > 0. Применение цитированной выше теоремы 3

из [10] завершает рассуждения. Теорема 1 доказана.
Приведем еще один результат, вытекающий из [10, теорема 3].
Теорема 2. Четная или нечетная функция класса L с положительным индикатором и

нулями, содержащимися при каких-либо θ0 ∈ [0, 2π] и D > 0 в гиперболических секторах

Γ(θ0,D) ≡
{

λ ∈ C : Re
(

λe−iθ0

)2 ≤ D
}

, является функцией вполне регулярного роста.

Доказательство. Не умаляя общности рассуждений, будем предполагать, что функция L(λ) четна,
т. е. что

L(λ) =

∞
∏

k=1

(

1 − λ2

λ2
k

)

, λ ∈ C.

По условию при всех k ∈ N верно |λk|2 cos(2(θ0 − arg λk)) ≤ D. С учетом этого оценим снизу |L(λ)|
на луче γ(θ0) ≡ {λ ∈ C : arg λ = θ0}. Для произвольного λ ∈ γ(θ0), |λ| ≥

√
2D, имеем:

|L(λ)| =

∞
∏

k=1

√

1 − 2

∣

∣

∣

∣

λ

λk

∣

∣

∣

∣

2

cos(2(θ0 − arg λk)) +

∣

∣

∣

∣

λ

λk

∣

∣

∣

∣

4

≥
∞
∏

k=1

√

1 +
|λ|2
|λk|4

(|λ|2 − 2D) ≥ 1 .

Следовательно, на прямой γ, содержащей луч γ(θ0), при |λ| ≥
√

2D выполнена оценка |L(λ)| ≥ 1. По
теореме 3 [10] функция L(λ) имеет ВРР. Теорема 2 доказана.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00281).
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The Problem of Leont’ev on Entire Functions of Completely Regular Growth

V. B. Sherstyukov

National Research Nuclear University MEPhI, Russia, 115409, Moscow, Kashirskoe shosse, 31, shervb73@gmail.com

We consider an entire function of exponential type with all its zeros are simple and form a sequence with the index condensation

zero. On the set of zeros a function of its derivative is growing quickly. Required to determine whether original function have complete

regularity of growth. This problem, which arose in the theory of representation of analytic functions by exponential series was posed

by A. F. Leontiev more than forty years ago and has not yet been solved. In this paper we show that the aforesaid problem a positive

solution if the function is «not too small» on a straight line.

Key words: Leont’ev problem, function of completely regular growth, index of condensation.
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УДК 501.1

О МНОЖЕСТВАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ КРАТНЫХ РЯДОВ
ПО СИСТЕМЕ ХАРАКТЕРОВ НУЛЬ-МЕРНОЙ ГРУППЫ

В СМЫСЛЕ СХОДИМОСТИ ПО КУБАМ

И. С. Юрченко

Ассистент кафедры прикладной информатики, Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского,

hamsterchik@mail.ru

В данной работе изучаются множества единственности для кратных рядов по системе характеров нуль-мерной группы в

смысле сходимости по кубам. Доказано, что конечное множество и счетное множество, имеющее только одну предельную

точку, являются множествами единственности.

Ключевые слова: компактная нуль-мерная группа, множество единственности, кратный ряд по системе характеров.

ВВЕДЕНИЕ

В работах В. А. Скворцова [1] и Х. О. Мовсисяна [2] было показано, что счетное множество

является множеством единственности для кратных рядов Уолша, сходящихся по прямоугольникам. В

работе [3] был получен более общий класс множеств единственности для функций Уолша. В част-

ности, было доказано, что любая непрерывная кривая конечной длины или их счетное объединение

является множеством единственности для двойных рядов Уолша, сходящихся по прямоугольникам.
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