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Рассматривается замкнутая ненадежная сеть массового обслуживания с групповыми переходами. Основным результатом
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время сети массового обслуживания широко используются в качестве моделей боль-

ших сложных дискретных стохастических систем с сетевой структурой. Существует большой класс

систем, изменение состояния которых происходит через фиксированные, как правило, равные интер-

валы времени. К таким системам относятся, например, сети, в которых используется асинхронный

способ передачи данных (так называемые сети АТМ). Данная технология основана на передаче дан-

ных в виде ячеек фиксированного размера. Другим примером является конвейерное производство,

в котором процесс преобразования и перемещения изделий разделен на последовательность стадий.

Достаточно точными моделями перечисленных систем являются сети массового обслуживания с дис-

кретным временем.

Основная сложность исследования сетей массового обслуживания с дискретным временем за-

ключается в возможности наступления одновременно нескольких событий. Точные методы анализа

сетей массового обслуживания с тандемной и циклической топологией и геометрически распреде-

ленными длительностями обслуживания требований системами уже получены [1, 2]. В статьях [3, 4]

получило продолжение развитие методов анализа сетей такого класса. В статье [3] дается точный

метод анализа тандемных сетей обслуживания с произвольным входящим потоком требований. В

статье [4] рассматривается замкнутая циклическая сеть обслуживания с системами, имеющими гео-

метрически распределенную длительность обслуживания требований. Исследуются асимптотические

свойства характеристик систем обслуживания сетей такого класса при увеличении числа систем в

сети обслуживания.
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Использование дискретной шкалы времени в сетях массового обслуживания с общей топологией

приводит к тому, что требования могут поступать в системы обслуживания группами.

В [5] рассматриваются открытые и замкнутые сети массового обслуживания с групповым поступ-

лением и обслуживанием требований, с дискретным и непрерывным временем. Вводится маршрутная

цепь Маркова, описывающая переходы групп требований. Доказано существование стационарного

распределения маршрутной цепи. При условии, что функция интенсивности обслуживания группы

требований имеет определенный вид, доказана теорема о существовании распределения вероятностей

состояний сети обслуживания в мультипликативной форме. Еще представлены стационарные распре-

деления вероятностей числа требований в системах обслуживания до поступления и после ухода из

них групп требований [6]. В статье [7], в отличие от [5], рассматриваются исключительно замкнутые

сети массового обслуживания с дискретным временем, с групповым поступлением и обслуживанием

требований. Для определенного класса функций интенсивности обслуживания групп требований по-

лучено стационарное распределение вероятностей состояний сети обслуживания. В качестве моделей

сетей связи в [8, 9] использованы открытые сети массового обслуживания с дискретным временем,

которые являются практическим приложением результатов статей [5–7]. Существенным вкладом в

развитие теории сетей массового обслуживания с дискретным временем являются результаты, где

длительности обслуживания требований являются экспоненциально распределенными случайными

величинами [10]. При этом выход обслуженных требований из систем замкнутой сети обслуживания

синхронизирован во времени. Таким образом, рассматриваемая сеть обслуживания является сетью с

групповыми переходами требований. Получены выражения для средних характеристик систем обслу-

живания.

Исследование систем и сетей массового обслуживания с ненадежными элементами и дискретным

временем является новым направлением развития теории массового обслуживания. Работы, посвя-

щенные надежности систем и сетей массового обслуживания, сводятся к исследованию свойств и

разработке методов анализа систем и сетей массового обслуживания с изменяемыми во времени

параметрами.

Примером является исследование ненадежных систем обслуживания, в которых прибор может

переходить из работоспособного состояния в неработоспособное и обратно. Неработоспособное состо-

яние характеризуется тем, что интенсивность обслуживания прибора равна нулю на всем протяжении

времени восстановления прибора. В частности, в статье [11] рассматривается ненадежная система об-

служивания типа Geo/D/1 с дискретным временем. Получены вероятности блокировки требований в

системе обслуживания в момент перехода прибора в неработоспособное состояние. Также [12] пред-

ставлены характеристики ненадежной системы обслуживания, в которой вновь приходящие в систему

требования могут ее покинуть с определенной вероятностью, если застанут прибор в неработоспо-

собном состоянии. К тому же [13] рассматривается открытая сеть массового обслуживания с общей

топологией и несколькими классами требований. Длительность обслуживания требований системами

сети имеет геометрическое распределение. Требования из источника поступают в сеть с интенсив-

ностью, зависящей от числа требований в сети обслуживания. Приборы систем могут переходить в

неработоспособное состояние и восстанавливаться через случайные интервалы времени. Эволюция

этой сети обслуживания описывается цепью Маркова, получено стационарное распределение вероят-

ностей состояний сети обслуживания.

В данной статье рассматривается замкнутая сеть массового обслуживания. Каждая из систем об-

служивания содержит число приборов, равное числу требований в сети. Длительность обслуживания

требований в каждой из систем является экспоненциально распределенной случайной величиной. Мо-

менты выхода требований из систем обслуживания синхронизированы во времени, поэтому переходы

требований между системами осуществляются группами через фиксированные интервалы времени.

Для этой сети обслуживания получено стационарное распределение вероятностей состояний, а также

выражения для средних характеристик систем обслуживания.

1. ОПИСАНИЕ СЕТИ

Пусть N — замкнутая сеть массового обслуживания с L системами массового обслуживания Si,

i = 1, . . . , L, содержащими H одинаковых обслуживающих приборов. Предполагается, что длитель-

ность обслуживания требований в системе Si имеет экспоненциальное распределение с параметром µi.
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В сети обслуживания находится H требований одного класса. Вероятности перехода требований меж-

ду системами сети обслуживания определяются маршрутной матрицей Θ = (θij), i, j = 1, . . . , L, где

θij — вероятность того, что требование после обслуживания в системе Si перейдет в систему Sj . Со-

стояние сети N определяется вектором s = (si), i = 1, . . . , L, где si — число требований, находящихся

в системе Si. Обозначим через X множество состояний сети, I = {1, . . . , L} — множество номеров

систем массового обслуживания.

Для синхронизации событий, реализуемых в сети N в процессе ее функционирования, использу-

ется последовательность интервалов времени фиксированной длительности ζ, называемых слотами.

Моменты начала и окончания слота обозначим соответственно через η и τ .

Система Si, i = 1, . . . , L, в течение каждого слота может находиться в работоспособном состоянии

или в неработоспособном. При пребывании системы Si в работоспособном состоянии каждый из H

приборов этой системы может обслуживать требования с интенсивностью µi. Если же система Si

находится в неработоспособном состоянии, то µi = 0 для всех приборов системы обслуживания.

В сети N выполняются следующие правила упорядочения одновременных событий: все поступ-

ления и уходы требований, а также изменение состояния работоспособности систем обслуживания

производятся в конце соответствующих слотов. Если в течение одного слота имеет место поступ-

ление, уход и изменение состояния работоспособности, всегда полагаем, что сначала производится

уход, затем поступление требований и в завершение — изменение состояния работоспособности.

В момент η определяется состояние сети s = (si), i = 1, . . . , L, в котором сеть пребывает в течение

слота. Если сеть N находится в работоспособном состоянии, требования, завершившие обслужива-

ние в системе в течение слота, остаются в этих системах до момента τ . В момент τ формируется

вектор d = (di), i = 1, . . . , L, требований, выходящих после завершения обслуживания из систем,

где di ≤ si — число требований, выходящих из системы Si. Вектор d затем преобразуется в вектор

a = (ai), i = 1, . . . , L, требований, входящих в конце слота в системы обслуживания сети. В векторе a

компонента aj , j ∈ I, — число требований, которые поступят в систему Sj . Так как сумма элементов

вектора d равна сумме элементов вектора a, будет сформировано новое состояние сети обслуживания

s′ = s − d + a. Все векторы d и a будем называть векторами перемещений. Множество всех векторов

перемещений обозначим через Y .

Длительности пребывания систем Si, i = 1, . . . , L, в работоспособном или неработоспособном со-

стояниях являются геометрически распределенными случайными величинами с параметрами αi и βi

соответственно. При этом, если система Si в момент времени τ находится в работоспособном состо-

янии, то с вероятностью αi она перейдет в неработоспособное состояние, в котором будет пребывать

в течение, по крайней мере, одного слота. С вероятностью 1 − αi система обслуживания останется в

работоспособном состоянии.

Обозначим через Ai и Bi случайные величины, отображающие число слотов, в течение которых

система Si находится в работоспособном и неработоспособном состояниях соответственно.

Тогда вероятности пребывания системы обслуживания Si в работоспособном и неработоспособном

состояниях соответственно:

P (Ai = n) = (1 − αi)
n−1αi и P (Bi = n) = (1 − βi)

n−1βi,

где n = {1, 2, . . .}.

Переход системы обслуживания Si из неработоспособного в работоспособное состояние осуществ-

ляется с вероятностью βi. С вероятностью 1 − βi система обслуживания с момента η останется в

неработоспособном состоянии.

Требования, находящиеся в неработоспособной системе Si, ожидают ее восстановления. Требо-

вания, завершившие обслуживание в работоспособных системах обслуживания, могут поступать в

системы, находящиеся в неработоспособном состоянии в соответствии с маршрутной матрицей Θ.

Эволюцию сети N можно рассматривать как два независимо протекающих параллельно процесса:

процесс отказов и восстановлений систем массового обслуживания и вложенный в него процесс

обслуживания и переходов групп требований между системами обслуживания.
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2. ПРОЦЕСС ОТКАЗОВ И ВОССТАНОВЛЕНИЙ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ

Рассмотрим последовательность уходов и поступлений требований в момент τ с учетом надежно-

сти системы обслуживания Si, i = 1, . . . , L. Возможны 4 варианта.

1. Система обслуживания находится в работоспособном состоянии в момент времени η. Тогда в

предыдущем слоте (до момента η) происходит следующая последовательность событий: уход обслу-

женных требований, поступление требований из смежных систем обслуживания.

2. В момент τ система Si находилась в работоспособном состоянии, а с момента η будет находиться

в неработоспособном состоянии. Тогда в текущем слоте имеет место следующая последовательность

событий: уход обслуженных требований из системы Si, поступление требований из смежных систем

обслуживания и переход системы Si в неработоспособное состояние.

3. Система Si находится в неработоспособном состоянии до и после момента η. В этом случае в

текущем слоте требования могут только поступать в рассматриваемую систему из других систем об-

служивания. Обслуживание требований, находящихся в неработоспособной системе не производится

и не предполагается уход необслуженных требований из неработоспособной системы.

4. В момент τ система Si находилась в неработоспособном состоянии, а с момента η будет на-

ходиться в работоспособном состоянии. Тогда в текущем слоте в эту систему могут поступить тре-

бования из смежных систем обслуживания, обслуживание и уход требований из этой системы не

производится.

Найдем математическое ожидание длительности обслуживания требований ненадежным прибором

изолированной системы обслуживания Si, i = 1, . . . , L.

В дальнейшем, если это не требуется, не будем использовать индексы, обозначающие номер систе-

мы обслуживания. Обозначим через b вероятность того, что требование будет ожидать восстановле-

ния этого прибора, µ — интенсивность обслуживания требований одним прибором, β — вероятность

восстановления системы обслуживания. Известно, что

E(B) = 1/β.

Длительность обслуживания требования ненадежным прибором может быть представлена после-

довательностью счетного числа этапов обслуживания. Первый этап длительностью 1/µ отображает

процесс полного обслуживания требования абсолютно надежным прибором. После завершения пер-

вого этапа обслуживания с вероятностью 1−b завершается обслуживание требования и оно покидает

систему. С вероятностью b наступает второй этап длительностью 1/β, отображающий пребывание

системы обслуживания в неработоспособном состоянии. Третий и последующие этапы длительно-

стью 1/β отображают возможность застать требование за повторными ожиданиями восстановления

системы обслуживания. Второй и последующие этапы наступают с вероятностью b и с вероятностью

1 − b алгоритм представления обслуживания требования ненадежным прибором заканчивается.

Обозначим ṽ — математическое ожидание длительности обслуживания требования ненадежным

прибором. Тогда

ṽ = µ−1 + b(β−1 + b(β−1 + . . .)) = µ−1 + bβ−1(1 + b + b2 + . . .) = µ−1 +
b

(1 − b)β
.

Определим вероятность b. Поскольку момент начала обслуживания требования находится в ин-

тервале времени, когда прибор работоспособен, то длительность интервала времени с момента начала

обслуживания требования до момента отказа прибора системы обслуживания является геометрически

распределенной случайной величиной с параметром α. Тогда

b =

∞
∑

k=1

P (A = k)e−µkζ =

∞
∑

k=1

α(1 − α)k−1e−µkζ .

Здесь e−µkζ — вероятность того, что для обслуживания требования необходимо больше kζ единиц

времени; P (A = k) — вероятность того, что длительность пребывания системы обслуживания в

работоспособном состоянии равна k слотам.
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Заметим, что длительность обслуживания требований ненадежным прибором не является экспо-

ненциально распределенной случайной величиной. Поэтому стационарное распределение вероятно-

стей состояний сети массового обслуживания не имеет мультипликативной формы.

В работе [14] показано, что для многих практических приложений и, в частности, для исследова-

ния ненадежных сетей, допустимо использование в качестве моделей замкнутых экспоненциальных

сетей массового обслуживания с абсолютно надежными системами, но с измененным вектором ин-

тенсивностей обслуживания.

В данном случае вместо сети N с ненадежными системами обслуживания будем в дальнейшем

использовать экспоненциальную сеть массового обслуживания Ñ с абсолютно надежными системами

обслуживания, которая является приближением исходной сети N . Все параметры сети Ñ совпадают

с соответствующими параметрами сети обслуживания N за исключением интенсивностей обслужи-

вания. В качестве интенсивности обслуживания требований прибором системы обслуживания сети

Ñ будем использовать µ̃ = 1/ṽ.

3. ПРОЦЕСС ОБСЛУЖИВАНИЯ И ПЕРЕХОДОВ ГРУПП ТРЕБОВАНИЙ

Представим основные вероятностно-временные характеристики процесса обслуживания и перехо-

дов групп требований замкнутой сети массового обслуживания [15].

Если сеть Ñ находится в состоянии s ∈ X, то с вероятностью p(s, d) формируется вектор d ∈ Y ,

который затем с вероятностью p(d, a) преобразуется в вектор a ∈ Y .

Пусть в начале слота в системе Si, i = 1, . . . , L, пребывает si требований. Тогда вероятность

завершения обслуживания в течение этого слота di требований определяется биномиальным распре-

делением с параметром µ̃iζ, 0 ≤ µ̃iζ ≤ 1. Тогда

p(s, d) =

L
∏

i=1

(

si

di

)

(µ̃iζ)di(1 − µ̃iζ)si−di .

При независимой маршрутизации требований в сети обслуживания вероятности преобразования

вектора d в вектор a имеют вид [16]

p(d, a) =
∑

dij∈D

L
∏

i=1

(

di

di1, . . . , diL

) L
∏

j=1

θ
dij

ij , d, a ∈ Y,

где D =

{

dij , i = 1, . . . , L, j ∈ Vj :
L
∑

i=1

dij = aj

}

, Vi — множество номеров выходных смежных с Si

систем обслуживания.

На множестве Y определим маршрутную цепь Маркова W с вероятностями переходов

γ(d, a) =

{

p(d, a), если p(s, d) > 0,

δda, в противном случае,

где δda — символ Кронекера, d, a ∈ Y .

Интенсивность перехода сети обслуживания из состояния s в состояние s′ определяется выраже-

нием

p(s, s′) =
∑

d,a∈Y

s′
=s−d+a

p(s, d, a),

где p(s, d, a) — условная вероятность перехода цепи W из состояния d в состояние a при пребывании

сети Ñ в состоянии s

p(s, d, a) = p(s, d)γ(d, a), s ∈ X, d, a ∈ Y.

Стационарное распределение π = (π(s)), s ∈ X, вероятностей состояний сети обслуживания

является решением уравнения πP = π с условием

∑

s∈X

π(s) = 1,
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где P = (p(s, s′)), s, s′ ∈ X, матрица вероятностей переходов сети обслуживания.

Используя стационарное распределение, можно вычислить основные стационарные характеристики

сети Ñ . Математическое ожидание (м. о.) числа требований в системе Si

s̄i =

H
∑

k=1

k
∑

s∈X:
si=k

π(s), i = 1, . . . , L.

Поскольку число требований в сети Ñ равно числу приборов в каждой из систем обслуживания, то

м. о. длительности пребывания требований в системе Si

ṽi = 1/µ̃i, i = 1, . . . , L.

Интенсивность потока групп требований в систему Si определяется из формулы Литтла

λi = s̄i/ṽi, i = 1, . . . , L.

Математическое ожидание длительности пребывания системы Si соответственно в работоспособном

и неработоспособном состояниях

E(Ai) = 1/αi, E(Bi) = 1/βi, i = 1, . . . , L.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренные в работе ненадежные сети массового обслуживания с групповыми переходами

требований могут быть использованы в качестве моделей стохастических систем с сетевой структурой

и дискретным временем функционирования, таких как, например, сети связи и компьютерные сети.

Предложенный метод анализа сетей обслуживания обеспечивает возможность исследования свойств

систем этого класса для решения задач, связанных с их проектированием и модификацией.
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