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В данной статье приводится алгоритм нахождения весов нейронной сети прямого распространения сигнала с одним

основным слоем. Алгоритм используется для решения задачи равномерного приближения алгебраического многочлена

совместно с его производными с наперед заданной точностью. В качестве функции активации используется рациональная

сигмоида.
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ВВЕДЕНИЕ

Определение и детальное описание основных понятий теории нейронных сетей (а именно поня-

тие многослойной нейронной сети прямого распространения с различными функциями активации),

а также подробное изложение используемых понятий и архитектур сетей, можно найти, например,

в [1, 2].

Для решения многих прикладных задач используется способность нейронных сетей аппрокси-

мировать полиномиальную функцию. В статье [3] полиномиальная функция используется как мера

емкости искусственной нейронной сети прямого распространения с конечным числом скрытых узлов,

при этом под емкостью сети понимается наибольшая степень полиномов, которые данная нейронная

сеть приближает с наперед заданной точностью.

Полиномиальная функция f : R
m → R степени r с m переменными может быть записана в

следующем виде:

f(x) =

(

a0 +
m

∑

i=1

ai1xi

)

+

(

m
∑

i=1

ai2xi

)2

+ . . . +

(

m
∑

i=1

airxi

)r

, (1)

где x = (x1, x2, . . . , xm)T ∈ R
m, a0, aij ∈ R, j = 1, . . . , r, i = 1, . . . ,m.

Рассмотрим архитектуру нейронной сети F с одним скрытым слоем. Пусть вектор

x = (x1, x2, . . . , xm)T ∈ R
m есть вектор входа нейронной сети, m есть количество узлов входного

слоя сети F . Обозначим через N количество узлов скрытого слоя сети. Количество входов в скрытый

слой равно числу компонент вектора x. Обозначим через y выход сети F . Вес связи между i-м узлом

входного слоя и j-м скрытым узлом обозначим wji, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Вес связи между j-м

узлом скрытого слоя и (единственным) нейроном выходного слоя обозначим cj . Выход скрытого узла

j определяется следующим образом:

σ(θj) =
θj

α + |θj |
, θj =

m
∑

i=1

wjixi + bj , (2)

где j = 1, . . . , N , α — положительная константа, m — количество входов, bj — пороговое значение

j-го узла скрытого слоя.

Выходное значение y ∈ R нейронной сети F будет равно

y =
N

∑

j=1

cjσ(θj).

В настоящей статье, следуя идеям работы [3], мы находим алгоритм настройки весов сети для

одновременного приближения в равномерной метрике с заданной ошибкой полиномиальной функции

фиксированной степени и ее производных. В отличие от работы [3], мы рассматриваем нейронную

сеть прямого распространения сигнала с рациональной сигмоидой в качестве функции активации, в

то время как в работе [3] изучалась нейронная сеть с экспоненциальной сигмоидальной функцией

активации. Мы покажем, что результаты, аналогичные результатам работы [3], будут справедливы и

для задачи равномерного приближения алгебраического многочлена совместно с его производными.

ИСКУССТВЕННАЯ НЕЙРОННАЯ СЕТЬ ПРЯМОГО РАСПРОСТРАНЕНИЯ
С ОДНИМ ВХОДОМ И ОДНИМ ВЫХОДОМ

Рассмотрим нейронную сеть F : R → R прямого распространения с одним входом и одним выходом:

F (x) =

N
∑

j=1

cjσ(wjx + bj),

где cj , wj , bj ∈ R, j = 1, . . . , N , есть параметры сети. Обозначим множество всех таких отображений

как FN (σ).

Полиномиальная функция f(x) : R → R степени r имеет вид

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . . + arx
r,

где ai ∈ R, i = 0, 1, . . . , r.
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Лемма 1. Производная порядка s функции F существует в каждой точке x ∈ R, при этом

справедливо равенство

dsF (x)

dxs
=

N
∑

j=1

cjw
s
jQs(σ(θj)), (3)

где Qs(σ(θj)) = (−1)s+1s!θ−s
j σs(θj)(1 − σ(θj) · sgn θj), θj = θj(x) = wjx + bj .

Предположим, что справедливы следующие равенства:

dsF (0)

dxs
=

dsf(0)

dxs
= (s!)as, s = 0, 1, 2, . . . r,

т. е. имеет место следующее матричное равенство:









Q0(σ
0
1) Q0(σ

0
2) . . . Q0(σ

0
N )

Q1(σ
0
1)w1 Q1(σ

0
2)w2 . . . Q1(σ

0
N )wN

. . . . . . . . . . . .

Qr(σ
0
1)wr

1 Qr(σ
0
2)wr

2 . . . Qr(σ
0
N )wr

N

















c1

c2

. . .

cN









=









a0

(1!)a1

. . .

(r!)ar









, (4)

где Q0(σ(θ)) = σ(θ), σ0
j := σ(θj(0)) =

θj(0)

α + |θj(0)| , j = 1, . . . , N .

Обозначим

Ω =









Q0(σ
0
1) Q0(σ

0
2) . . . Q0(σ

0
N )

Q1(σ
0
1)w1 Q1(σ

0
2)w2 . . . Q1(σ

0
N )wN

. . . . . . . . . . . .

Qr(σ
0
1)wr

1 Qr(σ
0
2)wr

2 . . . Qr(σ
0
N )wr

N









. (5)

Тогда матричное равенство (4) можно записать в виде Ωc = a, где c = (c1, c2, . . . , cN )T , a = (a0,

(1!)a1, . . . , (r!)ar)
T .

Лемма 2. Пусть δ > 0 и wi = (i − 1)δ, i = 1, . . . , N . Если c1, . . . , cN есть решение системы (4),

то справедлива система неравенств

|cj | ≤ ψmaxqmax

r
∑

i=0

|i!ai|δ−i, j = 1, . . . , N,

где ψmax есть положительное число, зависящее от N и r, qmax есть положительное число, зави-

сящее от порогового значения в скрытом слое.

В следующей теореме показывается, что сеть с одним скрытым слоем, содержащим N узлов, может

аппроксимировать любой алгебраический многочлен степени N − 1 совместно с его производными с

любой степенью точности на произвольном замкнутом множестве числовой прямой.

Теорема 1. Пусть xmax > 0 — произвольное число. Тогда для произвольной функции f ∈ PN−1

и для всякого ε > 0 найдется функция F (x) ∈ FN (σ) такая, что

sup
x∈[−xmax,xmax]

N−1
∑

s=0

|F (s)(x) − f (s)(x)| < ε,

где ε является ошибкой равномерного приближения на [−xmax, xmax].

Доказательство. Пусть f ∈ PN−1 есть произвольный многочлен. Возьмем ε > 0 и покажем, что

для некоторой F (x) ∈ FN (σ) для всех x ∈ [−xmax, xmax] будет

N−1
∑

s=0

|F (s)(x) − f (s)(x)| < ε.

Потребуем
dsF (0)

dxs
=

dsf(0)

dxs
, s = 0, 1, 2, . . . N − 1,

Пусть r = N − 1. Так как F (s)(x) имеет производную любого порядка в каждой точке вещественной

оси, то функцию F (s)(x) можно разложить в ряд Тейлора в окрестности точки x = 0. Так, для s = 0

имеем:

F (x) = F (0) + F ′(0)x +
1

2!
F ′′(0)x2 + . . . +

1

r!
F (r)(0)xr + Rr,0(x),
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где Rr,0(x) есть остаточный член форме Лагранжа:

Rr,0(x) =
F (r+1)(ζ0)

(r + 1)!
xr+1.

Имеем:

F (s)(x) =

r
∑

l=s

F (l)(0)xl−s

(l − s)!
+ Rr,s(x),

где Rr,s(x) есть остаточный член в форме Лагранжа,

Rr,s(x) =
F (r+1)(ζs)

(r + 1 − s)!
xr+1−s.

Имеем:
N−1
∑

s=0

|F (s)(x) − f (s)(x)| =

N−1
∑

s=0

|Rr,s(x)|.

Согласно лемме 1

Rr−s(x) =
xr+1−s

(r + 1 − s)!

N
∑

j=1

cjw
r+1
j Qr+1(σ(θj(ζs))),

где −xmax ≤ ζs ≤ xmax.

Возьмем 0 < δ < 1. Положим wj = (j − 1)δ, j = 1, 2, . . . , N . Согласно лемме 1 для s ≥ 1

Qs(σ(θj)) = (−1)s+1s!θ−s
j σs(θj)(1 − σ(θj) · sgn θj)

и Q0(σj) = σj , где σj(x) = σ(θj(x)). Так как для всех x имеет место −1 < σj < 1, то |Q0(σj)| ≤ 1 и

существует M0 такое, что |σs(θj)(1 − σ(θj) · sgn θj)| < M0. Имеем, учитывая лемму 2,

N−1
∑

s=0

|Rr,s(x)| ≤
N−1
∑

s=0





xr+1−s
max

(r + 1 − s)!

N
∑

j=1

|cj ||wr+1
j ||Qr+1(σj(ζs))|



 ≤

≤
N−1
∑

s=0





xr+1−s
max

(r + 1 − s)!
ψmaxqmax

N
∑

j=1

r
∑

p=0

|p!ap|δ−p(r + 1)!jr+1δr+1M0



 ≤

≤ δψmaxqmaxM
0

r
∑

p=0

|p!ap|
N−1
∑

s=0





(r + 1)!

(r + 1 − s)!
xr+1−s

max

N
∑

j=1

jr+1



 .

Обозначим

M = ψmaxqmaxM
0

r
∑

p=0

|p!ap|
N−1
∑

s=0





(r + 1)!

(r + 1 − s)!
xr+1−s

max

N
∑

j=1

jr+1



 ,

т. е. M есть конечное число, не зависящее от x. Имеем:

N−1
∑

s=0

|Rr,s(x)| ≤ δM.

Взяв δ < ε/(M + 1), получаем
N
∑

s=0
|Rr(x)| < ε, где ε есть ошибка аппроксимации. ¤

Заметим, что утверждение, аналогичное теореме, не будет справедливым, если в скрытом слое

содержится не r + 1, а r узлов, т. е. нейронные сети с r узлами в скрытом слое не способны с любой

степенью точности приближать полиномы степени r. Это означает, что существует неустранимая

ошибка приближения многочленов степени r нейронными сетями с r узлами в скрытом слое. В

работе [4] находится оценка этой ошибки.

Отметим, что используя подход, изложенный в работе [3], легко получить следующий результат

для нейронных сетей прямого распространения с несколькими входами и одним выходом.
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Теорема 2. Пусть xmax > 0 есть произвольное действительное число, I = [−xmax, xmax]. Если

r ≤
√

2N + 1.52 − 1.5, то для любого ε > 0 и произвольной полиномиальной функции f : R
m → R

степени r c m переменными вида (1) существует сеть прямого распространения F : R
m → R

с одним скрытым слоем, содержащим N узлов и функцией активации (2), которая равномерно

аппроксимирует f с любой наперед заданной степенью точности на Im, т. е.

sup
x∈Im

|F (x) − f(x)| < ε.
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