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УДК 501.1

О МНОЖЕСТВАХ ЕДИНСТВЕННОСТИ КРАТНЫХ РЯДОВ
ПО СИСТЕМЕ ХАРАКТЕРОВ НУЛЬ-МЕРНОЙ ГРУППЫ

В СМЫСЛЕ СХОДИМОСТИ ПО КУБАМ

И. С. Юрченко

Ассистент кафедры прикладной информатики, Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского,

hamsterchik@mail.ru

В данной работе изучаются множества единственности для кратных рядов по системе характеров нуль-мерной группы в

смысле сходимости по кубам. Доказано, что конечное множество и счетное множество, имеющее только одну предельную

точку, являются множествами единственности.

Ключевые слова: компактная нуль-мерная группа, множество единственности, кратный ряд по системе характеров.

ВВЕДЕНИЕ

В работах В. А. Скворцова [1] и Х. О. Мовсисяна [2] было показано, что счетное множество

является множеством единственности для кратных рядов Уолша, сходящихся по прямоугольникам. В

работе [3] был получен более общий класс множеств единственности для функций Уолша. В част-

ности, было доказано, что любая непрерывная кривая конечной длины или их счетное объединение

является множеством единственности для двойных рядов Уолша, сходящихся по прямоугольникам.
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В работе [4] был получен класс множеств единственности для кратных рядов по смешанной систе-

ме функций, расширяющий известные классы множеств единственности. В работе [5] был приведен

пример кратного ряда, сходящегося по прямоугольникам, но не сходящегося по кубам. Затем в [6]

было доказано, что пустое множество является множеством единственности для кратных рядов Уолша

на двоичной группе в смысле сходимости по кубам. М. Г. Плотников в 2007 году [7], рассматри-

вая функции Уолша на двоичной группе, показал, что конечное множество и счетное множество,

имеющее только одну предельную точку, являются множеством единственности для кратных рядов

Уолша, сходящихся по кубам. Мы покажем, что данные результаты справедливы для произвольной

нуль-мерной группы.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть (G,⊕) — компактная нуль-мерная группа. Топология на группе G определяется с помо-

щью цепочки вложенных подгрупп G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . Обозначим pk = (Gk/Gk+1)
♯. По по-

следовательности простых чисел (pk)∞k=0 построим последовательность (mk) следующим образом:

m0 = 1,mk+1 = pkmk. Элементы gn = Gn \Gn+1 образуют базисную систему в G, т.е. любой элемент

x ∈ G однозначно представим в виде ряда x =
∞∑

n=0
angn, an = 0, pn − 1. Если pngn = 0, группа G

является группой Виленкина, если pngn = gn+1, то в этом случае G называется группой P -адических

чисел, P = {pn}.

Аннуляторы группы G образуют возрастающую последовательность G⊥
0 ⊂ G⊥

1 ⊂ . . . и

(G⊥
k+1/G⊥

k )♯ = pk. Обозначим через X = {χ} совокупность характеров группы G. Данная си-

стема является ортогональной и X =
∞⋃

n=0
G⊥

n . Пусть µ определяет меру Хаара и µG = 1. Тогда

µ(Gn ⊕ h) = 1/mn. По мере µ строится абсолютно сходящийся интеграл
∫

G

fdµ, инвариантный отно-

сительно сдвига.

Характеры rk(z) ∈ G⊥
k+1 \ G⊥

k назовем функциями Радемахера. Пусть

n =
∞∑

k=0

εkmk+1 ∈ N0, εk = 0, pk − 1, z =
∞∑

k=0

zkgk ∈ G, zk = 0, pk − 1.

Положим по определению χn(z) =
∞∏

k=0

(rk(z))εk . Очевидно, что данное произведение содержит конеч-

ное число сомножителей.

Обозначим через G = GN = G × · · · × G
︸ ︷︷ ︸

N

N -мерную группу с топологией произведения групп. В

этом случае база топологии состоит из произведений сдвигов:

Gj ⊕ h = (Gj1 ⊕ h(1)) × (Gj2 ⊕ h(2)) × . . . × (GjN
⊕ h(N)).

Здесь и далее компоненты вектора h ∈ GN обозначены через h(1), h(2), . . . , h(N), т. е. h = (h(1),

h(2), . . . , h(N)). Компоненты h(l) вектора h можно записать в виде

h(l) = a
(l)
jl−1gjl−1 ⊕ a

(l)
jl−2gjl−2 ⊕ . . . ⊕ a

(l)
0 g0.

Так как Gj ⊕ h есть объединение дизъюнктных кубов вида

(Gj ⊕ h(1)) × (Gj ⊕ h(2)) × . . . × (Gj ⊕ h(N)) (j = max(j1, . . . , jN )), (1)

то совокупность таких кубов также образует базу топологии в GN . Куб (1) можно записать в виде

GN
j ⊕ h = (Gj ⊕ a

(1)
j−1gj−1 ⊕ · · · ⊕ a

(1)
0 g0) × · · · × (Gj ⊕ a

(N)
j−1gj−1 ⊕ · · · ⊕ a

(N)
0 g0).

Обозначая для удобства Gj := GN
j , куб (1) можно записать в виде Gj ⊕ gA , где

g1×j =
(
gj−1 . . . g0

)
, Aj×N =






a
(1)
j−1 . . . a

(N)
j−1

. . . . . . . . .

a
(1)
0 . . . a

(N)
0




, a

(ν)
l = 0, pl − 1, l = 0, j − 1. Размерность матриц

зависит от ранга куба Gj . Обозначим ν-й столбец матрицы A через A
(ν), а ν-ю строку через Â

(ν).
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Положим по определению χn(z) = χn1
(z1) . . . χnN

(zN ), z ∈ G, n = (n1, . . . , nN ). Если

mj = (mj ,mj , . . . ,mj), то χmj
(z) = rj(z) = const на Gj+1 ⊕ gA .

Покажем, что I =
∫

Gj

χn(z)dµ(z) = 0 при n ≥ mj .

Рассмотрим произвольную пачку mj+k ≤ n < mj+k+1 для всех k ≥ 0.

1. Пусть n = mj+k, в этом случае χn = rj+k. Представим интеграл I как сумму интегралов по

смежным класса ранга j + k таких, что Gj+k ⊂ Gj :

I =
∑

l

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z).

Зафиксируем l и рассмотрим отдельно интеграл по смежному классу:

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z)1Gj+k⊕hl
(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z ⊕ hl)1Gj+k⊕hl
(z ⊕ hl)dµ(z) =

=

∫

G

χn(z)χn(hl)1Gj+k
(z)dµ(z) = χn(hl)

∫

Gj+k

χn(z)dµ(z).

Следовательно,

I =
∑

l

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z) =
∑

l

χn(hl)

∫

Gj+k

rj+k(z)dµ(z) =

=
∑

l

χn(hl)
∑

ν

∫

Gj+k+1⊕h′

ν

ενdµ(z) =
∑

l

χn(hl)
∑

ν

ενµ(Gj+k+1) = 0,

где εν — корни из 1, hl = ajl−1gjl−1⊕ajl−2gjl−2⊕. . .⊕a0g0, h′
ν = aj+k1gj+k⊕aj+k−1gj+k−1⊕. . .⊕a0g0.

2. Пусть n = αmj+k + β = αmj+k + βj+k−1mj+k−1 + · · · + β0m0, в этом случае χn = rα
j+k ×

× r
βj+k−1

j+k−1 . . . rβ0

0 = rα
j+k · 1 на группе Gj+k.

Представим интеграл I как сумму интегралов по смежным класса ранга j+k таких, что Gj+k ⊂ Gj :

I =
∑

l

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z).

Зафиксируем l и рассмотрим отдельно интеграл по смежному классу:

∫

Gj+k⊕hl

χn(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z)1Gj+k⊕hl
(z)dµ(z) =

∫

G

χn(z ⊕ hl)1Gj+k⊕hl
(z ⊕ hl)dµ(z) =

=

∫

G

χn(z)χn(hl)1Gj+k
(z)dµ(z) = χn(hl)

∫

Gj+k

χn(z)dµ(z).

Следовательно,

I =
∑

l

χn(hl)

∫

Gj+k

χn(z)dµ(z) =
∑

l

χn(hl)

∫

Gj+k

rα
j+k(z)dµ(z) =

=
∑

l

χn(hl)
∑

ν

∫

Gj+k+1⊕h′

ν

εα
ν dµ(z) =

∑

l

χn(hl)
∑

ν

εα
ν µ(Gj+k+1) = 0.

Таким образом,
∞∑

n=mj

∫

Gj

χn(z)dµ(z) = 0. (2)
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Рассмотрим N -кратный ряд

∞∑

n=0

cnχn(z) =

∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nN=0

cn1...nN
χn1

(z1) . . . χnN
(zN ). (3)

Кубические частичные суммы ряда (3) будем обозначать

SM(z) =

M−1∑

n=0

cnχn(z) =

M−1∑

n1=0

· · ·
M−1∑

nN=0

cn1...nN
χn1

(z1) . . . χnN
(zN ),

а ядро Дирихле — через

Dk(z) =

k−1∑

n=0

χn(z) =

k−1∑

n1=0

· · ·
k−1∑

nN=0

χn1
(z1) . . . χnN

(zN ).

Для ряда (3) определим функцию множества:

Ψ(Gj ⊕ gA ) =
∞∑

n=0

∫

Gj⊕gA

cnχn(z)dµ(z). (4)

Запишем ее в виде

Ψ(Gj ⊕ gA ) =

∞∑

n=0

∫

Gj⊕gA

cnχn(z)dµ(z) =

∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nN=0

cn

∫

Gj⊕gA

χn(z)dµ(z) =

=

mj−1
∑

n1=0

· · ·

mj−1
∑

nN=0

cn

∫

Gj⊕gA

χn(z)dµ(z) +
∑

n 6∈[0,mj−1]N

cn

∫

Gj⊕gA

χn(z)dµ(z).

Из (2) следует, что второй интеграл равен нулю (так как ns ≥ mj , s = 1, N), а в первом интеграле

χn(z) = const на Gj ⊕ gA , поэтому

Ψ(Gj ⊕ gA ) =

mj−1
∑

n=0

cnχn(z)

∫

Gj⊕gA

dµ(z) = µ(Gj ⊕ gA ) ·

mj−1
∑

n=0

cnχn(z) = µ(Gj ⊕ gA )Smj
(z).

Таким образом, для каждого z ∈ Gj ⊕ gA имеет место

Ψ(Gj ⊕ gA ) = µ(Gj ⊕ gA )Smj
(z). (5)

Выразим коэффициенты cn ряда (3) через функцию Ψ. Для этого выберем произвольное

mk = (mk, . . . ,mk) так, чтобы n ≤ mk − 1(ns ≤ mk − 1, s = 1, N), выберем произвольную точку

tk = (t
(1)
k , . . . , t

(N)
k ) ∈ Gk ⊕ gA и рассмотрим суммы

∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ),

где суммирование идет по всем кубам ранга k.

Далее, используя (4), имеем:

∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ) =
∑

A

∞∑

s=0

χn(tk)cs

∫

Gk⊕gA

χs(z)dµ(z).

Во внутренней сумме в силу (2) слагаемые с номером s ≥ mk будут равны нулю, следовательно,

∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ) =
∑

A

mk−1∑

s=0

χn(tk)cs

∫

Gk⊕gA

χs(z)dµ(z) =
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=

mk−1∑

s=0

cs
∑

A

∫

Gk⊕gA

χn(z)χs(z)dµ(z) =

mk−1∑

s=0

cs

∫

G

χn(z)χs(z)dµ(z) =

mk−1∑

s=0

csδns = cn.

Таким образом,

cn =
∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA ), (6)

причем cn не зависит от k, лишь бы n ≤ mk − 1.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Путь A — M -множество ряда (3) в смысле сходимости по кубам, т. е. ряд (3) не

равен нулю тождественно и сходится к нулю вне A. Тогда Ψ(Gj ⊕ gA ) = 0 для любого смежного

класса Gj ⊕ gA такого, что Gj ⊕ gA ∩ A = ∅.

Доказательство. Допустим противное, пусть существует Gj0 ⊕ gA
0 : Gj0 ⊕ gA

0 ∩ A = ∅, но

Ψ(Gj0 ⊕ gA
0) 6= 0, и пусть для определенности Re Ψ(Gj0 ⊕ gA

0) > 0 (в противном случае можно

заменить cn на −cn в ряде (3)). Следовательно, существует α > 0 такое, что ReΨ(Gj0⊕gA
0) > α > 0.

Имеем:

Gj0 ⊕ g1×j0A
0
j0×N =

⊔

Â 0(1)

(Gj0+1 ⊕ g1×j0+1A
0
j0+1×N ).

Следовательно, в силу аддитивности функции Ψ

Ψ(Gj0 ⊕ gA
0) =

∑

Â 0(1)

Ψ(Gj0+1 ⊕ gA
0) ⇒ ReΨ(Gj0 ⊕ gA

0) =
∑

Â 0(1)

ReΨ(Gj0+1 ⊕ gA
0) > α > 0 ⇒

⇒ ∃ A
1 : ReΨ(Gj0+1 ⊕ gA

1) >
α

pN
j0

> 0.

Аналогично

Gj0+1 ⊕ g1×j0+1A
0
j0+1×N =

⊔

Â 1(1)

(Gj0+2 ⊕ g1×j0+2A
1
j0+2×N ) ⇒

⇒ ReΨ(Gj0+1 ⊕ gA
1) =

∑

Â 1(1)

ReΨ(Gj0+2 ⊕ gA
1) >

α

pN
j0

> 0 ⇒

⇒ ∃ A
2 : ReΨ(Gj0+2 ⊕ gA

2) >
α

pN
j0

pN
j0+1

> 0

и т. д.

На n-м шаге получим, что

∃ A
n : Re Ψ(Gj0+n ⊕ gA

n) >
α

pN
j0

. . . pN
j0+n−1

> 0.

В результате получим последовательность вложенных N -мерных смежных классов, сходящуюся

к точке z.

Рассмотрим

lim
j→∞

Re Smj
(Gj ⊕ gA ) = lim

n→∞
Re Smj0+n

(Gj0+n ⊕ gA
n).

В силу (5) получаем:

lim
n→∞

Re Smj0+n
(Gj0+n ⊕ gA

n) = lim
n→∞

ReΨ(Gj0+n ⊕ gA
n)

µ(Gj0+n ⊕ gA n)
≥

≥ lim
n→∞

α

pN
j0

. . . pN
j0+n−1

1

mN
j0+n

= lim
n→∞

αmN
j0

> 0.
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Таким образом, lim
j→∞

Re Smj
(z) > 0, т. е. ряд не сходится к нулю, следовательно, по условию z ∈ A,

но z ∈ Gj0 ⊕ gA
0. Значит, Gj0 ⊕ gA

0 ∩ A 6= ∅. Получили противоречие. Таким образом,

Ψ(Gj0 ⊕ gA
0) = 0. ¤

Лемма 2. Пусть A ⊂ G, z — изолированная точка множества A. Пусть H — аддитивная

функция, определенная на борелевских подмножествах множества G и H(Gj ⊕ gA ) = 0 для

любого смежного класса Gj ⊕gA такого, что Gj ⊕gA ∩A = ∅. Тогда существует число b такое,

что для любого смежного класса Gj ⊕ gA такого, что Gj ⊕ gA ∩ A = {z} H(Gj ⊕ gA ) = b.

Доказательство. Выберем Gj1 ⊕ gA1 : Gj1 ⊕ gA1 ∩ A = {z} и H(Gj1 ⊕ gA1) = b и выберем

произвольно Gj2 ⊕ gA2 : Gj2 ⊕ gA2 ∩ A = {z}. Покажем, что H(Gj2 ⊕ gA2) = b.

1. Gj1 ⊕ gA1 ⊂ Gj2 ⊕ gA2. В этом случае Gj2 ⊕ gA2 =
⊔

Gj1 ⊕ gA , где объединение берется по

всем A , для которых Gj1 ⊕ gA ⊂ Gj2 ⊕ gA2. Следовательно,

H(Gj2 ⊕ gA2) =
∑

H(Gj1 ⊕ gA ) =

=
∑

z∈Gj1
⊕gA

H(Gj1 ⊕ gA ) +
∑

z6∈Gj1
⊕gA

H(Gj1 ⊕ gA ) = H(Gj1 ⊕ gA1) + 0 = b.

2. Gj2 ⊕ gA2 ⊂ Gj1 ⊕ gA1. В этом случае Gj1 ⊕ gA1 =
⊔

Gj2 ⊕ gA , где объединение берется по

всем A , для которых Gj2 ⊕ gA ⊂ Gj1 ⊕ gA1. Тогда

H(Gj1 ⊕ gA1) =
∑

z∈Gj2
⊕gA

H(Gj2 ⊕ gA ) +
∑

z 6∈Gj2
⊕gA

H(Gj2 ⊕ gA ) = H(Gj2 ⊕ gA2) = b. ¤

Лемма 3. Пусть A = {z1, . . . , zn} ∈ G — конечное множество, H — аддитивная функция, опре-

деленная на борелевских подмножествах G, и такая, что если Gj⊕gA ∩A = ∅, то H(Gj⊕gA ) = 0.

Тогда существует конечный набор чисел {b1, . . . , bn} такой, что для любого смежного класса

Gj ⊕ gA H(Gj ⊕ gA ) =
∑

l:zl∈Gj⊕gA

bl, если Gj ⊕ gA ∩ A 6= ∅.

Доказательство. По лемме 2 для любых l и Gj ⊕gA , таких что Gj ⊕gA ∩A = {zl}, существует bl

такое, что H(Gj ⊕ gA ) = bl.

Смежный класс Gj ⊕ gA представим в виде объединения смежных классов большего ранга

Gj ⊕ gA =
⊔

A

Gj+s ⊕ gA так, чтобы каждый смежный класс Gj+s ⊕ gA содержал не более одной

точки zl. Тогда

H(Gj ⊕ gA ) =
∑

zl∈Gj+s⊕gA

H(Gj+s ⊕ gA ) +
∑

zl 6∈Gj+s⊕gA

H(Gj+s ⊕ gA ) =
∑

zl∈Gj+s⊕gA

bl. ¤

Определение. Если точка z принадлежит подгруппе Gl0 , но не принадлежит подгруппе Gl0+1, то

будем говорить, что порядок точки z равен l0.

Лемма 4. При l > l0, значение выражения Dml+ml0
(t) = mN

l0
rl(t), если порядок всех координат

точки t равен l0, и нулю, если порядок хотя бы одной координаты точки t меньше l0.

Доказательство. Имеем:

Dml+ml0
(t) =

ml+ml0
−1

∑

n=0

χn(t) =

ml−1∑

n=0

χn(t) +

ml+ml0
−1

∑

n=ml

χn(t) = Dml
(t) + rl(t)Dml0

(t).

Учитывая равенство Dmk
(t) =

{

mk, t ∈ Gk,

0, t 6∈ Gk,
получим, что

Dml0
+ml

(t) =

{

rl(t)ml0 , если порядок точки t равен l0,

0, если порядок точки t меньше l0.

Положим Dml+ml0
(t) =

N∏

k=1

Dml+ml0
(t(k)), где t = (t(1), . . . , t(N)), t(k) =

∞∑

j=1

t
(k)
j gj , gj ∈ Gj \ Gj+1.

Если порядок хотя бы одной из координат точки t меньше l0, то Dml+ml0
(t) = 0, иначе Dml+ml0

(t) =

=
N∏

s=1
Dml+ml0

(t(s)) =
N∏

s=1
rl(t

(s))ml0 = mN
l0

rl(t). ¤
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3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Любое конечное множество A ⊂ G = GN является множеством единственности

для N -кратных рядов по системе характеров в смысле сходимости по кубам.

Доказательство. Допустим противное, пусть существует конечное множество A = {z1, . . . , zq} ∈

∈ G, где zj = (z
(1)
j , . . . , z

(N)
j ), которое является M -множеством, следовательно, существует ряд (3), не

все коэффициенты которого равны нулю, сходящийся к нулю вне A. Покажем, что существует точка

y ∈ G\A, в которой кубические частичные суммы данного ряда не сходятся к нулю, что противоречит

условию M -множества.

Пусть Ψ(Gj ⊕ gA ) — аддитивная функция, построенная для данного ряда (3) по формуле (4). По

лемме 1 Ψ(Gj ⊕ gA ) = 0 для любого смежного класса Gj ⊕ gA , не содержащего точек множества A.

По лемме 3 (в силу леммы 1 и аддитивности функции Ψ) существуют числа {b1, . . . , bq} такие, что для

любого смежного класса Gj ⊕ gA , не содержащего точек множества A, Ψ(Gj ⊕ gA ) =
∑

k:zk∈Gj⊕gA

bk.

Таким образом,

Ψ(Gj ⊕ gA ) =







0, Gj ⊕ gA ∩ A = ∅;
∑

k:zk∈Gj⊕gA

bk, Gj ⊕ gA ∩ A 6= ∅. (7)

При этом в силу формулы (6) и условия, что не все коэффициенты cn равны нулю, существу-

ет хотя бы один номер j0 такой, что bj0 6= 0. Выберем l0 = (l0, . . . , l0) ∈ R
N так, чтобы куб

Gl0 ⊕ gA содержал точку zj0 , но не содержал остальных точек zj , j = 1, . . . , q, j 6= j0. Выберем

точку y = (y(1), . . . , y(N)) ∈ Gl0 ⊕ gA с координатами y(ν) = (pl0 − 1)gl0 ⊕ z
(ν)
j0

, ν = 1, . . . , N. Тогда

точка y ⊖ zj0 будет иметь координаты y(ν) ⊖ z
(ν)
j0

= (pl0 − 1)gl0 ⊕ z
(ν)
j0

⊖ z
(ν)
j0

= (pl0 − 1)gl0 , значит

порядок каждой координаты точки y ⊖ zj0 равен l0. Рассмотрим остальные точки y ⊖ zj , j 6= j0 с

координатами y(ν) ⊖ z
(ν)
j = (pl0 − 1)gl0 ⊕ z

(ν)
j0

⊖ z
(ν)
j . Так как точки zj0 и zj лежат в разных смежных

классах, то порядок хотя бы одной координаты каждой из точек y⊖ zj будет меньше l0 (данная точка

будет лежать в большем смежном классе).

Покажем, что последовательность кубических частичных сумм Sml+ml0
(y) не стремится к нулю

при l → ∞, l = (l, . . . , l).

В силу (6) имеем:

Sml+ml0
(y) =

ml+ml0
−1

∑

n=0

cnχn(y) =

ml+ml0
−1

∑

n=0

[
∑

A

χn(tk)Ψ(Gk ⊕ gA )

]

χn(y).

Суммирование во внутренней сумме идет по всем смежным классам ранга k Gk ⊕ gA ∋ tk, а номер

k выбирается так, чтобы для всех s = 1, N ns ≤ mk − 1 и в смежном классе Gk ⊕ gA лежало не

более одной точки zj . Тогда

Sml+ml0
(y) =

∑

A

Ψ(Gk ⊕ gA )

ml+ml0
−1

∑

n=0

χn(tk)χn(y).

В силу (7) tk можно заменить на zj , j = 1, . . . , N , тогда

Sml+ml0
(y) =

∑

j:zj∈Gk⊕gA

bj

ml+ml0
−1

∑

n=0

χn(y⊖ zj) =

=
∑

j:zj∈Gk⊕gA ,j 6=j0

bjDml+ml0
(y⊖ zj) + bj0Dml+ml0

(y⊖ zj0).

Первое слагаемое равно нулю в силу леммы 4 и выбора точки y, ядро Дирихле во второй сумме равно

mN
l0

rl(y⊖ zj0), следовательно,

Sml+ml0
(y) = 0 + bj0m

N
l0

rl(y⊖ zj0) = bj0m
N
l0

rl(y⊖ zj0).

Так как |rl(y⊖ zj0)| =
N∏

s=1
|rl(y

(s) ⊖ z
(s)
j0

)| = 1, то Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞. ¤
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Теорема 2. Если счетное множество A ⊂ G имеет только одну предельную точку, то оно

является множеством единственности для N -кратных рядов по системе характеров в смысле

сходимости по кубам.

Доказательство. Пусть A = {zj}
∞
j=1. Тогда все точки этого множества, кроме, быть может, одной

являются изолированными. Пусть z — единственная изолированная точка множества A. Допустим

противное, пусть множество A ∈ G является M -множеством, т. е. существует ряд (3), не все коэф-

фициенты которого равны нулю, сходящийся к нулю вне A.

Пусть Ψ(Gj ⊕ gA ) — аддитивная функция, построенная для данного ряда (3) по формуле (4). По

лемме 1 Ψ(Gj ⊕ gA ) = 0 для любого смежного класса Gj ⊕ gA , не содержащего точек множества A.

По лемме 2 для каждой точки zj 6= z существует число bj такое, что для любого смежного класса

Gk ⊕ gA такого, что Gk ⊕ gA ∩ A = zj , имеет место равенство Ψ(Gk ⊕ gA ) = bj .

Рассмотрим два случая.

1. Существует, по крайне мере, один номер j = j0 такой, что bj0 6= 0. Выберем l0 = (l0, . . . , l0) ∈ R
N

так, чтобы куб Gl0 ⊕ gA содержал точку zj0 , но не содержал остальных точек zj , j = 1, . . . , q, j 6= j0.

Выберем точку y = (y(1), . . . , y(N)) ∈ Gl0 ⊕ gA , как в теореме 1, так, чтобы порядок всех координат

точки y⊖ zj0 был равен l0, а порядок хотя бы одной координаты каждой из точек y⊖ zj , j 6= j0 был

меньше l0.

Покажем что последовательность кубических частичных сумм Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞,

l = (l, . . . , l). Из доказательства теоремы 1 имеем:

Sml+ml0
(y) =

∑

A

Ψ(Gk ⊕ gA )

ml+ml0
−1

∑

n=0

χn(tk)χn(y).

В силу лемм 1 и 2 tk можно заменить на zj , тогда

Sml+ml0
(y) =

∑

j:zj∈Gk⊕gA

bj

ml+ml0
−1

∑

n=0

χn(y⊖ zj) =

=
∑

j:zj∈Gk⊕gA ,j 6=j0

bjDml+ml0
(y⊖ zj) + bj0Dml+ml0

(y⊖ zj0).

Первое слагаемое равно нулю в силу леммы 4 и выбора точки y, ядро Дирихле во второй сумме равно

mN
l0

rl(y⊖ zj0). Следовательно,

Sml+ml0
(y) = 0 + bj0m

N
l0

rl(y⊖ zj0) = bj0m
N
l0

rl(y⊖ zj0).

Так как |rl(y⊖ zj0)| =
N∏

s=1
|rl(y

(s) ⊖ z
(s)
j0

)| = 1, то Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞ и, следовательно, что

ряд (3) не сходится к нулю по кубам в точке y — противоречие.

2. Числа bj = 0 для любого j. В этом случае существует Gl0 ⊕ gA ∋ z и существует число b 6= 0

такое, что Ψ(Gl0 ⊕ gA ) = b. В противном случае, функция Ψ будет тождественно равна нулю и,

следовательно, в силу формулы (6) все коэффициенты cn также будут тождественно равны нулю.

Как и в случае 1, выберем точку y ∈ G \ A так, чтобы порядок всех координат точки y ⊖ z был

равен некоторому числу l0, а порядок хотя бы одной координаты каждой из точек y⊖ zj , zj 6= z был

меньше l0.

Имеем:

Sml+ml0
(y) =

∑

A

Ψ(Gk ⊕ gA )Dml+ml0
(y⊖ zj) =

= bDml+ml0
(y⊖ z) = bmN

l0
rl(y⊖ z).

Так как |rl(y⊖ z)| = 1, то Sml+ml0
(y) 6→ 0 при l → ∞. ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00097).
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A U-set for System of Character of the Zero-dimensional Group under Convergent over Cubes

I. S. Yurchenko

Saratov State University, Russia, 410012, Saratov, Astrahanskaya st., 83, hamsterchik@mail.ru

In this work we consider system of characters of the compact zero-dimensional group G and study uniqueness sets for N -fold

multiple series for system of character a zero-dimensional group under convergent over cubes (in other words, U -sets). We proof

that every finite set is a U -set and show that countable set with only one limit point is a U -set.

Key words: compact zero-dimensional group, U-set, N -fold multiple series under convergent over cubes.
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