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Поставлена коэффициентная обратная задача теплопроводности об определении тепло-
физических характеристик функционально-градиентной части двусоставного слоя. Вход-
ной информацией служат данные измерения температуры на верхней грани слоя. После
преобразования Лапласа и обезразмеривания прямая задача теплопроводности решается
на основе проекционного метода Галеркина. Обращение трансформант осуществ-
ляется на основе теории вычетов. Проведено исследование влияния различных зако-
нов изменения теплофизических характеристик и толщины функционально-градиентной
части на входную информацию. Для решения обратной задачи применяются два подхо-
да. Первый подход основан на алгебраизации прямой задачи при использовании проек-
ционного метода Галеркина. Второй подход является развитием ранее разработанного
итерационного подхода, на каждом шаге которого решается интегральное уравнение
Фредгольма первого рода. Проведены вычислительные эксперименты по восстанов-
лению различных законов изменения теплофизических характеристик. Даны практичес-
кие советы по выбору временного интервала по съему дополнительной информации.
Проведено сравнение двух подходов к решению коэффициентной обратной задачи тепло-
проводности.

Ключевые слова: коэффициент теплопроводности, удельная теплоемкость, слоистые
материалы, функционально-градиентные материалы, обратная задача, идентификация,
алгебраизация, итерационная схема, интегральное уравнение, проекционный метод Га-
леркина.

Поступила в редакцию: 23.05.2019 / Принята: 30.06.2019 / Опубликована: 02.12.2019

Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0)

DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2019-19-4-409-423

ВВЕДЕНИЕ

Слоистые конструкции широко применяются в металлургии, авиационной и
космической технике. Обычно слоистые конструкции изготовляют из однородных
материалов. Однако в последнее время для придания конструкции заданных свойств
один из слоев стали изготавливать из функционально-градиентных материалов
(ФГМ), у которых теплофизические характеристики являются функциями коор-
динат [1,2]. Однако в силу сложности изготовления конструкции, в состав которых
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входят ФГМ, необходимо исследовать на соответствие полученных и требуемых
законов изменения теплофизических свойств. В случае неоднородных тел тепло-
физические характеристики можно определить только из решения коэффициентных
обратных задач (КОЗ) теплопроводности по дополнительной (входной) информации.

Решение обратной задачи зависит от точности решения прямой задачи. В случае
произвольных законов неоднородности высокую точность обеспечивают прибли-
женные аналитические методы, например проекционный метод Галеркина [3, 4].
Идентификацию теплофизических свойств слоистой среды исследовали в работах
[5–9]. Однако в этих работах каждый из слоев полагался однородным, а тепло-
физические характеристики слоев являлись постоянными числами. Задача ис-
следования теплофизических характеристик неоднородных, в т.ч. функционально-
градиентных материалов является более сложной. Кроме того, КОЗ теплопровод-
ности являются, как правило, нелинейными задачами. Наиболее распространенный
подход к решению нелинейных КОЗ для неоднородных материалов основан на
применении хорошо себя зарекомендовавших итерационных алгоритмов [10–23].
Для этого составляют функционал невязки, для минимизации которого исполь-
зуют, как правило, градиентные методы [10–15] или генетические алгоритмы
[16]. В работах [17–23] для решения нелинейной КОЗ теплопроводности для
однослойных ФГМ был построен итерационный процесс, на каждом шаге
которого для нахождения поправок восстанавливаемых коэффициентов решались
линеаризованные интегральные уравнения Фредгольма 1-го рода. Для решения
КОЗ теплопроводности применяются и альтернативные неитерационные методы
решения: метод квазиобращения [24], метод обращения разностной схемы [25, 26]
и др. Каждый из этих методов имеет свои преимущества и недостатки. Однако
в рассмотренных работах функции, характеризующие неоднородность, имели либо
кусочно-постоянный, либо непрерывный характер. В то же время не исследованным
оставался вопрос об идентификации теплофизических характеристик как функций,
имеющих точки разрыва первого рода на границе соприкосновения слоев.

В данной работе приводится постановка коэффициентной обратной задачи
теплопроводности для двусоставного слоя с функционально-градиентной частью.
Приводится решение прямой теплопроводности на основе проекционного мето-
да Галеркина. Для решения обратной задачи используются два метода — ранее
разработанный в [22] итерационный подход, адаптированный для слоистых материа-
лов с функционально-градиентной частью, и метод алгебраизации. Проведены вы-
числительные эксперименты по восстановлению теплофизических характеристик
функционально-градиентной части слоя в различных классах функций. Проведено
сравнение двух подходов к решению обратной задачи.

1. ПОСТАНОВКА ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Рассмотрим задачу о распространении тепла в неоднородном слое толщиной 𝐻.
Ось 𝑥 направим вертикально вверх. Нижняя грань слоя 𝑥 = 0 поддерживается ну-
левой температурой, а на верхней границе 𝑥 = 𝐻 действует постоянный тепловой
поток 𝑞0. Начально-краевая задача теплопроводности при нулевых начальных ус-
ловиях имеет вид:

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘(𝑥)

𝜕𝑇

𝜕𝑥
) = 𝑐(𝑥)

𝜕𝑇

𝜕𝑥
, 0 6 𝑥 6 𝐻, 𝑡 > 0, (1)

𝑇 (0, 𝑡) = 0, −𝑘(𝐻)
𝜕𝑇

𝜕𝑥
(𝐻, 𝑡) = 𝑞0, (2)
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𝑇 (𝑥, 0) = 0. (3)

Здесь 𝑘(𝑥) — коэффициент теплопроводности, 𝑐(𝑥) — удельная объемная тепло-
емкость, 𝑇 (𝑥, 𝑡) — температура тела, 𝑞0 — плотность теплового потока.

Прямая задача теплопроводности заключается в определении функции 𝑇 (𝑥, 𝑡) из
(1)–(3) при известных теплофизических характеристиках 𝑘(𝑥), 𝑐(𝑥).

В обратной задаче требуется определить одну из теплофизических характеристик
𝑘(𝑥) или 𝑐(𝑥) из (1)–(3) по дополнительной информации о температуре, измеренной
на верхней грани слоя 𝑥 = 𝐻:

𝑇 (𝐻, 𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑇1, 𝑇2] . (4)

Рассмотрим случай двусоставного слоя, нижняя часть которого толщиной 𝐻1

полагается изготовленной из функционально-градиентного материала с характерис-
тиками 𝑘1(𝑥), 𝑐1(𝑥), а верхняя часть слоя толщиной 𝐻2 = 𝐻 − 𝐻1 полагается из
однородного материала с постоянными характеристиками 𝑘2 = const, 𝑐2 = const.

Перейдем в случае двусоставного слоя к безразмерному виду задачи (1)–(4),
введя следующие параметры и функции:

𝑧 =
𝑥

𝐻
, 𝑧 ∈ [0, 1], ℎ1 =

𝐻1

𝐻
, 𝑘(𝑧) =

𝑘(𝑥)

𝑘2
,

𝑐(𝑧) =
𝑐(𝑥)

𝑐2
, 𝜏 =

𝑘2𝑡

𝑐1𝐻2
, 𝑊 (𝑧, 𝜏) =

𝑘2𝑇

𝑞0𝐻
.

После обезразмеривания задача (1)–(4) примет вид:

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘(𝑧)

𝜕𝑊

𝜕𝑧
) = 𝑐(𝑧)

𝜕𝑊

𝜕𝑧
, 0 6 𝑧 6 1, 𝜏 > 0, (5)

𝑊 (0, 𝜏) = 0, −𝑘(1)
𝜕𝑊

𝜕𝑧
|𝑧=1 = 1, (6)

𝑊 (𝑧, 0) = 0, (7)
𝑊 (1, 𝜏) = 𝑓(𝜏), 𝜏 ∈ [𝑐, 𝑑]. (8)

Имеем две постановки КОЗ теплопроводности в безразмерном виде:
1) из (1)–(3) по информации (4) найти 𝑐1(𝑧) при известном законе 𝑘1(𝑧);
2) из (1)–(3) по информации (4) найти 𝑘1(𝑧) при известном законе 𝑐1(𝑧).

2. РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
МЕТОДОМ ГАЛЕРКИНА

В случае произвольных законов неоднородности построим решение обезразмерен-
ной задачи теплопроводности (5)–(7) с помощью проекционного метода Галеркина.
Для этого вначале применим к (5), (6) преобразование Лапласа и с учетом началь-
ного условия (7) получим:

𝑑

𝑑𝑧
(𝑘(𝑧)

𝑑𝑊̃

𝑑𝑧
) = 𝑝𝑐(𝑧)𝑊̃ (𝑧, 𝑝), (9)

𝑊̃ (0, 𝑝) = 0, −𝑘(1)
𝑑𝑊̃

𝑑𝑧
(1, 𝑝) =

1

𝑝
. (10)
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Здесь обозначено: 𝑝 — параметр преобразования Лапласа, 𝑊̃ (𝑧, 𝑝) — трансформанта
безразмерной температуры.

Далее представим приближенное решение задачи в трансформантах (9), (10) в
виде разложения по системе базисных функций, аналогично сделанному в [20]:

𝑊̃𝑛(𝑧, 𝑝) = 𝜑0(𝑧, 𝑝) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎̃𝑖(𝑝)𝜑𝑖(𝑧). (11)

Здесь 𝜑0(𝑧, 𝑝) = − 𝑧
𝑝

— функция, удовлетворяющая неоднородным граничным усло-

виям (10), 𝜑𝑖(𝑧) = sin (2𝑖−1)𝜋𝑧
2

, 𝑖 = 1..𝑛 — ортогональные функции, удовлетворяющие
однородным граничным условиям.

Потребовав ортогональность невязки 𝐿(𝑊̃𝑛) = 𝑑
𝑑𝑧

(𝑘(𝑧)𝑑𝑊̃𝑛

𝑑𝑧
) − 𝑝𝑐(𝑧)𝑊̃𝑛(𝑧, 𝑝) к

базисным функциям 𝜑𝑖, получим систему алгебраических уравнений относительно
𝑎̃𝑖(𝑝) в виде

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐻𝑗𝑖𝑎̃𝑖(𝑝) = 𝐷𝑗, (12)

где

𝐻𝑗𝑖 = −
1∫︁

0

𝑘(𝑧)
𝑑𝜑𝑖

𝑑𝑧

𝑑𝜑𝑗

𝑑𝑧
𝑑𝑧 − 𝑝

1∫︁
0

𝑐(𝑧)𝜑𝑖𝜑𝑗𝑑𝑧 + 𝑘(1)𝜑𝑗
𝑑𝜑𝑖

𝑑𝑧
|𝑧=1,

𝐷𝑗 = −
1∫︁

0

𝑘(𝑧)
𝑑𝜑0

𝑑𝑧

𝑑𝜑𝑗

𝑑𝑧
𝑑𝑧 − 𝑝

1∫︁
0

𝑐(𝑧)𝜑0𝜑𝑗𝑑𝑧 + 𝑘(1)𝜑𝑗
𝑑𝜑0

𝑑𝑧
|𝑧=1.

Поскольку 𝑘(𝑧) и 𝑐(𝑧) — кусочно-непрерывные функции, необходимо интервал
интегрирования [0, 1] разбить на участки, соответствующие отдельным частям слоя.

После решения системы (12) в Maple составляем выражение

𝑊̃𝑛(1, 𝑝) = 𝜑0(1, 𝑝) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎̃𝑖(𝑝)𝜑𝑖(1),

которое после некоторых преобразований можно представить в виде

𝑊̃𝑛(1, 𝑝) =
𝐴(𝑝)

𝐵(𝑝)
, (13)

где 𝐴(𝑝), 𝐵(𝑝) — многочлены степени 𝑛. Таким образом, (13) является дроб-
но-рациональной функцией от 𝑝 и не имеет других особых точек, кроме
вещественных отрицательных полюсов. Поэтому для нахождения оригиналов тем-
пературы применялась теория вычетов: оригиналы находились в виде конечной
суммы показательных функций по формуле

𝑊𝑛(1, 𝜏) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴(𝑝𝑗)

𝐵′(𝑝𝑗)
𝑒𝑝𝑗𝜏 , (14)

где 𝑝𝑗, 𝑗 = 1..𝑚 — отрицательные полюса функции (14), соответствующие корням
знаменателя 𝐵(𝑝).
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Предложенный метод решения прямой задачи тестировался на примере двусо-
ставного слоя, у которого толщина нижнего слоя ℎ1 = 0.7 с постоянными теп-
лофизическими характеристиками, у которых 𝑐1(𝑧) = 𝑘1 = 0.5, 𝑐2(𝑧) = 𝑘2 = 1. Для
этого с помощью встроенных процедур Maple было получено конечно-разностное
решение. В результате решения задачи (5)–(7) выяснено, что если в методе Га-
леркина ограничиться двумя или тремя координатными функциями, то наибольшая
погрешность возникает на малых временах; в то же время на временах 𝜏 > 0.1
погрешность метода Галеркина не превосходит 1%.

В ходе вычислительных экспериментов также выяснено, что при большой тол-
щине функционально-градиентой части, например ℎ1 = 0.7, различные законы
изменения коэффициента теплопроводности и удельной теплоемкости оказывают
сильное влияние на изменение дополнительной информации — температуры на
верхней грани слоя, что очень важно для решения КОЗ теплопроводности. Однако
с уменьшением толщины функционально-градиентной части это влияние заметно
уменьшается.

3. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Для нахождения теплофизических характеристик функционально-градиентной
части слоя в работе предложены два подхода: 1) применение метода алгебраизации;
2) использование ранее разработанного в [22] итерационного процесса.

Метод алгебраизации

Вначале рассмотрим применение метода алгебраизации для решения КОЗ теп-
лопроводности на примере нахождения удельной теплоемкости 𝑐1(𝑧) при известном
коэффициенте теплопроводности (1-я постановка).

Будем искать приближенное решение обратной задачи в виде разложения:

𝑐1(𝑧) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝜓𝑗(𝑧), 𝜓𝑖(𝑧) = 𝑧𝑗−1, 𝑗 = 1..𝑚. (15)

Подставляем (15) в систему уравнений (12), из решения которой находим
𝑎̃𝑖(𝑝, 𝑐1, 𝑐2, .., 𝑐𝑚) и составляем выражение для трансформанты температуры на
верхней границе слоя, которое можно представить в виде

𝑊̃ (1, 𝑝, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚) =
𝐴(𝑝, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚)

𝐵(𝑝, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚)
. (16)

Для нахождения набора неизвестных коэффициентов разложения {𝑐𝑗}𝑗=1..𝑚

воспользуемся дополнительной информацией (8). Аппроксимируем дополнитель-
ную информацию 𝑓(𝜏), заданную таблично на информативном временном отрезке
измерения [𝑐, 𝑑], в виде линейной комбинации экспоненциальных функций [22]:

𝑓(𝜏) ≈ 𝑑0 + 𝑑1𝑒
𝑝1𝜏 + 𝑑2𝑒

𝑝2𝜏 + ...+ 𝑑𝑚𝑒
𝑝𝑚𝜏 , (17)

где 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚, 𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑚 — отрицательные числа, 𝑑0 — положительное
число.

Найдем показатели экспонент 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚 в разложении (17) по методу [27].
Будем считать, что функция 𝑓(𝜏) измерена в моменты времени 𝜏𝑖 = 𝜏1 + (𝑖 − 1)∆𝜏 ,
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𝑖 = 1..2𝑚 + 1. Введем величины 𝑣𝑖 = 𝑓(𝜏𝑖) − 𝑓(𝜏𝑖+1). Тогда показатели экспонент
𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚 можно найти по формуле [23]:

𝑝𝑗 =
1

∆𝜏
ln𝑢𝑗, 𝑗 = 1..𝑚, (18)

где 𝑢𝑗 — корни характеристического уравнения

𝛼𝑚𝑧
𝑚 + ...+ 𝛼2𝑧

2 + 𝛼1𝑧 + 1 = 0. (19)

Для нахождения коэффициентов 𝛼𝑖 характеристического полинома (19) необхо-
димо решить систему соответствующих рекуррентных разностных уравнений. Так,
например, при 𝑚 = 3 эта система имеет вид:

𝑣1 + 𝛼1𝑣2 + 𝛼2𝑣3 + 𝛼3𝑣4 = 0,

𝑣2 + 𝛼1𝑣3 + 𝛼2𝑣4 + 𝛼3𝑣5 = 0,

𝑣3 + 𝛼1𝑣4 + 𝛼2𝑣5 + 𝛼3𝑣6 = 0.

(20)

Для того чтобы значения параметра преобразования Лапласа были полюсами
функции 𝑊̃ (1, 𝑝), они должны обращать в нуль знаменатель 𝐵(𝑝, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚).
Поэтому для нахождения коэффициентов разложения (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚), входящих в
выражение для 𝐵(𝑝, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚), полагаем 𝐵(𝑝, 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚) равным нулю, а в
качестве значений параметра преобразования Лапласа {𝑝𝑗}𝑗=1..𝑚 используем при-
ближенные значения 𝑚 первых показателей экспонент (18). В результате получаем
систему 𝑚 нелинейных алгебраических уравнений, решением которой является 𝑚
наборов чисел (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚). Для каждого набора чисел (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚) составляем вы-
ражение для температуры на верхней границе слоя 𝑊𝑛(1, 𝜏). Отбор подходящего
набора коэффициентов разложения проводится: а) исходя из априорной информа-
ции об ограниченности удельной теплоемкости функционально-градиентной части
0 < 𝑐− < 𝑐1(𝑧) < 𝑐+; б) путем минимизации функционала невязки:

𝐽 =

𝑑∫︁
𝑐

(𝑓(𝜏) −𝑊𝑛(1, 𝜏))2𝑑𝜏. (21)

По найденному подходящему набору (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚) восстанавливается неизвестная
функция 𝑐1(𝑧) согласно (15).

Аналогичным образом на основе метода алгебраизации осуществлялось нахож-
дение коэффициента теплопроводности 𝑘1(𝑧) при известной удельной теплоемкости
(2-я постановка КОЗ теплопроводности).

Итерационный подход

КОЗ теплопроводности в постановке (5)–(8) является нелинейной задачей.
В случае однослойных функционально-градиентных материалов для решения не-
линейной КОЗ теплопроводности был построен итерационный процесс [19–22], на
каждом шаге которого для нахождения поправок восстанавливаемых коэффициентов
решались линеаризованные интегральные уравнения Фредгольма 1-го рода. Рас-
пространим этот подход на слоистые функционально-градиентные материалы.
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Итерационный процесс состоит из двух этапов. На первом этапе определя-
лось начальное приближение в классе положительных ограниченных функций, на-
пример линейных либо квадратичных. На втором этапе на каждой итерации опре-
делялись поправки реконструируемых функций 𝛿𝑘(𝑛−1) или 𝛿𝑐(𝑛−1) путем решения
соответствующих интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода:

а)

1∫︁
0

𝛿𝑘(𝑛−1)𝜕𝑊
(𝑛−1)

𝜕𝑧
(𝑧, 𝜏)

𝜕2𝑊 (𝑛−1)

𝜕𝑧𝜕𝜏1
(𝑧, 𝜏 − 𝜏1)𝑑𝑧 = 𝑓(𝜏) −𝑊 (1, 𝜏), 𝜏 ∈ [𝑐, 𝑑]; (22)

б)

1∫︁
0

𝛿𝑐(𝑛−1)𝜕𝑊
(𝑛−1)

𝜕𝜏
(𝑧, 𝜏)

𝜕𝑊 (𝑛−1)

𝜕𝜏
(𝑧, 𝜏 − 𝜏1)𝑑𝑧 = 𝑓(𝜏) −𝑊 (1, 𝜏), 𝜏 ∈ [𝑐, 𝑑]. (23)

После нахождения поправок 𝛿𝑘(𝑛−1) или 𝛿𝑐(𝑛−1) строилось новое приближение и
осуществлялся итерационный процесс по схеме 𝑘(𝑛)(𝑧) = 𝑘(𝑛−1)(𝑧) + 𝛿𝑘(𝑛−1)(𝑧). На
каждом шаге итерационного процесса решалась прямая задача (5)–(7) с уточненны-
ми характеристиками.

Для получения регуляризованного решения интегральных уравнений (22), (23) в
работе применялся метод А. Н. Тихонова [28].

Выход из итерационного процесса осуществлялся при достижении функционалом
невязки (21) порогового значения, равного 10−6.

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Далее приведены результаты вычислительных экспериментов по решению
КОЗ теплопроводности (5)–(8) об идентификации теплофизических характеристик
функционально-градиентной части слоя 𝑐1(𝑧), 𝑘1(𝑧) при известных характеристиках
однородной части слоя. Для этого был определен наиболее информативный интервал
измерения дополнительной информации на верхней грани слоя 𝜏 ∈ [0, 2].

Сначала были проведены вычислительные эксперименты по идентификации теп-
лофизических характеристик на основе метода алгебраизации.

При использовании метода алгебраизации устойчиво можно определить не
больше трех показателей экспонент по методу Прони, поэтому метод ограничен
возможностью реконструкции в виде линейных и квадратичных функций. Кроме
того, устойчивые решения КОЗ получаются если при решении прямой задачи мето-
дом Галеркина использовать небольшое количество координатных функций, как
правило, не более 3. Однако из-за этого необходимо снимать дополнительную ин-
формацию при 𝜏 > 0.06.

Если необходимо определить характер монотонности функции, достаточно ап-
проксимировать неизвестную функцию линейной функцией (𝑚 = 2). В этом случае
дополнительная информация для нахождения показателей экспонент по методу
Прони измерялась в точках 𝜏𝑖 = 0.1𝑖, 𝑖 = 1..5.

В примерах 1–4 рассмотрен процесс определения характера монотонности
(возрастания, убывания, немонотонности) некоторых законов изменения теп-
лофизических характеристик функционально-градиентной части слоя толщиной
ℎ1 = 0.7. Результат реконструкции представлен на рис. 1–4; при этом сплошной
линией изображен точный закон, а точками — восстановленный.

Пример 1. Точная функция задана в виде: 𝑐1(𝑧) = 1 + 0.4𝑧2. Показатели экс-
понент, вычисленные по формуле (18), имеют вид: 𝑝1 = −2.01, 𝑝2 = −19.15. После
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подстановки в выражение 𝐵(𝑝, 𝑐1, 𝑐2) = 0 в качестве значений 𝑝 найденных значений
𝑝1, 𝑝2 получаем систему 2 квадратных уравнений относительно 𝑐1, 𝑐2:

1.369 − 1.240𝑐1 + 0.101𝑐21 − 0.849𝑐2 + 0.123𝑐1𝑐2 + 0.033𝑐22 = 0, (24)

1.369 − 11.794𝑐1 + 9.139𝑐21 − 8.075𝑐2 + 11.19𝑐1𝑐2 + 2.98𝑐22 = 0. (25)

Решением системы уравнений (24), (25) являются четыре набора чисел:
(0.98, 0.34), (4.19,−4.04), (−0.34 · 1010, 0.88 · 1010), (0.18 · 1010,−0.21 · 1010). Третья
и четвертая пары чисел не отвечают условию ограниченности удельной теплоемкос-
ти, и мы их в дальнейшем не рассматриваем. Для нахождения подходящей пары
чисел из (0.98, 0.34), (4.19,−4.04) найдем значение функционала невязки (21) на
отрезке [𝑐, 𝑑] = [0.1, 0.5]: 𝐽 = 1, 32 · 10−6 (1 пара чисел), 𝐽 = 0.042 (2 пара чисел).
Итак, минимальному значению функционала невязки (21) соответствует набор чисел
𝑐1 = 0.98, 𝑐2 = 0.34. Результат реконструкции представлен на рис. 1, а.

Пример 2. Точная функция задана в виде: 𝑐1(𝑧) = 1 − 0.3𝑒𝑧. Показатели экс-
понент, вычисленные по формуле (18), имеют вид: 𝑝1 = −9.94, 𝑝2 = −73.39. Далее,
выполняя действия, аналогичные примеру 1, находим, что минимальному значению
(21) соответствует набор чисел 𝑐1 = 0.73, 𝑐2 = −0, 54. Результат реконструкции
представлен на рис. 1, б.

1
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1.1

1.15

1.2

c

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 z

c

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 z

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

а / a б / b
Рис. 1. Определение характера монотонности закона изменения удельной теплоемкости:
а) возрастающей функции 𝑐1(𝑧) = 1 + 0.4𝑧2; б) убывающей функции 𝑐1(𝑧) = 1 − 0.3𝑒𝑧

при 𝑚 = 2

Fig. 1. Determining the nature of the monotony of the law of specific heat capacity change:
a) increasing function 𝑐1(𝑧) = 1 + 0.4𝑧2; b) decreasing function 𝑐1(𝑧) = 1− 0.3𝑒𝑧 at 𝑚 = 2

Пример 3. Точная функция задана в виде 𝑘1(𝑧) = cos(𝑧). Показатели экспонент,
вычисленные по формуле (18), имеют вид: 𝑝1 = −3.2, 𝑝2 = −26, 6. Минимальному
значению (21) соответствует набор чисел (1.03,−0.42). Результат реконструкции
представлен на рис. 2, а.

Пример 4. Точная функция задана в виде 𝑘1(𝑧) = 1 + sin(1.43𝜋𝑧). Результат
реконструкции представлен на рис. 2, б.

Итак, результаты восстановления теплофизических характеристик путем аппрок-
симации линейной функцией позволяют судить о характере монотонности функции
(возрастающей, убывающей или немонотонной).

Более точного восстановления монотонных функций можно добиться путем уве-
личения степени аппроксимирующего многочлена. В случае восстановления в классе
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Рис. 2. Результат реконструкции коэффициента теплопроводности: а) убывающей функ-

ции 𝑘1(𝑧) = cos(𝑧); б) немонотонной функции 𝑘1(𝑧) = 1 + sin(1.43𝜋𝑧) при 𝑚 = 2

Fig. 2. The reconstruction result of the thermal conductivity coefficient: a) decrea-
sing function 𝑘1(𝑧) = cos(𝑧); b) non-monotonic function 𝑘1(𝑧) = 1 + sin(1.43𝜋𝑧) at 𝑚 = 2

квадратичных функций (𝑚 = 3) дополнительная информация измерялась в точках
𝜏𝑖 = 0.1𝑖, 𝑖 = 1..7.

В примерах 5, 6 рассмотрен процесс восстановления некоторых законов измене-
ния теплофизических характеристик функционально-градиентной части слоя толщи-
ной ℎ1 = 0.7 в классе квадратичных функций.

Пример 5. Точная функция задана в виде 1̄(𝑧) = 2.1𝑧2 + 𝑧 + 1. Показатели
экспонент, вычисленные по формуле (18), имеют вид: 𝑝1 = −0.73, 𝑝2 = −7.39,
𝑝3 = −20.01. После подстановки в выражение 𝐵(𝑝, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) = 0 в качестве значений
𝑝 найденные значения 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 получаем систему 3 кубических уравнений относи-
тельно 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, решением которой является 9 наборов из трех чисел. Минимальному
значению функционала невязки (21) соответствует набор чисел 𝑐1 = 2.08, 𝑐2 = 1.03,
𝑐2 = 0.99. Максимальная погрешность реконструкции не превысила 2%. Результат
идентификации представлен на рис. 3, а.

Пример 6. Точная функция задана в виде 𝑘1(𝑧) = 0.8 + 𝑒−𝑧. Максимальная
погрешность реконструкции не превысила 2%. Результат идентификации представ-
лен на рис. 3, б.
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Рис. 3. Результат реконструкции теплофизических характеристик: а) возрастающей

функции 1̄(𝑧) = 2.1𝑧2 + 𝑧 + 1; б) убывающей функции 𝑘1(𝑧) = 0.8 + 𝑒−𝑧 при 𝑚 = 3

Fig. 3. The reconstruction result of thermal characteristics: a) increasing function
1̄(𝑧) = 2.1𝑧2 + 𝑧 + 1; b) decreasing function 𝑘1(𝑧) = 0.8 + 𝑒−𝑧 at 𝑚 = 3
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Исследовано влияние толщины функционально-градиентной части на результаты
реконструкции на примере функций 𝑐1(𝑧) = 2.1+𝑧+𝑧2 и 𝑘1(𝑧) = 0.8+𝑒−𝑧 при 𝑚 = 3.
В ходе вычислительных экспериментов выяснено, что погрешность реконструкции
возрастает с уменьшением толщины и при ℎ1 < 0.06 реконструкция становится
невозможной.

На примере восстановления функции 𝑘1(𝑧) = 0.8 + 𝑒−𝑧 при ℎ1 = 0.4 обсуждено
влияние на точность реконструкции зашумления входной информации, которое мо-
делировалось с помощью соотношений

𝑓𝛽(𝜏) = 𝑓(𝜏)(1 + 𝛽𝛾), (26)

где 𝛽 — амплитуда зашумления, 𝛾 — случайная величина с равномерным зако-
ном распределения на отрезке [−1, 1]. При отсутствии зашумления погрешность не
превышала 2%. При наличии зашумления погрешность реконструкции увеличива-
лась с ростом 𝛽 и при 1%-ной амплитуде шума, моделирующего измерительную
погрешность, достигала 17%.

При использовании метода алгебраизации с высокой точностью возможна
идентификация только монотонных функций. Для немонотонных функций по-
лученное методом алгебраизации решение может служить начальным приближением
в итерационном процессе, на каждом шаге которого необходимо решать одно из
интегральных уравнений согласно формулам (22), (23).

k
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Рис. 4. Результат реконструкции немоно-
тонной функции 𝑘1(𝑧) = 1 + sin(1.43𝜋𝑧)

Fig. 4. The reconstruction result of the non-
monotonic function 𝑘1(𝑧) = 1+ sin(1.43𝜋𝑧)

На рис. 4 показан пример восстанов-
ления немонотонной функции 𝑘1(𝑧) = 1 +
+ sin(1.43𝜋𝑧), начальное приближение
для которой было найдено методом
алгебраизации в виде линейной функции
(см. пример 4). Вычислительные экс-
перименты проводились при отсутствии
зашумления входной информации.
Потребовалось не более 10 итераций.
Максимальная погрешность реконструк-
ции не превысила 6%.

Вычислительные эксперименты показа-
ли, что этот подход хорошо себя заре-
комендовал в случае восстановления как
монотонных, так и немонотонных функ-

ций, что является преимуществом по сравнению с первым подходом. Кроме
того, он оказался более устойчивым к зашумлению входной информации. При
отсутствии зашумления входной информации относительная погрешность ре-
конструкции монотонных функций не превосходила 3%, а немонотонных 7%. При
наличии зашумления погрешность реконструкции увеличивалась с ростом 𝛽, но
даже при 1%-ном шуме, моделирующем измерительную погрешность, не превышала
9%, что намного меньше первого подхода. Однако метод алгебраизации позволяет
производить идентификацию теплофизических характеристик с меньшими во много
раз затратами машинного времени по сравнению с итерационным подходом.
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ВЫВОДЫ

Поставлена коэффициентная обратная задача теплопроводности для двусостав-
ного слоя. Прямая задача теплопроводности после преобразования Лапласа решается
на основе проекционного метода Галеркина. Для решения обратной задачи пред-
ложены два подхода — метод алгебраизации, итерационный подход, на каждом
шаге которого решается интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода. Проведены
вычислительные эксперименты по восстановлению различных законов изменения
теплофизических характеристик. Проведено сравнение двух предложенных подхо-
дов. Выяснено, что в случае монотонных функций метод алгебраизации позволяет
производить идентификацию теплофизических характеристик с меньшими во много
раз затратами машинного времени по сравнению с итерационным подходом. Для
немонотонных функций полученное методом алгебраизации решение может служить
начальным приближением в итерационном процессе.

Благодарности. Работа выполнена при поддержке Южного математического
института — филиала Владикавказского научного центра РАН, г. Владикавказ.
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The coefficient inverse problem of thermal conductivity about the determination of the thermo-
physical characteristics of the functional-gradient part of a two-component layer is posed. The
input information is the temperature measurement data on the top face of the layer. After the
Laplace transform and dimensioning, the direct problem of heat conduction is solved on the basis
of Galerkin projection method. Conversion of transformant on the basis of the theory of residues
is carried out. The influence of various laws of changes in the thermophysical characteristics and
thickness of the functional-gradient part on the input information was studied. To solve the inverse
problem, two approaches are used. The first approach is based on the algebraization of the direct
problem using Galerkin projection method. The second approach is a development of the previ-
ously developed iterative approach, at each step of which the Fredholm integral equation of the
first kind is solved. Computational experiments were carried out to restore various laws of change
in thermophysical characteristics. Practical advice on the choice of a time interval for additional
information is given. A comparison of two approaches to solving the coefficient inverse problem
of heat conduction is made.
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