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В данной работе продолжено исследование некоторого

вида многочленов типа Капелли (квазимногочленов Ка-

пелли), принадлежащих свободной ассоциативной алгебре

F{X
⋃
Y }, рассматриваемой над произвольным полем

F и порожденной двумя непересекающимися счетными

множествами X, Y . Доказано, что если char F = 0, то

среди квазимногочленов Капелли степени 4k − 1 существуют

такие, которые не являются ни следствиями стандартного

многочлена S−

2k, ни тождествами матричной алгебры Mk(F ).

Показано, что если char F = 0, то только два из шести

квазимногочленов Капелли степени 4k−1 будут тождествами

нечетной компоненты Z2-градуированной матричной алгебры

Mk+k(F ). Также доказано, что все квазимногочлены Ка-

пелли степени 4k + 1 являются тождествами некоторых

подпространств нечетной компоненты Z2-градуированной

матричной алгебры Mm+k(F ) при m > k. Приведены условия,

при которых квазимногочлены Капелли степени 4k + 1 будут

тождествами подпространстваM
(m,k)
1 (F ).
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть F — произвольное поле, F{Z} — свободная ассоциативная алгебра над
F , порожденная счетным множеством Z, которое представим в виде X

⋃
Y , где

X = {xn}n∈N , Y = {yn}n∈N — непересекающиеся счетные множества, f2n−1, g2n−1,
b2n−1, h2n−1, a2n−1, c2n−1, f2n, g2n, b2n, h2n, a2n, c2n — многочлены типа Капелли
(квазимногочлены Капелли) алгебры F{Z}, исследование которых начато в [1,2]. В
данной работе мы продолжаем изучение этих многочленов и показываем, что они
являются тождествами некоторых подпространств матричной алгебры Mm(F ).

Полученные в статье результаты о квазимногочленах Капелли представляют
интерес как сами по себе, поскольку эти многочлены оказываются минимальными
тождествами некоторых подпространств алгебры Mm+k(F ) (с этой точки зрения см.,
например, работы [3–7]), так и в связи с задачей описания идеала TZ2

(Mm+k(F ))
Z2-градуированных тождеств Z2-градуированной матричной алгебры Mm+k(F ) при
любых m, k и F . Заметим, что, несмотря на отдельные имеющиеся результаты (см.,
например, [8–12]), общего решения этой задачи до сих пор нет.

1. О НЕКОТОРЫХ МНОГОЧЛЕНАХ АЛГЕБРЫ F{Z}

Пусть Sn — симметрическая группа степени n, A+
n = {σ ∈ Sn | sgn σ = 1},

A−n = {σ ∈ Sn | sgn σ = −1}, S−n (x̄) = S−n (x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn

sgn σxσ(1) · · · xσ(n) —

стандартный многочлен степени n; p, q — какие-нибудь многочлены алгебры F{Z},
{p}T — T -идеал алгебры F{Z}, порожденный многочленом p. Напомним, что дву-
сторонний идеал I алгебры F{Z} называется T -идеалом и обозначается символом
I ⊳T F{Z}, если для любого эндоморфизма ϕ алгебры F{Z} справедливо включе-
ние ϕ(I) ⊆ I. Далее будем говорить, что многочлен q является следствием много-
члена p (следует из p), если q ∈ {p}T . Кроме того, пусть Mm(F ) — алгебра ква-
дратных матриц размера m ×m, T [Mm(F )] — идеал ее полиномиальных тождеств.
Теорема Амицура –Левицкого утверждает [13], что S −2m ∈ T [Mm(F )] и что если
Φ ∈ T [Mm(F )], то degΦ > 2m. Опираясь на этот факт, докажем следующее пред-
ложение.

Предложение 1. Пусть char F = 0, H — произвольное непустое подмножество

группы S2m, P4m−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈H

∑

τ∈S2m−1

sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(2m−1)xπ(2m). Тогда

P4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [Mm(F )].

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда P4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )],
и, значит, для подстановки аргументов (x1, . . . , x2m) = (1, . . . , 1), (y1, . . . , y2m−1) =
= (a1, . . . , a2m−1), где 1, a1, . . . , a2m−1 ∈Mm(F ), справедливо равенство

0 = P4m−1(1, . . . , 1, a1, . . . , a2m−1) =
∑

π∈H

∑

τ∈S2m−1

sgn τ1π(1)aτ(1)1π(2) · · · aτ(2m−1)1π(2m) =

= |H|S−2m−1(a1, . . . , a2m−1).

Отсюда и из произвольности выбора элементов a1, . . . , a2m−1 алгебры Mm(F ) по-
лучаем, что стандартный многочлен S−2m−1(x̄) ∈ T [Mm(F )], что противоречит
теореме Амицура –Левицкого. Следовательно, наше предположение неверно и
потому P4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [Mm(F )]. �

Следствие 1. Если char F = 0, то C4m−1,{1}(x̄, ȳ), a4m−1(x̄, ȳ), c4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ T [Mm(F )].
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Доказательство. Последовательно полагая в предложении 1 H равным S2m,
A+

2m, A−2m, получим требуемый результат. �

Следствие 2. Если char F = 0, то многочлен P4m−1(x̄, ȳ) /∈ {S
−
2m(x̄)}

T .

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда P4m−1(x̄, ȳ) ∈ {S
−
2m(x̄)}

T ,
и, значит, с учетом теоремы Амицура –Левицкого имеем включения P4m−1(x̄, ȳ) ∈
∈ {S−2m(x̄)}

T ⊆ T [Mm(F )]. Следовательно, P4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )], что противоречит
предложению 1. Таким образом, наше предположение неверно. �

Следствие 3. Если char F = 0, то C4m−1,{1}(x̄, ȳ), a4m−1(x̄, ȳ), c4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ {S−2m(x̄)}

T .

Доказательство. Последовательно полагая в следствии 2 H равным S2m, A+
2m,

A−2m, получим требуемый результат. �

Рассуждая так же, как и выше, приходим к следующим результатам.

Предложение 2. Если char F = 0, то многочлены f4m−1(x̄, ȳ), g4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ T [Mm(F )].

Следствие 4. Если char F = 0, то многочлены f4m−1(x̄, ȳ), g4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ {S−2m(x̄)}

T .

Пусть m, k ∈ N, Mm+k(F ) — алгебра матриц, градуированная подпространствами

M
(m,k)
0 (F ) =

{(
Cm×m(F ) 0m×k
0k×m Dk×k(F )

)}
, M

(m,k)
1 (F ) =

{(
0m×m Bm×k(F )

Ak×m(F ) 0k×k

)}
,

T [M
(m,k)
1 (F )] — идеал тождеств векторного подпространства M

(m,k)
1 (F ).

Предложение 3. Пусть char F = 0 и многочлен d4m−1(x̄, ȳ) ∈ {f4m−1(x̄, ȳ),

g4m−1(x̄, ȳ), a4m−1(x̄, ȳ), c4m−1(x̄, ȳ)}. Тогда d4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [M
(m,m)
1 (F )].

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда для любых матриц

ai =

(
0m×m Bi

m×m

Aim×m 0m×m

)
, bj =

(
0m×m Cj

m×m

Dj
m×m 0m×m

)
∈ M

(m,m)
1 (F ), где i = 1, 2m,

j = 1, 2m− 1, будем иметь

d4m−1(a
1, . . . , a2m, b1, . . . , b2m−1) =

=

(
0m×m d4m−1(B

1, . . . , B2m, D1, . . . , D2m−1)

d4m−1(A
1, . . . , A2m, C1, . . . , C2m−1) 0m×m

)
= 0.

Отсюда следует, что d4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )], а это противоречит или следст-
вию 1, или предложению 2. Таким образом, наше предположение неверно и, значит,

d4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [M
(m,m)
1 (F )]. �

Заметим, что согласно предложению 3 работы [14] многочлены b4m−1(x̄, ȳ),
h4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )], и потому, как нетрудно видеть, справедливы включения

b4m−1(x̄, ȳ), h4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [M
(m,m)
1 (F )]. Таким образом, в случае, когда char F = 0,

только два из шести квазимногочленов Капелли степени 4m − 1 являются тож-
дествами подпространства M

(m,m)
1 (F ).

✻ ❮%(=)9> ,'?.@



 ✳ "✳ ➚$%&$&'✱ ➚✳ ➶✳ ➚$%&$&'*✳ ❰ ,'*-./$&0&123$*4 ✃*6322.✳ ■■

2. О ТОЖДЕСТВАХ НЕКОТОРЫХ ПОДПРОСТРАНСТВ
ПРОСТРАНСТВАM

(m,k)
1 (F )

Пусть n,m, k — произвольные натуральные числа, In = {1, 2, . . . , n}, Mk×m(F ),
Mm×k(F ) — векторные пространства над F , элементами которых являются
прямоугольные матрицы размера k × m и m × k соответственно, Φ4k+1(x̄, ȳ) =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(2k)xπ(2k+1) — какой-нибудь полилинейный много-

член алгебры F{Z}. Для любого i ∈ I2k+1 положим

S2k+1(i) = {σ ∈ S2k+1 | σ(i) = i}.

Нетрудно видеть, что отображения ψi : S2k+1(i) → S2k, ξi : S2k → S2k+1(i) такие,
что для любых σ ∈ S2k+1(i), π ∈ S2k

ψi(σ)(j) =





σ(j), если j 6 i− 1 и σ(j) 6 i− 1,

σ(j)− 1, если j 6 i− 1 и σ(j) > i+ 1,

σ(j + 1), если j > i и σ(j + 1) 6 i− 1,

σ(j + 1)− 1, если j > i и σ(j + 1) > i+ 1,

ξi(π)(j) =





π(j), если j 6 i− 1 и π(j) 6 i− 1,

π(j) + 1, если j 6 i− 1 и π(j) > i− 1,

i, если j = i,

π(j − 1), если j > i+ 1 и π(j − 1) 6 i− 1,

π(j − 1) + 1, если j > i+ 1 и π(j − 1) > i− 1

являются изоморфизмами групп и что ξi = ψ−1i .

Лемма 1. Для многочлена Φ4k+1(x̄, ȳ) справедливы равенства

1)Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î),

2)Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ)xi, где

Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) =

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ yτ(1)xσi(1) · · · yτ(i−1)xσi(i−1)yτ(i)xσi(i+1) · · · yτ(2k)xσi(2k+1),

Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ) =

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiρiτ xσi(1)yτ(1) · · · xσi(i−1)yτ(i−1)xσi(i+1)yτ(i) · · · xσi(2k+1)yτ(2k),

µi =

(
1 2 3 ... i−1 i i+1 ... 2k+1

i 1 2 ... i−2 i−1 i+1 ... 2k+1

)
, ρi =

(
1 2 ... i−1 i ... 2k 2k+1

1 2 ... i−1 i+1 ... 2k+1 i

)
.

Доказательство. Для любого i ∈ I2k+1 положим S ′2k+1(i) = {π ∈ S2k+1 | π(1) = i},

S̃2k+1(i) = {ω ∈ S2k+1 |ω(2k + 1) = i}. Нетрудно видеть, что всякую подстановку

π ∈ S ′2k+1(i), ω ∈ S̃2k+1(i) можно представить в виде π = σµi, ω = γρi, где
σ, γ ∈ S2k+1(i). Тогда мы можем записать, что

Φ4k+1(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ xπ(1)yτ(1) · · · yτ(2k)xπ(2k+1) =

❒*%3/*%.,* ✼
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=
2k+1∑

i=1

∑

πi∈S′

2k+1
(i)

∑

τ∈S2k

απiτ xπi(1)yτ(1) · · · yτ(2k)xπi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ xσiµi(1)yτ(1) · · · yτ(2k)xσiµi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ xiyτ(1)xσi(1) · · · yτ(i−1)xσi(i−1)yτ(i)xσi(i+1) · · · yτ(2k)xσi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î).

Аналогично получаем второе равенство леммы 1. �

Замечание 1. Последовательно полагая Φ4k+1(x̄, ȳ) равным b4k+1(x̄, ȳ), h4k+1(x̄, ȳ),
a4k+1(x̄, ȳ), c4k+1(x̄, ȳ), f4k+1(x̄, ȳ), g4k+1(x̄, ȳ) и учитывая предложение 3 из [1] и
предложение 3 из [2], будем иметь

b4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1xia4k(ȳ, x̄î) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1b4k(x̄î, ȳ)xi,

h4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1xic4k(ȳ, x̄î) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1h4k(x̄î, ȳ)xi,

a4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1b4k(ȳ, x̄2̂i−1) +
k∑

i=1

x2ih4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

a4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 +
k∑

i=1

c4k(x̄2̂i, ȳ)x2i,

c4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1h4k(ȳ, x̄2̂i−1) +
k∑

i=1

x2ib4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

c4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 +
k∑

i=1

a4k(x̄2̂i, ȳ)x2i,

f4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1f4k(ȳ, x̄2̂i−1)−
k∑

i=1

x2ig4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

f4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 −
k∑

i=1

g4k(x̄2̂i, ȳ)x2i,

g4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1g4k(ȳ, x̄2̂i−1)−
k∑

i=1

x2if4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

g4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 −
k∑

i=1

f4k(x̄2̂i, ȳ)x2i.

✽ ❮%(=)9> ,'?.@
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Лемма 2. Для любого i ∈ I2k+1 справедливы включения Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) ∈

∈ {Φi
4k(x̄

′, ȳ)}T , Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ) ∈ {Ψ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T , где

Φi
4k(x̄

′, ȳ) =
∑

τ∈S2k

∑

π∈S2k

α
ψ−1

i
(π)µi

τ xτ(1)yπ(1)xτ(2) . . . xτ(2k)yπ(2k),

Ψi
4k(x̄

′, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

α
ψ−1

i
(π)ρi

τ xπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . xπ(2k)yτ(2k).

Доказательство. Для любого i ∈ I2k+1 определим эндоморфизмы ϕi, χi
алгебры F{Z}:

ϕi(z) =





z, если z /∈ {x1, . . . , x2k, y1, . . . , y2k},

ys, если z = xs, 1 6 s 6 2k,

xs, если z = ys и 1 6 s 6 i− 1,

xs+1, если z = ys и i 6 s 6 2k,

χi(z) =





z, если z /∈ {x1, . . . , x2k},

xs, если z = xs, 1 6 s 6 i− 1,

xs+1, если z = xs и i 6 s 6 2k.

Нетрудно видеть, что ϕi(Φ
i
4k(x̄

′, ȳ)) = Φ̃i
4k(ȳ, x̄î), χi(Ψ

i
4k(x̄

′, ȳ)) = Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ), и,

значит, Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) ∈ {Φ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T , Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ) ∈ {Ψ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T . �

Замечание 2. Из определения энфоморфизмов ϕi, χi следует, что для любых
матриц A1, . . . , A2k ∈ Mk×m(F ), B

1, . . . , B2k ∈ Mm×k(F ) и всякого s ∈ I2k+1 справед-

ливы равенства Φ̃s
4k(Ā; B̄) = Φs

4k(Ā; B̄), Φ̃s
4k(B̄; Ā) = Φs

4k(B̄; Ā), Ψ̃s
4k(Ā; B̄) = Ψs

4k(Ā; B̄),

Ψ̃s
4k(B̄; Ā) = Ψs

4k(B̄; Ā), где Ā = (A1, . . . , A2k), B̄ = (B1, . . . , B2k).

Положим

K1 = {f4k+1(x̄, ȳ), g4k+1(x̄, ȳ), b4k+1(x̄, ȳ), h4k+1(x̄, ȳ), a4k+1(x̄, ȳ), c4k+1(x̄, ȳ)},

K0 = {±f4k(x̄
′, ȳ),±g4k(x̄

′, ȳ),±b4k(x̄
′, ȳ),±h4k(x̄

′, ȳ),±a4k(x̄
′, ȳ),±c4k(x̄

′, ȳ)}.

Лемма 3. Пусть Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1. Тогда для любого i ∈ I2k+1 Φi
4k(x̄

′, ȳ),
Ψi

4k(x̄
′, ȳ)∈K0.

Доказательство. Согласно лемме 1

Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î) =

2k+1∑

i=1

Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ)xi.

Отсюда, а также из замечания 1 и леммы 2 получаем требуемый результат. �

Лемма 4. Пусть I ⊳T F{Z} и для любого i ∈ I2k+1 Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ I (Ψi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ I),

тогда Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈
2k+1∑

i=1

{Φi
4k(x̄

′, ȳ)}T ⊆ I (Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈
2k+1∑

i=1

{Ψi
4k(x̄

′, ȳ)}T ⊆ I).
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Доказательство. Проведем для многочленов Φi
4k(x̄

′, ȳ), поскольку для Ψi
4k(x̄

′, ȳ)
оно аналогично. В силу леммы 1 справедливо равенство

Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î).

Согласно лемме 2 для любого i ∈ I2k+1 Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) ∈ {Φ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T . Отсюда и из того,
что I является T -идеалом алгебры F{Z}, следует, что

Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈
2k+1∑

i=1

{Φi
4k(x̄

′, ȳ)}T ⊆ I. �

Лемма 5. Для любых матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
Aik×k 0k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j

(m−k)×k

Bj
k×k 0k×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где m > k, i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =




0k×k 0k×(m−k) W 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W 1
(m−k)×k

W 3
k×k 0k×(m−k) 0k×k


 ,

где W 1
(m−k)×k =

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(B̄; P̄î), W

2
k×k =

2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(B̄; P̄î), W

3
k×k =

2k+1∑

i=1

AiΦi
4k(D̄; Āî),

здесь B̄ = (B1, . . . , B2k), P̄î = (P 1, . . . , P i−1, P i+1, . . . , P 2k+1), D̄ = (D1, . . . , D2k),
Āî = (A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , A2k+1).

Доказательство. Подставляя заданные матрицы в многочлен Φ4k+1(x̄, ȳ), по-
лучим

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1




0 0 P π(i)

0 0 Sπ(i)

Aπ(i) 0 0


×

×




0 0 Dτ(i)

0 0 U τ(i)

Bτ(i) 0 0







0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

Aπ(2k+1) 0 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1




P π(i)Bτ(i) 0 0

Sπ(i)Bτ(i) 0 0

0 0 Aπ(i)Dτ(i)







0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

Aπ(2k+1) 0 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ




∏2k
i=1 P

π(i)Bτ(i) 0 0

Sπ(1)Bτ(1)P π(2)Bτ(2) · · ·P π(2k)Bτ(2k) 0 0

0 0
∏2k

i=1A
π(i)Dτ(i)


×

×




0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

Aπ(2k+1) 0 0


 =




0k×k 0k×(m−k) W 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W 1
(m−k)×k

W 3
k×k 0k×(m−k) 0k×k


 ,
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где

W 1
(m−k)×k=

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτS
π(1)
(m−k)×k B

τ(1)P π(2)Bτ(2) · · ·P π(2k)Bτ(2k)P π(2k+1),

W 2
k×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ P
π(1)Bτ(1) P π(2) · · ·Bτ(2k) P π(2k+1),

W 3
k×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ A
π(1)Dτ(1)Aπ(2) · · ·Dτ(2k)Aπ(2k+1).

Преобразуем правые части в выражениях для матриц W 1
(m−k)×k, W

2
k×k, W

3
k×k. Для

этого положим S ′2k+1(i) = {π ∈ S2k+1 | π(1) = i}, S2k+1(i) = {σ ∈ S2k+1 | σ(i) = i},

µi =

(
1 2 . . . i− 1 i i+ 1 . . . 2k + 1

i 1 . . . i− 2 i− 1 i+ 1 . . . 2k + 1

)
, где i = 1, 2k + 1.

Нетрудно видеть, что всякую подстановку π ∈ S ′2k+1(i) можно представить в виде
π = σµi, где σ ∈ S2k+1(i). Тогда мы можем записать, что

W 1
(m−k)×k =

2k+1∑

i=1

∑

πi∈S′

2k+1
(i)

∑

τ∈S2k

απiτ S
πi(1)
(m−k)×kB

τ(1)P πi(2) · · ·Bτ(2k)P πi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ SiBτ(1)P σi(1)Bτ(2) · · ·Bτ(2k)P σi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

Si
∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ Bτ(1)P σi(1)Bτ(2) · · ·Bτ(2k)P σi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

SiΦ̃i
4k(B

1, . . . , B2k;P 1, . . . , P i−1, P i+1, . . . , P 2k+1).

Учитывая теперь замечание 2, приходим к равенству W 1
(m−k)×k =

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(B̄; P̄î).

Аналогично для матриц W 2
k×k и W 3

k×k получаем, что W 2
k×k =

2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(B̄; P̄î),

W 3
k×k =

2k+1∑

i=1

AiΦi
4k(D̄; Āî). �

Следствие 5. Предположим, что для любого i = 1, 2k + 1 многочлен Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈
∈ T [Mk(F )]. Тогда Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

Теорема 1. Для любого многочлена Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1 и произвольных матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
Aik×k 0k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j

(m−k)×k

Bj
k×k 0k×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где m > k, i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство
Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

❒*%3/*%.,* ✶✶
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Доказательство. Согласно лемме 3 для любого i = 1, 2k + 1 много-
член Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ K0, а в силу предложения 7 работы [2] при char F 6= 2

K0 ⊆ {S−2k(x̄
′)}T . Учитывая теперь теорему Амицура –Левицкого, получаем, что

{S−2k(x̄
′)}T ⊆ T [Mk(F )], но тогда Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ T [Mk(F )] для любого i = 1, 2k + 1.

Из того, что включение Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ T [Mk(F )] верно при любом поле F
характеристики не два, и того, что многочлен Φi

4k(x̄
′, ȳ) полилинеен и имеет

коэффициенты ±1, вытекает, что включение Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ T [Mk(F )] остается
верным и при char F = 2. Таким образом, при любом поле F и всяком
i ∈ I2k+1 многочлен Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ T [Mk(F )]. Отсюда и из следствия 5 получаем

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0. �

Замечание 3. При доказательстве теоремы 1 нами установлено, что если много-
член Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1, то для любого i = 1, 2k + 1 Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ K0 ⊆ T [Mk(F )].

Лемма 6. Для любых матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
0k×k N i

k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j

(m−k)×k

0k×k Lj
k×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где m > k, i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =




0k×k 0k×(m−k) W̃ 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W̃ 1
(m−k)×k

0k×k W̃ 3
k×(m−k) 0k×k


 ,

где

W̃ 1
(m−k)×k=

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(L̄; S̄î), W̃ 2

k×k=
2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(L̄; S̄î),

W̃ 3
k×(m−k)=

2k+1∑

i=1

N iΦi
4k(Ū ; N̄î) =

2k+1∑

i=1

Ψi
4k(N̄î; Ū)N

i,

здесь L̄ = (L1, . . . , L2k), S̄î = (S1, . . . , Si−1, Si+1, . . . , S2k+1), Ū = (U1, . . . , U2k),
N̄î = (N1, . . . , N i−1, N i+1, . . . , N2k+1).

Доказательство. Подставляя заданные матрицы в многочлен Φ4k+1(x̄, ȳ), по-
лучим

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1



0 0 P π(i)

0 0 Sπ(i)

0 Nπ(i) 0






0 0 Dτ(i)

0 0 U τ(i)

0 Lτ(i) 0






0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

0 Nπ(2k+1) 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1



0 P π(i)Lτ(i) 0

0 Sπ(i)Lτ(i) 0

0 0 Nπ(i)U τ(i)






0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

0 Nπ(2k+1) 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ



0 P π(1)Lτ(1)

∏2k
i=2 S

π(i)Lτ(i) 0

0
∏2k

i=1 S
π(i)Lτ(i) 0

0 0
∏2k

i=1N
π(i)Lτ(i)


×

✶✷ ❮%(<)9= ,'>.?



 ✳ "✳ ➚$%&$&'✱ ➚✳ ➶✳ ➚$%&$&'*✳ ❰ ,'*-./$&0&123$*4 ✃*6322.✳ ■■

×



0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

0 Nπ(2k+1) 0


 =




0k×k 0k×(m−k) W̃ 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W̃ 1
(m−k)×k

0k×k W̃ 3
k×(m−k) 0k×k


 ,

где

W̃ 1
(m−k)×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ S
π(1) Lτ(1) · · ·Lτ(2k) Sπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

Si
∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ Lτ(1)Sσi(1)Lτ(2) · · ·Lτ(2k)Sσi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

SiΦ̃i
4k(L̄; S̄î) = | учитываем замечание 2| =

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(L̄; S̄î);

W̃ 2
k×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ P
π(1) Lτ(1) Sπ(2) · · ·Lτ(2k) Sπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

P iΦ̃i
4k(L̄; S̄î) =

2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(L̄; S̄î);

W̃ 3
k×(m−k) =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ N
π(1) U τ(1) · · ·U τ(2k)Nπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

N iΦ̃i
4k(Ū ; N̄î) =

2k+1∑

i=1

N iΦi
4k(Ū ; N̄î),

или при другом преобразовании

W̃ 3
k×(m−k) =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ N
π(1) U τ(1) · · ·U τ(2k)Nπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiρiτ Nσi(1)U τ(1)Nσi(2) . . . Nσi(2k+1)U τ(2k)N i =

=
2k+1∑

i=1

Ψ̃i
4k(N̄î; Ū)N

i =
2k+1∑

i=1

Ψi
4k(N̄î; Ū)N

i. �

Следствие 6. Предположим, что для любого i = 1, 2k и произвольных матриц
A1, . . . , A2k ∈Mk×(m−k)(F ), B

1, . . . , B2k ∈M(m−k)×k(F ) справедливы равенства

Φi
4k(Ā; B̄) = 0, Φi

4k(B̄; Ā) = 0 или Φi
4k(Ā; B̄) = 0, Ψi

4k(Ā; B̄) = 0.

Тогда
Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

Предложение 4. Пусть 0 < m− k 6 k и многочлен

t4k(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

γπτ xπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · xπ(2k)yτ(2k) ∈ T [Mk(F )].

Тогда для любых матриц Ai ∈ Mk×(m−k)(F ), B
j ∈ M(m−k)×k(F ), где i, j = 1, 2k,

справедливы равенства

t4k(Ā; B̄) = 0, t4k(B̄; Ā) = 0.
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Доказательство. Определим отображения ψ1 : Mk×(m−k)(F ) → Mk(F ),
ψ2 : M(m−k)×k(F ) → Mk(F ), положив для любых A ∈ Mk×(m−k)(F ), B ∈ M(m−k)×k(F )

ψ1(A) = (A 0), ψ2(B) =

(
B

0

)
. Нетрудно видеть, что отображения ψ1, ψ2 яв-

ляются гомоморфизмами векторных пространств и что Mk×(m−k)(F ) ∼= Im ψ1,
M(m−k)×k(F ) ∼= Im ψ2. Отсюда и из того, что t4k(x̄, ȳ) ∈ T [Mk(F )], получаем

t4k(A
1, . . . , A2k;B1, . . . , B2k) = t4k(ψ1(A

1), . . . , ψ1(A
2k);ψ2(B

1), . . . , ψ2(B
2k)) = 0,

t4k(B
1, . . . , B2k;A1, . . . , A2k) = t4k(ψ2(B

1), . . . , ψ2(B
2k);ψ1(A

1), . . . , ψ1(A
2k)) = 0. �

Теорема 2. Пусть 0 < m− k 6 k, Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1. Тогда для любых матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
0k×k N i

k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j

(m−k)×k

0k×k Lj
k×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство
Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

Доказательство. Вытекает из замечания 3, предложения 4 и следствия 6. �

Лемма 7. Предположим, что для любых матриц A1, . . . , A2k ∈ Mk×m(F ),
B1, . . . , B2k ∈ Mm×k(F ) справедливы равенства a4k(Ā; B̄) = 0, b4k(Ā; B̄) = 0. Тогда
будут верны и равенства c4k(Ā; B̄) = 0, h4k(Ā; B̄) = 0, f4k(Ā; B̄) = 0, g4k(Ā; B̄) = 0.

Доказательство. Вытекает из предложения 2 [1], предложений 1–2 [2] и ра-
венства b4k − a4k = g4k. �

Предложение 5. Пусть многочлен Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1 и для любых матриц P 1, . . .,
P 2k ∈ Mk×m(F ), Q

1, . . . , Q2k ∈ Mm×k(F ) a4k(P̄ ; Q̄) = 0, b4k(P̄ ; Q̄) = 0. Тогда много-

член Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ T [M
(m,k)
1 (F )].

Доказательство. Пусть ui =

(
0m×m Bi

m×k

Aik×m 0k×k

)
, vj =

(
0m×m Cj

m×k

Dj
k×m 0k×k

)
∈ M

(m,k)
1 (F ),

где i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k. Тогда Φ4k+1(ū; v̄) =

(
0m×m V 1

m×k

V 2
k×m 0k×k

)
, где с учетом леммы 1

и замечания 2 V 1
m×k =

2k+1∑

i=1

BiΦi
4k(D̄; B̄î), V

2
k×m =

2k+1∑

i=1

Ψi
4k(Āî; C̄)A

i.

Отсюда и из леммы 3 следует, что для выполнения равенства Φ4k+1(ū; v̄) = 0
достаточно, чтобы для любых матриц P 1, . . . , P 2k ∈Mk×m(F ), Q

1, . . . , Q2k ∈Mm×k(F )
и всякого многочлена Φ4k(x̄

′, ȳ) ∈ K0 было верно равенство Φ4k(P̄ ; Q̄) = 0. Но оно
справедливо в силу условия предложения 5 и леммы 7. �

Окончание следует.
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This paper observes the continuation of the study of a certain kind of polynomials of type Capelli

(Capelli quasi-polynomials) belonging to the free associative algebra F{X
⋃
Y } considered over

an arbitrary field F and generated by two disjoint countable sets X and Y . It is proved that if

char F = 0 then among the Capelli quasi-polynomials of degree 4k − 1 there are those that are

neither consequences of the standard polynomial S−

2k nor identities of the matrix algebra Mk(F ).

It is shown that if char F = 0 then only two of the six Capelli quasi-polynomials of degree 4k − 1

are identities of the odd component of the Z2-graded matrix algebra Mk+k(F ). It is also proved

that all Capelli quasi-polynomials of degree 4k + 1 are identities of certain subspaces of the odd

component of the Z2-graded matrix algebra Mm+k(F ) for m > k. The conditions under which

Capelli quasi-polynomials of degree 4k + 1 being identities of the subspaceM
(m,k)
1 (F ) are given.
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