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Будем говорить, что для интерполяционного процесса Лагранжа –Штурма–Лиувилля

LSL
n (f, x) на классе функций F в точке x0 ∈ [0, π] имеет место принцип локализа-

ции, если из того, что для любых двух функций f и g, принадлежащих F , таких, что

в некоторой окрестности Oδ(x0), δ > 0 выполняется условие f(x) = g(x), следует

соотношение limn→∞

∣

∣LSL
n (f, x0)− LSL

n (g, x0)
∣

∣ = 0. Доказано, что для интерполяционных

процессов, построенных по собственным функциям регулярной задачи Штурма–Лиувилля

с непрерывным потенциалом ограниченной вариации, имеет место принцип локализации

на классе функций, интегрируемых в смысле Римана. Установлено, что для интерполя-

ционных процессов, построенных по собственным функциям регулярной задачи Штурма –

Лиувилля с необязательно непрерывным потенциалом ограниченной вариации, имеет

место принцип локализации на классе непрерывных на отрезке [0, π]функций. Рассмотрен

случай краевых условий третьего рода, из которых удалены граничные условия первого

рода. Аппроксимативные свойства операторов Лагранжа–Штурма–Лиувилля в точке

x0 ∈ [0, π] в обоих случаях зависят только от значений приближаемой функции лишь в

окрестности этой точки x0 ∈ [0, π].
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ВВЕДЕНИЕ

Г. И. Натансон в [1] установил, что для функций из класса Дини–Липшица
имеет место равномерная сходимость внутри интервала (0, π), т.е. равномерная на
любом компакте, содержащемся в (0, π), процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля
вида

LSL
n (f, x) =

n
∑

k=1

f(xk,n)
Un(x)

U ′n(xk,n)(x− xk,n)
=

n
∑

k=1

f(xk,n)l
SL
k,n(x), (1)
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где Un есть n-я собственная функция регулярной задачи Штурма–Лиувилля










U ′′ + [λ− q]U = 0,

U ′(0)− hU(0) = 0,

U ′(π) +HU(π) = 0

(2)

с непрерывным потенциалом q ограниченной вариации на [0, π] и граничными ус-
ловиями, гарантирующими, что главный член в асимптотических формулах для Un

будет косинусом, т.е. h 6= ±∞, H 6= ±∞. Здесь через 0 < x1,n < x2,n < . . . < xn,n <
< π обозначены нули функции Un.

Свойства операторов интерполирования функций лагранжевого вида (1) тесно
связаны с поведением синк-приближений

Ln(f, x) =
n

∑

k=0

sin (nx− kπ)

nx− kπ
f

(

kπ

n

)

=
n

∑

k=0

sinnx

sin′
(

nkπ
n

)

(x− kπ
n
)
f

(

kπ

n

)

, (3)

используемых в теореме отсчетов Уиттекера –Котельникова –Шеннона (см. [2–5]).
Наиболее полный обзор результатов, полученных в области исследования свойств
синк-аппроксимаций (3) аналитических на действительной оси функции, экспо-
ненциально убывающих на бесконечности, а также большое количество важных
приложений синк-аппроксимаций можно найти, например, в [4] и [6]. Синк-
приближения нашли широкое применение при построении различных численных
методов математической физики и приближения функций как одной так и не-
скольких переменных [7–23] в теории квадратурных формул [4] и теории вейвлет-
преобразований или всплесков [2, 3, 5]. В [20–22] и [23] предложены различные
модификации синк-приближений (3), позволяющие аппроксимировать непрерывные
функции на отрезке [0, π].

Изучению аппроксимативных свойств самих операторов Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) посвящены также работы [24–34]. В работе [24] устанав-
ливается существование непрерывной на [0, π] функции, интерполяционный процесс
Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) которой неограниченно расходится почти всюду
на [0, π]. Исследования, проведенные в [25, 34], показывают, что при сколь угодно
малом изменении параметров задачи Штурма–Лиувилля (2) (потенциала q, или
констант h, H) аппроксимативные свойства процессов (1) могут сильно измениться.
В [31] и [32] получены различные признаки равномерной сходимости интерполя-
ционных процессов (2).

В монографии [33] приведены более подробные доказательства и исправлены
опечатки, обнаруженные в некоторых формулах более ранних публикаций.

В настоящей работе, используя концепции исследований в [35–41], установ-
лено, что для интерполяционных процессов (1), построенных по решениям задачи
Штурма–Лиувилля (2), имеет место принцип локализации на классе функций,
интегрируемых по Риману.

На протяжении всей работы, если не оговорено иное, будем считать потен-
циал q задачи Штурма–Лиувилля (2) непрерывной функцией ограниченной вариа-
ции на [0, π]. Договоримся также, что собственная функция будет нормирована ус-
ловием Un(0) = 1. Рассматриваем краевые условия (2) третьего рода, из которых
исключены условия типа Дирихле, т. е. h 6= ±∞, H 6= ±∞.

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Приведем некоторые вспомогательные утверждения, которые будут использованы
при доказательстве основного результата работы.
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Лемма 1 ([31, 32, 42]). Пусть Un — собственная функция, соответствующая
собственному значению λn, регулярной задачи Штурма–Лиувилля (2). Через 0 <
< x1,n < x2,n < . . . < xn,n < π обозначим нули функции Un. Тогда имеют место
следующие асимптотические формулы:

Un(x) = cosnx+
β(x)

n
sinnx+O(n−2), (4)

U ′n(x) = −n sinnx+ β(x) cosnx+O(n−1), (5)

U ′n(xk,n) = (−1)kn+O(n−1), (6)

xk,n =
2k − 1

2n
π + n−2β

(2k − 1

2n
π
)

+O(n−3), (7)

где β(x) = −cx+h+ 1
2

∫ x

0
q(τ) dτ , c = 1

π

(

h+H+ 1
2

∫ π

0
q(τ) dτ

)

, а оценка остаточного

члена во всех формулах (4)–(7) равномерна по x ∈ [0, π] или 1 6 k 6 n.

Замечание 1. Из асимптотической формулы (4) видно, что выбранная
нормировка собственных функций Un обеспечивает их ограниченность в совокуп-
ности. Обозначим

M = sup
{

|Un(x)|, x ∈ [0, π], n ∈ N
}

<∞. (8)

Будем называть групповым сегментом I объединение конечного числа отрезков,
содержащихся в [A,B], таких, что соответствующие им интервалы не пересекаются.
Пусть {xk,n}

n, ∞
k=1,n=1 — произвольная система точек в отрезке [A,B]: A 6 x1,n <

< x2,n < . . . < xn,n 6 B. Каждому xk,n поставим в соответствие действительное
число Ak,n.

Доказательство следующей леммы содержится в [43, с. 318–326].

Лемма 2. Пусть функция f интегрируема в смысле Римана на отрезке [A,B],
x0 ∈ [A,B], δ > 0 и Oδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [A,B]. Для того чтобы

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈[A,B]\Oδ(x0)

Ak,nf(xk,n) = 0, (9)

необходимо и достаточно, чтобы действительные коэффициенты удовлетворя-
ли условиям:
1) lim

n→∞

∑

k:xk,n∈[a,b]

Ak,n = 0, где [a, b] — произвольный отрезок, содержащийся в

[A,B] \Oδ(x0);
2) maxn∈N

∑

k:xk,n∈[A,B]\Oδ(x0)

|Ak,n| 6 M <∞;

3) для любой последовательности групповых сегментов {Ij}
∞
j=1 таких, что

[A,B] \Oδ(x0) ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ Ij ⊃ . . . , mes Ij → 0 при j →∞

lim
j→∞

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈Ij

|Ak,n| = 0.

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Будем говорить, что для интерполяционного процесса Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) на классе функций F в точке x0 ∈ [0, π] имеет место принцип ло-
кализации, если из того, что для любых двух функций f и g, принадлежащих F ,
таких, что в некоторой окрестности Oδ(x0), δ > 0 выполняется условие f(x) = g(x),
следует соотношение limn→∞

∣

∣LSL
n (f, x0)− LSL

n (g, x0)
∣

∣ = 0.
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Теорема 1. В любой точке x0 ∈ [0, π] на классе непрерывных на [0, π] функций
для интерполяционного процесса Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) (в случае
не обязательно непрерывного потенциала q ограниченной вариации в (2)) имеет
место принцип локализации.

Доказательство. Для пространства непрерывных, исчезающих на концах
отрезка, функций C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0} теорема 1 сле-
дует из [33, Предложение 19]. Действительно, положив в задаче Коши [33, форму-
ла (2.2)] qλ ≡ q, h(λ) ≡ h и рассматривая только собственные значения λ = λn задачи
Штурма–Лиувилля (2), получим, что оператор Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1)
является частным случаем оператора [33, формула (3.3)]. Так как в этом случае
имеем LSL

n (f, ·) ≡ Sλn
(f, ·).

Сделав замену неизвестной функции как в [33, Предложение 20], убеждаемся
в справедливости принципа локализации на классе C[0, π] для любой точки x0

интервала (0, π). Используя асимптотические формулы (4)–(7), непосредственной
проверкой убеждаемся в справедливости принципа локализации для интерполя-
ционных процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) на классе непрерывных на
[0, π] функций в точках x = 0 и x = π. Теорема 1 доказана. �

Замечание 2. Теорема 1 остается справедливой в случае не обязательно не-
прерывного потенциала q, так как предложения 19 и 20 в [33] доказываются в
предположении ограниченности вариации потенциала q в задаче Коши [33, форму-
ла (2.2)].

В настоящей работе устанавливается справедливость принципа локализации
для процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля на более широком функциональном
классе.

Теорема 2. В любой точке x0 ∈ [0, π] на классе интегрируемых в смысле
Римана на [0, π] функций для интерполяционного процесса Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) имеет место принцип локализации.

Доказательство. Пусть x0 ∈ [0, π]. Зафиксируем любое положительное δ и возь-
мем произвольную интегрируемую по Риману на [0, π] функцию f , равную нулю при
x ∈ Oδ(x0). В силу леммы 2, чтобы для процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля
(1) имел место принцип локализации, т. е.

lim
n→∞

LSL
n (f, x0) = lim

n→∞

n
∑

k=1

f(xk,n)l
SL
k,n(x0) = 0, (10)

необходимо и достаточно, чтобы для значений фундаментальных функций lSLk,n(x0)
выполнялось одновременно три условия:

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈[a,b]

lSLk,n(x0) = 0, (11)

где [a, b] — произвольный отрезок, содержащийся в [0, π] \Oδ(x0);

max
n∈N

∑

k:xk,n∈[0,π]\Oδ(x0)

|lSLk,n(x0)| 6 M <∞; (12)
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для любой последовательности групповых сегментов {Ij}
∞
j=1 таких, что

[0, π] \Oδ(x0) ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ Ij ⊃ . . . , mes Ij → 0 при j →∞

lim
j→∞

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈Ij

|lSLk,n(x0)| = 0. (13)

C помощью формулы конечных приращений Лагранжа, (4), (5) и (6) оценим
разность

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

lSLk,n(x)−
n

∑

k=1

(−1)kUn(x)

n(x− xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

Un(x)

(x− xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣

∣

∣

∣

=

=
n

∑

k=1

|U ′n(ξk,n)|

∣

∣

∣

∣

(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣

∣

∣

∣

= O(n−1). (14)

Отсюда делаем вывод о справедливости асимптотической формулы
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

lSLk,n(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=
|Un(x)|

n

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

(−1)k

(x− xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

+O(n−1).

Если суммирование осуществлять только по индексам узлов, попадающих в
произвольный отрезок [a, b], содержащийся в [0, π]\Oδ(x0), то это неравенство может
только усилиться

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k:xk,n∈[a,b]

lSLk,n(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
|Un(x)|

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k:xk,n∈[a,b]

(−1)k

(x− xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+O(n−1). (15)

Оценка остаточных членов в (14) и (15) равномерна по x ∈ [0, π]. Рассуждая так
же, как при доказательстве соотношения (14), получаем оценку

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

∣

∣lSLk,n(x)
∣

∣−

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

(−1)kUn(x)

n(x− xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

lSLk,n(x)−
(−1)kUn(x)

n(x− xk,n)

∣

∣

∣

∣

6

6

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

Un(x)

(x− xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣

∣

∣

∣

=

=
n

∑

k=1

|U ′n(ξk,n)|

∣

∣

∣

∣

(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣

∣

∣

∣

= O(n−1). (16)

Пусть для определенности выбранная точка x0 лежит слева от отрезка [a, b]. Тогда
справедливы соотношения 0 6 x0 < x0 + δ 6 a < b 6 π. Обозначим через k0 номер
ближайшего справа к x0 узла интерполяции, а через k1 и k2 — номера наименьшего
и наибольшего из узлов, попадающих в отрезок [a, b]. В силу (7) можно выбрать
n1 ∈ N таким образом, что для всех n > n1 будут справедливы соотношения

k1 − k0 >

[

δ

2π
n

]

> 2, (17)

∣

∣

∣

∣

4‖β‖C[0,π]

n2
+O(n−3)

∣

∣

∣

∣

<
π

n
в асимптотической формуле (7). (18)
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Добавим к множеству нулей собственных функций задачи Штурма–Лиувилля
точки x0,n = 0 и xn+1,n = π. Теперь, в силу выбора номера узла xk0,n, имеем представ-
ление x0 = xk0,n − αn(xk0,n − xk0−1,n), где последовательность αn принимает значения
в сегменте [0, 1). Отсюда и (7) для любых 1 6 k 6 n получаем асимптотическую
формулу

xk,n − x0 =
2k − 1

2n
π −

2k0 − 1

2n
π + αn

π

n
+O(n−2) =

π

n

(

k − k0 + αn +O(n−1)
)

. (19)

Выбор n1 ∈ N в (18) гарантирует в этой формуле оценку |O(n−1)| < 1.
Установим справедливость соотношения (11). Учитывая (17) и (18), оценим

первое слагаемое в правой части (15)

|Un(x0)|

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k:xk,n∈[a,b]

(−1)k

(x0 − xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
|Un(x0)|

n

∣

∣

∣

∣

∣

k2
∑

k=k1

(−1)k

(x0 − xk,n)

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
|Un(x0)|

π

∣

∣

∣

∣

∣

k2
∑

k=k1

(−1)k

(k − k0 + αn +O(n−1))

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
|Un(x0)|

π

{∣

∣

∣

∣

∣

k2
∑

k=k1

(−1)k

(k − k0))

∣

∣

∣

∣

∣

+

k2
∑

k=k1

∣

∣

∣

∣

αn +O(n−1)

(k − k0)(k − k0 + αn +O(n−1))

∣

∣

∣

∣

}

6

6
|Un(x0)|

π

{∣

∣

∣

∣

∣

k2−k0
∑

l=k1−k0

(−1)l+k0

l

∣

∣

∣

∣

∣

+

k2−k0
∑

l=k1−k0

2

l(l − 2)

}

. (20)

Возьмем произвольное положительное ε и выберем n2 > n1 таким образом, чтобы
для всех n > n2 остаточный член |O(n−1)| в асимптотической формуле (15) был

меньше ε/2. В силу (7), (8), (17) и сходимости рядов
∞
∑

l=1

(−1)l+k0

l
,
∞
∑

l=3

2
l(l−2)

с помо-

щью критерия Коши найдем такое n3 > n2, начиная с которого будут выполняться
неравенства

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k2−k0
∑

l=[ δn2π ]

(−1)l+k0

l

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
επ

4M
,

k2−k0
∑

l=[ δn2π ]

2

l(l − 2)
<

επ

4M
.

Отсюда, из (15), (18) и (20) следует справедливость неравенства
∣

∣

∣

∣

∣

∑

k:xk,n∈[a,b]

lSLk,n(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε для любого n > n3. Таким образом, соотношение (11) до-

казано.

Теперь оценим сумму
∑

k:xk,n∈[a,b]

∣

∣lSLk,n(x0)
∣

∣ =
k2
∑

k=k1

∣

∣lSLk,n(x0)
∣

∣ . Как и прежде,

ограничимся рассмотрением случая 0 6 x0 < x0 + δ 6 a < b 6 π. Опять подберем n1,
как в случае (17), (18). В силу (16) существует константа C1 > 0, для которой при
n > n1 справедливы неравенства

k2
∑

k=k1

∣

∣lSLk,n(x0)
∣

∣ 6
|Un(x)|

n

k2
∑

k=k1

1

(x0 − xk,n)
+

C1

n
. (21)

Но для всех k1 6 k 6 k2 имеет место соотношение |x0 − xk,n| > δ. Кроме того, в
силу (7) существует константа C2 > 0 такая, что для всех n > n1 верны неравенства
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k2 − k1 6 b−a
π
n + 2 + C2

n
. Поэтому найдется зависящий только от параметров задачи

Штурма–Лиувилля (2) номер n4 ∈ N, начиная с которого C1

n
в (21) будет меньше,

чем mes (a, b), и будет справедлива оценка k2−k1 6
2mes [a,b]n

π
. Таким образом, из (18)

и (21) следует существование константы C3 такой, что для любого n, начиная с n4,
справедлива оценка

∑

k:xk,n∈[a,b]

∣

∣lSLk,n(x0)
∣

∣ 6
2Mmes [a, b]

πδ
+mes [a, b] 6 C3mes [a, b].

Отсюда следуют (12) и (13). Действительно, (12) получаем из неравенств

max
n∈N

∑

k:xk,n∈[0,π]\Oδ(x0)

|lSLk,n(x0)| = max
n∈N







∑

k:xk,n∈[0,x0−δ]

|lSLk,n(x0)|+
∑

k:xk,n∈[x0+δ,π]

|lSLk,n(x0)|







6

6 max



C3mes {[0, π] \Oδ(x0)} , max
16n6n4

∑

k:xk,n∈[0,π]\Oδ(x0)

|lSLk,n(x0)|



 .

Пусть Ij = ∪
m
l=1∆j,l, где ∆j,l — произвольные, не пересекающиеся с Oδ(x0) отрезки

такие, что соответствующие им интервалы ∆j,l не имеют общих точек. Тогда по
свойству полной аддитивности меры [44, с. 58] для любого n, начиная с n4, получаем
оценку

∑

k:xk,n∈Ij

|lSLk,n(x0)| =
m
∑

l=1

∑

k:xk,n∈∆j,l

|lSLk,n(x0)| 6
m
∑

l=1

C3mes
{

∆j,l

}

=

=
m
∑

l=1

C3mes {∆j,l} = C3mes Ij.

Откуда и следует (13). Случай, когда выбранная точка x0 лежит справа от отрезка
[a, b], доказывается аналогично или с помощью замены z = π − x.

Теорема 2 доказана. �
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Let us say that the principle of localization holds at the class of functions F at

point x0 ∈ [0, π] for the Lagrange –Sturm–Liouville interpolation process LSL
n (f, x) if

limn→∞

∣

∣LSL
n (f, x0)− LSL

n (g, x0)
∣

∣ = 0 follows from the fact that the condition f(x) = g(x) is met

for any two functions f and g belonging to F in some neighborhood Oδ(x0), δ > 0. It is proved

that the principle of localization at the class of Riemann integrable functions holds for interpolation

processes built on the eigenfunctions of the regular Sturm–Liouville problem with a continuous

potential of bounded variation. It is established that the principle of localization at the class of

continuous on the segment [0, π] functions holds for interpolation processes built on the eigen-

functions of the regular Sturm –Liouville problem with an optional continuous potential of bounded

variation. We consider the case of boundary conditions of the third kind, from which the boundary

conditions of the first kind are removed. Approximative properties of Lagrange –Sturm–Liouville

operators at point x0 ∈ [0, π] in both cases depend solely on the values of the approximate function

just in the neighborhood of this point x0 ∈ [0, π].
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