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В строительстве тонкостенные оболочечные конструкции используются для покрытия

помещений больших площадей, таких как стадионы, ангары, цирки, аэропорты. В данной

работе приводится исследование прочности и устойчивости замкнутых конических обо-

лочек, а также их панелей. Учитывается геометрическая нелинейность и поперечные

сдвиги. Используется математическая модель в виде функционала полной потенциальной

энергии деформации. Также приводятся выражения для деформаций, усилий и моментов.

Расчетная программа реализована в среде MatLab. Алгоритм построен на методе Ритца и

методе Ньютона для решения системы нелинейных алгебраических уравнений. Показаны

варианты аппроксимирующих функций для замкнутой оболочки и для ее панели. Найдены

значения критических нагрузок, получена зависимость прогиба от нагрузки, напряжений

от нагрузки, показано поле прогибов в докритический и в закритический моменты. Приво-

дятся поля различных компонент напряжений в момент начала невыполнения условий

прочности. Учитывается ортотропия материала.
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ВВЕДЕНИЕ

В строительстве тонкостенные оболочные конструкции имеют широкое
применение [1–3]. Они используются для покрытия помещений больших площа-
дей, таких как стадионы, ангары, цирки, аэропорты, при этом толщина обо-
лочки достаточно мала, поэтому такие конструкции, особенно при использовании
современных материалов, будут легкими.

В архитектурной практике используются оболочки конические, сферические, ци-
линдрические, пологие, торообразные и др. Как правило, конструкции данного
типа подвергаются воздействию различных нагрузок, поэтому возникает необхо-
димость исследования их устойчивости. Исследованию оболочечных конструкций
на устойчивость посвящено множество публикаций [4–7], в том числе иссле-
дованию конических оболочек и их панелей [8–12]. Процесс деформирования
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при действии осевой нагрузки рассматривается в статьях [13–17], колебания —
в [18–21], ламинированные конструкции — в работах [22–24]. Другие задачи,
связанные с анализом процесса деформирования конических конструкций, можно
найти в работах [25–28]. Так, в работе [10] проводится исследование процесса
разрушения многослойных цилиндрических и конических панелей при сжатии с
учетом геометрической нелинейности. Система нелинейных уравнений решается
с использованием итерационного метода Ньютона –Рафсона. В работе [28] ана-
лизируется влияние геометрических параметров на устойчивость конических пане-
лей при различных условиях нагружения.

Методика исследования прочности и устойчивости оболочечных конструкций
сводится к разработке математической модели их деформирования, разработке
алгоритма и программы для ЭВМ, а также проведению вычислительного экс-
перимента.

В данной работе для исследования прочности и устойчивости были выбраны
конические оболочки и их панели, так как, несмотря на свое широкое практическое
применение, исследований таких конструкций проводилось сравнительно мало.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

0 q

a

a

b

y

x

1

Рис. 1. Панель конической оболочки с ло-

кальной системой координат

Fig. 1. Conical shell panel with local coordi-

nate system

Будем рассматривать оболочки и
панели конической формы (рис. 1). Гео-
метрический вид данных конструкций
будет характеризоваться параметрами
Ляме и главными кривизнами вдоль
координат x, y, которые примут вид
A = 1, B = x sin θ, kx = 0, ky = ctgθ/x.

Будем использовать математичес-
кую модель типа Тимошенко (Миндли-
на –Рейснера), которая учитывает по-
перечные сдвиги, ортотропию материа-
ла и геометрическую нелинейность [29].

Согласно этой модели, неизвестными функциями будут три функции перемещений
точек координатной поверхности U(x, y), V (x, y),W (x, y) и две функции, харак-
теризующие углы поворота нормали в плоскости xOz, yOz: Ψx = Ψx(x, y), Ψy =
= Ψy(x, y). Учет геометрической нелинейности в данном случае дает возможность
исследовать не только напряженно-деформированное состояние оболочки, но и ее
устойчивость.

В основе данной модели лежит функционал полной потенциальной энергии де-
формации, который будет иметь следующий вид:

Ep =
1

2

∫ a

a1

∫ b

0

(

Nxεx +Nyεy +
1

2
(Nxy +Nyx) γxy+ Mxχ1 +Myχ2 + (Mxy +Myx)χ12+

+ Qx (Ψx − θ1) +Qy (Ψy − θ2)− qW

)

AB dx dy,

где Nx, Ny — нормальные усилия в направлении осей x, y; Nxy, Nyx — сдвиговые
усилия в соответствующей плоскости xOy; Mx, My – изгибающие моменты; Mxy —
крутящий момент; Qx, Qy — поперечные силы в плоскостях xOz и yOz, которые
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определяются соотношениями:

Nx =
E1h

1− µ12µ21

(εx + µ21εy) , Ny =
E2h

1− µ12µ21

(εy + µ12εx) , Nxy = Nyx = G12hγxy ,

Mx =
E1h

3

12 (1− µ12µ21)
(χ1 + µ21χ2) , My =

E2h
3

12 (1− µ12µ21)
(χ2 + µ12χ1) ,

Mxy = Myx =
G12h

3

6
χ12, Qx = G13kh (Ψx − θ1) , Qy = G23kh (Ψy − θ2) .

Здесь E1, E2 — модули упругости в направлениях x, y; k = 5/6; G12, G13, G23 —
модули сдвига в плоскостях xOy, xOz, yOz соответственно; µ12, µ21 — коэффициенты
Пуассона; εx, εy — деформации удлинения; γxy — деформации сдвига в плоскости
xOy:

εx =
1

A

∂U

∂x
+

1

AB
V
∂A

∂y
− kxW +

1

2
θ21, εy =

1

A

∂V

∂y
+

1

AB
U
∂B

∂x
− kyW +

1

2
θ22,

γxy =
1

A

∂V

∂x
+

1

B

∂U

∂y
−

1

AB
U
∂A

∂y
−

1

AB
V
∂B

∂x
+ θ1θ2,

θ1 = −

(

1

A

∂W

∂x
+ kxU

)

, θ2 = −

(

1

B

∂W

∂y
+ kyV

)

.

Для решения задачи анализа устойчивости необходимо найти минимум функ-
ционала. Полученные в результате значения могут соответствовать либо критичес-
ким нагрузкам потери устойчивости (верхним или нижним), либо точкам бифурка-
ции.

Применим к функционалу метод Ритца, что позволит свести вариационную
задачу о поиске минимума функционала к решению системы нелинейных
алгебраических уравнений. В таком случае неизвестные функции U(x, y), V (x, y),
W (x, y), Ψx(x, y), Ψy(x, y) представим в виде

U =
n

∑

k=1

n
∑

l=1

UklX1(k)Y 1(l), V =
n

∑

k=1

n
∑

l=1

VklX2(k)Y 2(l),

W =
n

∑

k=1

n
∑

l=1

WklX3(k)Y 3(l),

Ψx =
n

∑

k=1

n
∑

l=1

ΨxklX4(k)Y 4(l), Ψy =
n

∑

k=1

n
∑

l=1

ΨyklX5(k)Y 5(l),

где Ukl, Vkl, Wkl, Ψxkl
, Ψykl — неизвестные числовые параметры; X1(k) − X5(k),

Y 1(l) − Y 5(l) — известные аппроксимирующие функции, которые удовлетворяют
краевым условиям. Краевые условия для каждой конструкции выбираются исходя из
способа закрепления контура оболочки.

В качестве аппроксимирующих функций при шарнирно-неподвижном закреп-
лении конической панели будем использовать следующие тригонометрические функ-
ции:

X1(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

, X2(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

, X3(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

,

X4(k) = cos

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

, X5(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

,
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Y 1(l) = sin

(

(2l − 1) πy

b

)

, Y 2(l) = sin

(

2lπy

b

)

, Y 3(l) = sin

(

(2l − 1) πy

b

)

,

Y 4(l) = sin

(

(2l − 1) πy

b

)

, Y 5(l) = cos

(

(2l − 1) πy

b

)

.

Данные функции применимы только для панелей, поскольку они не под-
разумевают выполнения условия периодичности вдоль оси y. Для замкнутых обо-
лочек аппроксимирующие функции можно принять в следующем виде:

X1(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

, X2(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

, X3(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

,

X4(k) = cos

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

, X5(k) = sin

(

kπ(x− a1)

a− a1

)

,

Y 1(l) = cos

(

2(l − 1)πy

b

)

, Y 2(l) = sin

(

2lπy

b

)

, Y 3(l) = cos

(

2(l − 1)πy

b

)

,

Y 4(l) = sin

(

2lπy

b

)

, Y 5(l) = cos

(

2(l − 1)πy

b

)

.

Согласно методу Ритца, аппроксимирующие функции подставляются в функ-
ционал и находятся производные по неизвестным параметрам. Полученные вы-
ражения приравниваются к нулю. В результате получается система нелинейных
алгебраических уравнений.

Для нахождения неизвестных коэффициентов будем решать данную систему
методом Ньютона:

Xi+1 = Xi −H−1 (Xi)∇Ep (Xi) , X = (Ukl, Vkl,Wkl,Ψxkl,Ψykl)
T , k = 1..n, l = 1..n,

где матрица Гессе H и градиент ∇Ep имеют вид

H =



















∂2Ep

∂U2

11

∂2Ep

∂U11∂U12

∂2Ep

∂U11∂U13

· · · ∂2Ep

∂U11∂Ψynn

∂2Ep

∂U12∂U11

∂2Ep

∂U2

12

∂2Ep

∂U12∂U13

· · · ∂2Ep

∂U12∂Ψynn

∂2Ep

∂U12∂U11

∂2Ep

∂U11∂U12

∂2Ep

∂U2

12

· · · ∂2Ep

∂U12∂Ψynn

· · · · · · · · · · · · · · ·
∂2Ep

∂Ψynn∂U11

∂2Ep

∂Ψynn∂U12

∂2Ep

∂Ψynn∂U13

· · · ∂2Ep

∂Ψy
2
nn



















, ∇Ep =















∂Ep

∂U11

∂Ep

∂U12

∂Ep

∂U13

· · ·
∂Ep

∂Ψynn















.

В качестве начального приближения U0
kl, V

0
kl, W

0
kl, Ψx

0
kl, Ψy

0
kl (k = 1..n, l = 1..n)

выбираем нулевые значения коэффициентов. Выполняя итерационный процесс, нахо-
дятся коэффициенты Ukl, Vkl, Wkl, Ψxkl, Ψykl, через которые можно получить
значения неизвестных функций U(x, y), V (x, y), W (x, y), Ψx(x, y), Ψy(x, y) для те-
кущего значения параметра нагрузки. Далее параметр нагрузки увеличивается и
решение системы повторяется. В качестве начального приближения уже выбирается
решение с предыдущего шага по нагрузке.

Для анализа прочности материала конструкции может быть использован
критерий максимальных напряжений, который имеет следующий вид:

σ−

x 6 σx 6 σ+

x , σ−

y 6 σy 6 σ+

y , |τxy| 6 τ±xy.

Компоненты напряжений анализируются по всему полю конструкции, что поз-
воляет таким образом выявить точки начального невыполнения условий прочнос-
ти [30].
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На данный момент все больше вычислений производится с помощью различных
математических систем, таких как Maple, MatLab, WolframAlpha и Mathcad. Они
позволяют реализовывать различные подходы к решению задачи, проводить более
детальные исследования и создавать базу для дальнейшей разработки программного
обеспечения с применением уже традиционных языков программирования.

Предложенный в данной работе алгоритм был реализован в математическом па-
кете MatLab. MatLab представляет собой высокоуровневый язык и одновременно
интерактивную среду для программирования, численных расчетов и визуализа-
ции результатов. Он представляет собой множество методов для анализа данных,
разработки алгоритмов и создания моделей, включает математические функции для
инженерных и научных операций.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ

В данной работе рассматривались конические панели и оболочки, выполненные
из нескольких вариантов ортотропных материалов [31, 32], параметры которых
приводятся в табл. 1.

Таблица 1 / Table 1

Характеристики ортотропных материалов

Characteristics of orthotropic materials

Материал / Material T300/976 ЛУ-П/ЭНФБ T300/Epoxy

E1, ГПа / GPa 140 140 125

E2, ГПа / GPa 9.7 9.6 7.8

µ12 0.29 0.3 0.34

G12, ГПа / GPa 5.5 4.6 4.4

G13, ГПа / GPa 5.5 4.6 4.5

G23, ГПа / GPa 3.3 4.6 4.5

Предел при растяжении σ+
x , МПа

Tensile strength σ+
x , MPa

1517 700 1760

Предел при растяжении σ+
y , МПа

Tensile strength σ+
y , MPa

46 27 80

Предел при сжатии σ−
x , МПа

Compression limit σ−
x , MPa

−1599 −600 −1570

Предел при сжатии σ−
y , МПа

Compression limit σ−
x , MPa

−253 −184 −168

Предел при сдвиге τ±xy, МПа

Shear limit τ±xy, MPa

41.4 55 98

Геометрические параметры рассматриваемых вариантов конструкций представ-
лены в табл. 2. На все конструкции действовала равномерно распределенная по-
перечная нагрузка q, направленная по нормали к поверхности. Расчеты проводились
при удержании N = n2 = 9 членов разложения искомых функций в методе Ритца.

Для начала рассмотрим пример, когда оболочечная конструкция незамкнутая
(вариант 1). На рис. 2, а, б показаны графики зависимостей «нагрузка – прогиб»
и «нагрузка – напряжение в центре конструкции» для панели из углепластика
T300/976. Как видно из графика на рис. 2, а, панель теряет устойчивость при
нагрузке qcr = 0.1 МПа. Поле прогибов до потери устойчивости и после нее по-
казано на рис. 2, в, г.
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Таблица 2 / Table 2

Входные параметры рассматриваемых конструкций

Input parameters of the considered structures

Параметры Вариант 1 Вариант 2

Parameters Variant 1 Variant 2

Линейный размер a1, м
Linear size a1, m

5 5

Линейный размер a, м
Linear size a, m

25 25

Толщина оболочки h, м
Shell thickness h, m

0.01 0.01

Угол разворота оболочки b, рад
Shell turning angle b, rad

π 2π

Угол конусности θ, рад
Taper angle θ, m

0.78
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Рис. 2. Результаты расчета конструкции варианта 1 из углепластика T300/976 (цвет online)

Fig. 2. The results of the calculation of the design of option 1 of carbon fiber T300/976
(color online)

Здесь и далее на графиках «нагрузка – прогиб» красным цветом показаны
значения в центре конструкции ((a1 + a) /2, b/2); синим цветом — в четвертой части
(a1 + (a− a1)/4, b/4).
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б / b

Также необходимо проводить конт-

роль прочности материала оболочки,

поскольку, находясь вблизи критичес-

кой нагрузки, при превышении уровня

допустимых напряжений это может по-

влечь за собой разрушение конструк-

ции. Поля компонент напряжений σx, σy,

τxy в момент начала невыполнения ус-

ловий прочности для данной конструк-

ции приводятся на рис. 3.

а / a в / c
Рис. 3. Поля компонент напряжений σx, σy, τxy в момент начала невыполнения условий

прочности для конструкции варианта 1 из углепластика Т300/976 (цвет online)

Fig. 3. Fields of stress components σx, σy, τxy at the moment of the beginning of non-
fulfillment of the strength conditions for the construction of option 1 from carbon fiber

T300/976 (color online)

Далее рассмотрим результаты расчета конструкции варианта 2, когда оболочка
замкнутая. Графики зависимостей «нагрузка – прогиб» и «нагрузка – напряжение в
центре конструкции» представлены на рис. 4.

а / a б / b
Рис. 4. Результаты расчета конструкции варианта 2 из углепластика T300/976 (цвет online)
Fig. 4. The results of the calculation of the design of option 2 from carbon fiber T300/976

(color online)
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Потеря устойчивости для данного варианта оболочки не наблюдается, что
достаточно часто является характерным для замкнутых конструкций.

На рис. 5 изображены поле прогибов и поля напряжений в момент начала невы-
полнения условий прочности (при нагрузке, близкой к 1.5МПа).

а / a б / b

в / c г / d
Рис. 5. Поле прогибов и поля компонент напряжений σx, σy, τxy в момент нача-
ла невыполнения условий прочности для конструкции варианта 2 из углепластика

Т300/976 (цвет online)

Fig. 5. The field of deflections and the field of stress components σx, σy, τxy at the moment
of the beginning of the failure to fulfill the strength conditions for the construction of

option 2 from carbon fiber T300/976 (color online)

В табл. 3 приводятся значения прогибов при некоторых значениях нагрузки
для замкнутых оболочек из материалов ЛУ-П/ЭНФБ и T300/Epoxy. Для данных
конструкций условие прочности перестает выполняться при нагрузках, близких к
значению 1МПа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе были рассмотрены тонкостенные конические оболочечные
конструкции, состоящие из различных ортотропных материалов и имеющие
шарнирно-неподвижное закрепление. Рассматриваемые конструкции находились под
воздействием равномерно распределенной поперечной нагрузки. Проводилось ком-
плексное исследование оболочек на устойчивость и прочность. Была разработана
расчетная программа в среде MatLab, которая позволяет проводить исследования
устойчивости оболочечных конструкций.
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Таблица 3 / Table 3

Значения прогиба в центре и четверти замкнутых конструкций

из материалов ЛУ-П/ЭНФБ и T300/Epoxy

Deflection values in the center and a quarter of closed structures made

of materials LU-P/ENFB and T300/Epoxy

q, МПа W ((a1 + a) /2, b/2), м W (a1 + (a− a1)/4, b/4), м

q, MPa ЛУ-П/ЭНФБ T300/Epoxy ЛУ-П/ЭНФБ T300/Epoxy

0.5 0.1618 0.1693 0.1381 0.1453

1 0.3230 0.3379 0.2816 0.2962

1.5 0.4823 0.5040 0.4217 0.4436

2 0.6385 0.6675 0.5571 0.5858

2.5 0.7908 0.8420 0.6868 0.7220

Для панели оболочки, выполненной из ортотропного материала T300/976, была
найдена критическая нагрузка потери устойчивости, показана зависимость прогиба
от нагрузки, докритическое и закритическое состояние конструкции, а также
зависимость напряжения материала от действующей нагрузки.

Для замкнутых оболочек, выполненных из материалов T300/976, ЛУ-П/ЭНФБ
и T300/Epoxy, показаны поля прогибов и напряжений, а также некоторые числовые
значения.

Таким образом, было проведено комплексное исследование на устойчивость и
прочность оболочечных конструкций, состоящих из ортотропных материалов.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
научного фонда (проект № 18-19-00474).
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In the construction, thin-walled shell structures are used to cover the buildings of large areas, such

as stadiums, hangars, circuses, airports. In this paper, the strength and buckling of closed conical

shells as well as their panels are studied. The geometric nonlinearity and transverse shifts are

taken into account. A mathematical model is used in the form of a functional of the total potential

energy of deformation. Also expressions for deformations, forces and moments are given. The

calculation program is implemented in the MatLab environment. The algorithm is based on the

Ritz method and Newton’s method for solving a system of nonlinear algebraic equations. Variants

of approximating functions for a closed shell and for its panel are shown. The values of critical

loads are found, the dependence of the deflection on the load, the dependence of the stresses

on the load is obtained, and the deflection field is shown at the subcritical and at the supercritical

moment. The fields of various stress components are given at the moment when the strength

conditions begin to fail. The orthotropy of the material is taken into account.

Keywords: shells, conical panels, buckling, strength, orthotropy, geometric nonlinearity.
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