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МАТЕМАТИКА
УДК 512

О квазимногочленах Капелли. II

С. Ю. Антонов, А. В. Антонова

Антонов Степан Юрьевич, старший преподаватель кафед-

ры высшей математики, Казанский государственный

энергетический университет, Россия, 420066, г. Казань,

ул. Красносельская, д. 51, antonovst-vm@rambler.ru

Антонова Алина Владимировна, кандидат физико-мате-

матических наук, доцент кафедры высшей математики,

Казанский государственный энергетический университет,

Россия, 420066, г. Казань, ул. Красносельская, д. 51,

antonovakazan@rambler.ru

В данной работе продолжено исследование некоторого

вида многочленов типа Капелли (квазимногочленов Ка-

пелли), принадлежащих свободной ассоциативной алгебре

F{X
⋃
Y }, рассматриваемой над произвольным полем

F и порожденной двумя непересекающимися счетными

множествами X, Y . Доказано, что если char F = 0, то

среди квазимногочленов Капелли степени 4k − 1 существуют

такие, которые не являются ни следствиями стандартного

многочлена S−

2k, ни тождествами матричной алгебры Mk(F ).

Показано, что если char F = 0, то только два из шести

квазимногочленов Капелли степени 4k−1 будут тождествами

нечетной компоненты Z2-градуированной матричной алгебры

Mk+k(F ). Также доказано, что все квазимногочлены Ка-

пелли степени 4k + 1 являются тождествами некоторых

подпространств нечетной компоненты Z2-градуированной

матричной алгебры Mm+k(F ) при m > k. Приведены условия,

при которых квазимногочлены Капелли степени 4k + 1 будут

тождествами подпространстваM
(m,k)
1 (F ).

Ключевые слова: T -идеал, стандартный многочлен, много-

член Капелли.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть F — произвольное поле, F{Z} — свободная ассоциативная алгебра над
F , порожденная счетным множеством Z, которое представим в виде X

⋃
Y , где

X = {xn}n∈N , Y = {yn}n∈N — непересекающиеся счетные множества, f2n−1, g2n−1,
b2n−1, h2n−1, a2n−1, c2n−1, f2n, g2n, b2n, h2n, a2n, c2n — многочлены типа Капелли
(квазимногочлены Капелли) алгебры F{Z}, исследование которых начато в [1,2]. В
данной работе мы продолжаем изучение этих многочленов и показываем, что они
являются тождествами некоторых подпространств матричной алгебры Mm(F ).

Полученные в статье результаты о квазимногочленах Капелли представляют
интерес как сами по себе, поскольку эти многочлены оказываются минимальными
тождествами некоторых подпространств алгебры Mm+k(F ) (с этой точки зрения см.,
например, работы [3–7]), так и в связи с задачей описания идеала TZ2(Mm+k(F ))
Z2-градуированных тождеств Z2-градуированной матричной алгебры Mm+k(F ) при
любых m, k и F . Заметим, что, несмотря на отдельные имеющиеся результаты (см.,
например, [8–12]), общего решения этой задачи до сих пор нет.

1. О НЕКОТОРЫХ МНОГОЧЛЕНАХ АЛГЕБРЫ F{Z}

Пусть Sn — симметрическая группа степени n, A+
n = {σ ∈ Sn | sgn σ = 1},

A−n = {σ ∈ Sn | sgn σ = −1}, S−n (x̄) = S−n (x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn

sgn σxσ(1) · · · xσ(n) —

стандартный многочлен степени n; p, q — какие-нибудь многочлены алгебры F{Z},
{p}T — T -идеал алгебры F{Z}, порожденный многочленом p. Напомним, что дву-
сторонний идеал I алгебры F{Z} называется T -идеалом и обозначается символом
I ⊳T F{Z}, если для любого эндоморфизма ϕ алгебры F{Z} справедливо включе-
ние ϕ(I) ⊆ I. Далее будем говорить, что многочлен q является следствием много-
члена p (следует из p), если q ∈ {p}T . Кроме того, пусть Mm(F ) — алгебра ква-
дратных матриц размера m ×m, T [Mm(F )] — идеал ее полиномиальных тождеств.
Теорема Амицура –Левицкого утверждает [13], что S −2m ∈ T [Mm(F )] и что если
Φ ∈ T [Mm(F )], то degΦ > 2m. Опираясь на этот факт, докажем следующее пред-
ложение.

Предложение 1. Пусть char F = 0, H — произвольное непустое подмножество

группы S2m, P4m−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈H

∑

τ∈S2m−1

sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(2m−1)xπ(2m). Тогда

P4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [Mm(F )].

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда P4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )],
и, значит, для подстановки аргументов (x1, . . . , x2m) = (1, . . . , 1), (y1, . . . , y2m−1) =
= (a1, . . . , a2m−1), где 1, a1, . . . , a2m−1 ∈Mm(F ), справедливо равенство

0 = P4m−1(1, . . . , 1, a1, . . . , a2m−1) =
∑

π∈H

∑

τ∈S2m−1

sgn τ1π(1)aτ(1)1π(2) · · · aτ(2m−1)1π(2m) =

= |H|S−2m−1(a1, . . . , a2m−1).

Отсюда и из произвольности выбора элементов a1, . . . , a2m−1 алгебры Mm(F ) по-
лучаем, что стандартный многочлен S−2m−1(x̄) ∈ T [Mm(F )], что противоречит
теореме Амицура –Левицкого. Следовательно, наше предположение неверно и
потому P4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [Mm(F )]. �

Следствие 1. Если char F = 0, то C4m−1,{1}(x̄, ȳ), a4m−1(x̄, ȳ), c4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ T [Mm(F )].

❒*%3/*%.,* ✺
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Доказательство. Последовательно полагая в предложении 1 H равным S2m,
A+

2m, A−2m, получим требуемый результат. �

Следствие 2. Если char F = 0, то многочлен P4m−1(x̄, ȳ) /∈ {S
−
2m(x̄)}

T .

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда P4m−1(x̄, ȳ) ∈ {S
−
2m(x̄)}

T ,
и, значит, с учетом теоремы Амицура –Левицкого имеем включения P4m−1(x̄, ȳ) ∈
∈ {S−2m(x̄)}

T ⊆ T [Mm(F )]. Следовательно, P4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )], что противоречит
предложению 1. Таким образом, наше предположение неверно. �

Следствие 3. Если char F = 0, то C4m−1,{1}(x̄, ȳ), a4m−1(x̄, ȳ), c4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ {S−2m(x̄)}

T .

Доказательство. Последовательно полагая в следствии 2 H равным S2m, A+
2m,

A−2m, получим требуемый результат. �

Рассуждая так же, как и выше, приходим к следующим результатам.

Предложение 2. Если char F = 0, то многочлены f4m−1(x̄, ȳ), g4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ T [Mm(F )].

Следствие 4. Если char F = 0, то многочлены f4m−1(x̄, ȳ), g4m−1(x̄, ȳ) /∈
/∈ {S−2m(x̄)}

T .

Пусть m, k ∈ N, Mm+k(F ) — алгебра матриц, градуированная подпространствами

M
(m,k)
0 (F ) =

{(
Cm×m(F ) 0m×k
0k×m Dk×k(F )

)}
, M

(m,k)
1 (F ) =

{(
0m×m Bm×k(F )

Ak×m(F ) 0k×k

)}
,

T [M
(m,k)
1 (F )] — идеал тождеств векторного подпространства M

(m,k)
1 (F ).

Предложение 3. Пусть char F = 0 и многочлен d4m−1(x̄, ȳ) ∈ {f4m−1(x̄, ȳ),

g4m−1(x̄, ȳ), a4m−1(x̄, ȳ), c4m−1(x̄, ȳ)}. Тогда d4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [M
(m,m)
1 (F )].

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда для любых матриц

ai =

(
0m×m Bi

m×m

Aim×m 0m×m

)
, bj =

(
0m×m Cj

m×m

Dj
m×m 0m×m

)
∈ M

(m,m)
1 (F ), где i = 1, 2m,

j = 1, 2m− 1, будем иметь

d4m−1(a
1, . . . , a2m, b1, . . . , b2m−1) =

=

(
0m×m d4m−1(B

1, . . . , B2m, D1, . . . , D2m−1)

d4m−1(A
1, . . . , A2m, C1, . . . , C2m−1) 0m×m

)
= 0.

Отсюда следует, что d4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )], а это противоречит или следст-
вию 1, или предложению 2. Таким образом, наше предположение неверно и, значит,

d4m−1(x̄, ȳ) /∈ T [M
(m,m)
1 (F )]. �

Заметим, что согласно предложению 3 работы [14] многочлены b4m−1(x̄, ȳ),
h4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [Mm(F )], и потому, как нетрудно видеть, справедливы включения

b4m−1(x̄, ȳ), h4m−1(x̄, ȳ) ∈ T [M
(m,m)
1 (F )]. Таким образом, в случае, когда char F = 0,

только два из шести квазимногочленов Капелли степени 4m − 1 являются тож-
дествами подпространства M

(m,m)
1 (F ).

✻ ❮%(=)9> ,'?.@
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2. О ТОЖДЕСТВАХ НЕКОТОРЫХ ПОДПРОСТРАНСТВ
ПРОСТРАНСТВАM (m,k)

1 (F )

Пусть n,m, k — произвольные натуральные числа, In = {1, 2, . . . , n}, Mk×m(F ),
Mm×k(F ) — векторные пространства над F , элементами которых являются
прямоугольные матрицы размера k × m и m × k соответственно, Φ4k+1(x̄, ȳ) =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(2k)xπ(2k+1) — какой-нибудь полилинейный много-

член алгебры F{Z}. Для любого i ∈ I2k+1 положим

S2k+1(i) = {σ ∈ S2k+1 | σ(i) = i}.

Нетрудно видеть, что отображения ψi : S2k+1(i) → S2k, ξi : S2k → S2k+1(i) такие,
что для любых σ ∈ S2k+1(i), π ∈ S2k

ψi(σ)(j) =





σ(j), если j 6 i− 1 и σ(j) 6 i− 1,

σ(j)− 1, если j 6 i− 1 и σ(j) > i+ 1,

σ(j + 1), если j > i и σ(j + 1) 6 i− 1,

σ(j + 1)− 1, если j > i и σ(j + 1) > i+ 1,

ξi(π)(j) =





π(j), если j 6 i− 1 и π(j) 6 i− 1,

π(j) + 1, если j 6 i− 1 и π(j) > i− 1,

i, если j = i,

π(j − 1), если j > i+ 1 и π(j − 1) 6 i− 1,

π(j − 1) + 1, если j > i+ 1 и π(j − 1) > i− 1

являются изоморфизмами групп и что ξi = ψ−1i .

Лемма 1. Для многочлена Φ4k+1(x̄, ȳ) справедливы равенства

1)Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î),

2)Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ)xi, где

Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) =

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ yτ(1)xσi(1) · · · yτ(i−1)xσi(i−1)yτ(i)xσi(i+1) · · · yτ(2k)xσi(2k+1),

Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ) =

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiρiτ xσi(1)yτ(1) · · · xσi(i−1)yτ(i−1)xσi(i+1)yτ(i) · · · xσi(2k+1)yτ(2k),

µi =

(
1 2 3 ... i−1 i i+1 ... 2k+1

i 1 2 ... i−2 i−1 i+1 ... 2k+1

)
, ρi =

(
1 2 ... i−1 i ... 2k 2k+1

1 2 ... i−1 i+1 ... 2k+1 i

)
.

Доказательство. Для любого i ∈ I2k+1 положим S ′2k+1(i) = {π ∈ S2k+1 | π(1) = i},

S̃2k+1(i) = {ω ∈ S2k+1 |ω(2k + 1) = i}. Нетрудно видеть, что всякую подстановку

π ∈ S ′2k+1(i), ω ∈ S̃2k+1(i) можно представить в виде π = σµi, ω = γρi, где
σ, γ ∈ S2k+1(i). Тогда мы можем записать, что

Φ4k+1(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ xπ(1)yτ(1) · · · yτ(2k)xπ(2k+1) =

❒*%3/*%.,* ✼
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=
2k+1∑

i=1

∑

πi∈S′

2k+1(i)

∑

τ∈S2k

απiτ xπi(1)yτ(1) · · · yτ(2k)xπi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ xσiµi(1)yτ(1) · · · yτ(2k)xσiµi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ xiyτ(1)xσi(1) · · · yτ(i−1)xσi(i−1)yτ(i)xσi(i+1) · · · yτ(2k)xσi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î).

Аналогично получаем второе равенство леммы 1. �

Замечание 1. Последовательно полагая Φ4k+1(x̄, ȳ) равным b4k+1(x̄, ȳ), h4k+1(x̄, ȳ),
a4k+1(x̄, ȳ), c4k+1(x̄, ȳ), f4k+1(x̄, ȳ), g4k+1(x̄, ȳ) и учитывая предложение 3 из [1] и
предложение 3 из [2], будем иметь

b4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1xia4k(ȳ, x̄î) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1b4k(x̄î, ȳ)xi,

h4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1xic4k(ȳ, x̄î) =
2k+1∑

i=1

(−1)i−1h4k(x̄î, ȳ)xi,

a4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1b4k(ȳ, x̄2̂i−1) +
k∑

i=1

x2ih4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

a4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 +
k∑

i=1

c4k(x̄2̂i, ȳ)x2i,

c4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1h4k(ȳ, x̄2̂i−1) +
k∑

i=1

x2ib4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

c4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 +
k∑

i=1

a4k(x̄2̂i, ȳ)x2i,

f4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1f4k(ȳ, x̄2̂i−1)−
k∑

i=1

x2ig4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

f4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 −
k∑

i=1

g4k(x̄2̂i, ȳ)x2i,

g4k+1(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

x2i−1g4k(ȳ, x̄2̂i−1)−
k∑

i=1

x2if4k(ȳ, x̄2̂i) =

=
k+1∑

i=1

g4k(x̄2̂i−1, ȳ)x2i−1 −
k∑

i=1

f4k(x̄2̂i, ȳ)x2i.
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Лемма 2. Для любого i ∈ I2k+1 справедливы включения Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) ∈

∈ {Φi
4k(x̄

′, ȳ)}T , Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ) ∈ {Ψ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T , где

Φi
4k(x̄

′, ȳ) =
∑

τ∈S2k

∑

π∈S2k

α
ψ−1
i (π)µi

τ xτ(1)yπ(1)xτ(2) . . . xτ(2k)yπ(2k),

Ψi
4k(x̄

′, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

α
ψ−1
i (π)ρi

τ xπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . xπ(2k)yτ(2k).

Доказательство. Для любого i ∈ I2k+1 определим эндоморфизмы ϕi, χi
алгебры F{Z}:

ϕi(z) =





z, если z /∈ {x1, . . . , x2k, y1, . . . , y2k},

ys, если z = xs, 1 6 s 6 2k,

xs, если z = ys и 1 6 s 6 i− 1,

xs+1, если z = ys и i 6 s 6 2k,

χi(z) =





z, если z /∈ {x1, . . . , x2k},

xs, если z = xs, 1 6 s 6 i− 1,

xs+1, если z = xs и i 6 s 6 2k.

Нетрудно видеть, что ϕi(Φ
i
4k(x̄

′, ȳ)) = Φ̃i
4k(ȳ, x̄î), χi(Ψ

i
4k(x̄

′, ȳ)) = Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ), и,

значит, Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) ∈ {Φ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T , Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ) ∈ {Ψ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T . �

Замечание 2. Из определения энфоморфизмов ϕi, χi следует, что для любых
матриц A1, . . . , A2k ∈ Mk×m(F ), B

1, . . . , B2k ∈ Mm×k(F ) и всякого s ∈ I2k+1 справед-

ливы равенства Φ̃s
4k(Ā; B̄) = Φs

4k(Ā; B̄), Φ̃s
4k(B̄; Ā) = Φs

4k(B̄; Ā), Ψ̃s
4k(Ā; B̄) = Ψs

4k(Ā; B̄),

Ψ̃s
4k(B̄; Ā) = Ψs

4k(B̄; Ā), где Ā = (A1, . . . , A2k), B̄ = (B1, . . . , B2k).

Положим

K1 = {f4k+1(x̄, ȳ), g4k+1(x̄, ȳ), b4k+1(x̄, ȳ), h4k+1(x̄, ȳ), a4k+1(x̄, ȳ), c4k+1(x̄, ȳ)},

K0 = {±f4k(x̄
′, ȳ),±g4k(x̄

′, ȳ),±b4k(x̄
′, ȳ),±h4k(x̄

′, ȳ),±a4k(x̄
′, ȳ),±c4k(x̄

′, ȳ)}.

Лемма 3. Пусть Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1. Тогда для любого i ∈ I2k+1 Φi
4k(x̄

′, ȳ),
Ψi

4k(x̄
′, ȳ)∈K0.

Доказательство. Согласно лемме 1

Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î) =

2k+1∑

i=1

Ψ̃i
4k(x̄î, ȳ)xi.

Отсюда, а также из замечания 1 и леммы 2 получаем требуемый результат. �

Лемма 4. Пусть I ⊳T F{Z} и для любого i ∈ I2k+1 Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ I (Ψi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ I),

тогда Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈
2k+1∑

i=1

{Φi
4k(x̄

′, ȳ)}T ⊆ I (Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈
2k+1∑

i=1

{Ψi
4k(x̄

′, ȳ)}T ⊆ I).
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Доказательство. Проведем для многочленов Φi
4k(x̄

′, ȳ), поскольку для Ψi
4k(x̄

′, ȳ)
оно аналогично. В силу леммы 1 справедливо равенство

Φ4k+1(x̄, ȳ) =
2k+1∑

i=1

xiΦ̃
i
4k(ȳ, x̄î).

Согласно лемме 2 для любого i ∈ I2k+1 Φ̃i
4k(ȳ, x̄î) ∈ {Φ

i
4k(x̄

′, ȳ)}T . Отсюда и из того,
что I является T -идеалом алгебры F{Z}, следует, что

Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈
2k+1∑

i=1

{Φi
4k(x̄

′, ȳ)}T ⊆ I. �

Лемма 5. Для любых матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
Aik×k 0k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j
(m−k)×k

Bj
k×k 0k×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где m > k, i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =




0k×k 0k×(m−k) W 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W 1
(m−k)×k

W 3
k×k 0k×(m−k) 0k×k


 ,

где W 1
(m−k)×k =

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(B̄; P̄î), W

2
k×k =

2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(B̄; P̄î), W

3
k×k =

2k+1∑

i=1

AiΦi
4k(D̄; Āî),

здесь B̄ = (B1, . . . , B2k), P̄î = (P 1, . . . , P i−1, P i+1, . . . , P 2k+1), D̄ = (D1, . . . , D2k),
Āî = (A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , A2k+1).

Доказательство. Подставляя заданные матрицы в многочлен Φ4k+1(x̄, ȳ), по-
лучим

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1




0 0 P π(i)

0 0 Sπ(i)

Aπ(i) 0 0


×

×




0 0 Dτ(i)

0 0 U τ(i)

Bτ(i) 0 0







0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

Aπ(2k+1) 0 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1




P π(i)Bτ(i) 0 0

Sπ(i)Bτ(i) 0 0

0 0 Aπ(i)Dτ(i)







0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

Aπ(2k+1) 0 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ




∏2k
i=1 P

π(i)Bτ(i) 0 0

Sπ(1)Bτ(1)P π(2)Bτ(2) · · ·P π(2k)Bτ(2k) 0 0

0 0
∏2k

i=1A
π(i)Dτ(i)


×

×




0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

Aπ(2k+1) 0 0


 =




0k×k 0k×(m−k) W 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W 1
(m−k)×k

W 3
k×k 0k×(m−k) 0k×k


 ,

✶✵ ❮%(<)9= ,'>.?



 ✳ "✳ ➚$%&$&'✱ ➚✳ ➶✳ ➚$%&$&'*✳ ❰ ,'*-./$&0&123$*4 ✃*6322.✳ ■■

где

W 1
(m−k)×k=

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτS
π(1)
(m−k)×k B

τ(1)P π(2)Bτ(2) · · ·P π(2k)Bτ(2k)P π(2k+1),

W 2
k×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ P
π(1)Bτ(1) P π(2) · · ·Bτ(2k) P π(2k+1),

W 3
k×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ A
π(1)Dτ(1)Aπ(2) · · ·Dτ(2k)Aπ(2k+1).

Преобразуем правые части в выражениях для матриц W 1
(m−k)×k, W

2
k×k, W

3
k×k. Для

этого положим S ′2k+1(i) = {π ∈ S2k+1 | π(1) = i}, S2k+1(i) = {σ ∈ S2k+1 | σ(i) = i},

µi =

(
1 2 . . . i− 1 i i+ 1 . . . 2k + 1

i 1 . . . i− 2 i− 1 i+ 1 . . . 2k + 1

)
, где i = 1, 2k + 1.

Нетрудно видеть, что всякую подстановку π ∈ S ′2k+1(i) можно представить в виде
π = σµi, где σ ∈ S2k+1(i). Тогда мы можем записать, что

W 1
(m−k)×k =

2k+1∑

i=1

∑

πi∈S′

2k+1(i)

∑

τ∈S2k

απiτ S
πi(1)
(m−k)×kB

τ(1)P πi(2) · · ·Bτ(2k)P πi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ SiBτ(1)P σi(1)Bτ(2) · · ·Bτ(2k)P σi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

Si
∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ Bτ(1)P σi(1)Bτ(2) · · ·Bτ(2k)P σi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

SiΦ̃i
4k(B

1, . . . , B2k;P 1, . . . , P i−1, P i+1, . . . , P 2k+1).

Учитывая теперь замечание 2, приходим к равенству W 1
(m−k)×k =

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(B̄; P̄î).

Аналогично для матриц W 2
k×k и W 3

k×k получаем, что W 2
k×k =

2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(B̄; P̄î),

W 3
k×k =

2k+1∑

i=1

AiΦi
4k(D̄; Āî). �

Следствие 5. Предположим, что для любого i = 1, 2k + 1 многочлен Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈
∈ T [Mk(F )]. Тогда Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

Теорема 1. Для любого многочлена Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1 и произвольных матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
Aik×k 0k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j
(m−k)×k

Bj
k×k 0k×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где m > k, i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство
Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

❒*%3/*%.,* ✶✶
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Доказательство. Согласно лемме 3 для любого i = 1, 2k + 1 много-
член Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ K0, а в силу предложения 7 работы [2] при char F 6= 2

K0 ⊆ {S−2k(x̄
′)}T . Учитывая теперь теорему Амицура –Левицкого, получаем, что

{S−2k(x̄
′)}T ⊆ T [Mk(F )], но тогда Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ T [Mk(F )] для любого i = 1, 2k + 1.

Из того, что включение Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ T [Mk(F )] верно при любом поле F
характеристики не два, и того, что многочлен Φi

4k(x̄
′, ȳ) полилинеен и имеет

коэффициенты ±1, вытекает, что включение Φi
4k(x̄

′, ȳ) ∈ T [Mk(F )] остается
верным и при char F = 2. Таким образом, при любом поле F и всяком
i ∈ I2k+1 многочлен Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ T [Mk(F )]. Отсюда и из следствия 5 получаем

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0. �

Замечание 3. При доказательстве теоремы 1 нами установлено, что если много-
член Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1, то для любого i = 1, 2k + 1 Φi

4k(x̄
′, ȳ) ∈ K0 ⊆ T [Mk(F )].

Лемма 6. Для любых матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
0k×k N i

k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j
(m−k)×k

0k×k Ljk×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где m > k, i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =




0k×k 0k×(m−k) W̃ 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W̃ 1
(m−k)×k

0k×k W̃ 3
k×(m−k) 0k×k


 ,

где

W̃ 1
(m−k)×k=

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(L̄; S̄î), W̃ 2

k×k=
2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(L̄; S̄î),

W̃ 3
k×(m−k)=

2k+1∑

i=1

N iΦi
4k(Ū ; N̄î) =

2k+1∑

i=1

Ψi
4k(N̄î; Ū)N

i,

здесь L̄ = (L1, . . . , L2k), S̄î = (S1, . . . , Si−1, Si+1, . . . , S2k+1), Ū = (U1, . . . , U2k),
N̄î = (N1, . . . , N i−1, N i+1, . . . , N2k+1).

Доказательство. Подставляя заданные матрицы в многочлен Φ4k+1(x̄, ȳ), по-
лучим

Φ4k+1(u
1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1



0 0 P π(i)

0 0 Sπ(i)

0 Nπ(i) 0






0 0 Dτ(i)

0 0 U τ(i)

0 Lτ(i) 0






0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

0 Nπ(2k+1) 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ

2k∏

i=1



0 P π(i)Lτ(i) 0

0 Sπ(i)Lτ(i) 0

0 0 Nπ(i)U τ(i)






0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

0 Nπ(2k+1) 0


 =

=
∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ



0 P π(1)Lτ(1)

∏2k
i=2 S

π(i)Lτ(i) 0

0
∏2k

i=1 S
π(i)Lτ(i) 0

0 0
∏2k

i=1N
π(i)Lτ(i)


×

✶✷ ❮%(<)9= ,'>.?
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×



0 0 P π(2k+1)

0 0 Sπ(2k+1)

0 Nπ(2k+1) 0


 =




0k×k 0k×(m−k) W̃ 2
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) W̃ 1
(m−k)×k

0k×k W̃ 3
k×(m−k) 0k×k


 ,

где

W̃ 1
(m−k)×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ S
π(1) Lτ(1) · · ·Lτ(2k) Sπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

Si
∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiµiτ Lτ(1)Sσi(1)Lτ(2) · · ·Lτ(2k)Sσi(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

SiΦ̃i
4k(L̄; S̄î) = | учитываем замечание 2| =

2k+1∑

i=1

SiΦi
4k(L̄; S̄î);

W̃ 2
k×k =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ P
π(1) Lτ(1) Sπ(2) · · ·Lτ(2k) Sπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

P iΦ̃i
4k(L̄; S̄î) =

2k+1∑

i=1

P iΦi
4k(L̄; S̄î);

W̃ 3
k×(m−k) =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ N
π(1) U τ(1) · · ·U τ(2k)Nπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

N iΦ̃i
4k(Ū ; N̄î) =

2k+1∑

i=1

N iΦi
4k(Ū ; N̄î),

или при другом преобразовании

W̃ 3
k×(m−k) =

∑

π∈S2k+1

∑

τ∈S2k

απτ N
π(1) U τ(1) · · ·U τ(2k)Nπ(2k+1) =

=
2k+1∑

i=1

∑

σi∈S2k+1(i)

∑

τ∈S2k

ασiρiτ Nσi(1)U τ(1)Nσi(2) . . . Nσi(2k+1)U τ(2k)N i =

=
2k+1∑

i=1

Ψ̃i
4k(N̄î; Ū)N

i =
2k+1∑

i=1

Ψi
4k(N̄î; Ū)N

i. �

Следствие 6. Предположим, что для любого i = 1, 2k и произвольных матриц
A1, . . . , A2k ∈Mk×(m−k)(F ), B

1, . . . , B2k ∈M(m−k)×k(F ) справедливы равенства

Φi
4k(Ā; B̄) = 0, Φi

4k(B̄; Ā) = 0 или Φi
4k(Ā; B̄) = 0, Ψi

4k(Ā; B̄) = 0.

Тогда
Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

Предложение 4. Пусть 0 < m− k 6 k и многочлен

t4k(x̄, ȳ) =
∑

π∈S2k

∑

τ∈S2k

γπτ xπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · xπ(2k)yτ(2k) ∈ T [Mk(F )].

Тогда для любых матриц Ai ∈ Mk×(m−k)(F ), B
j ∈ M(m−k)×k(F ), где i, j = 1, 2k,

справедливы равенства

t4k(Ā; B̄) = 0, t4k(B̄; Ā) = 0.

❒*%3/*%.,* ✶✸
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Доказательство. Определим отображения ψ1 : Mk×(m−k)(F ) → Mk(F ),
ψ2 : M(m−k)×k(F ) → Mk(F ), положив для любых A ∈ Mk×(m−k)(F ), B ∈ M(m−k)×k(F )

ψ1(A) = (A 0), ψ2(B) =

(
B

0

)
. Нетрудно видеть, что отображения ψ1, ψ2 яв-

ляются гомоморфизмами векторных пространств и что Mk×(m−k)(F ) ∼= Im ψ1,
M(m−k)×k(F ) ∼= Im ψ2. Отсюда и из того, что t4k(x̄, ȳ) ∈ T [Mk(F )], получаем

t4k(A
1, . . . , A2k;B1, . . . , B2k) = t4k(ψ1(A

1), . . . , ψ1(A
2k);ψ2(B

1), . . . , ψ2(B
2k)) = 0,

t4k(B
1, . . . , B2k;A1, . . . , A2k) = t4k(ψ2(B

1), . . . , ψ2(B
2k);ψ1(A

1), . . . , ψ1(A
2k)) = 0. �

Теорема 2. Пусть 0 < m− k 6 k, Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1. Тогда для любых матриц

ui =




0k×k 0k×(m−k) P i
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) Si(m−k)×k
0k×k N i

k×(m−k) 0k×k


 , vj =




0k×k 0k×(m−k) Dj
k×k

0(m−k)×k 0(m−k)×(m−k) U j
(m−k)×k

0k×k Ljk×(m−k) 0k×k




алгебры Mm+k(F ), где i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k, справедливо равенство
Φ4k+1(u

1, . . . , u2k+1; v1, . . . , v2k) = 0.

Доказательство. Вытекает из замечания 3, предложения 4 и следствия 6. �

Лемма 7. Предположим, что для любых матриц A1, . . . , A2k ∈ Mk×m(F ),
B1, . . . , B2k ∈ Mm×k(F ) справедливы равенства a4k(Ā; B̄) = 0, b4k(Ā; B̄) = 0. Тогда
будут верны и равенства c4k(Ā; B̄) = 0, h4k(Ā; B̄) = 0, f4k(Ā; B̄) = 0, g4k(Ā; B̄) = 0.

Доказательство. Вытекает из предложения 2 [1], предложений 1–2 [2] и ра-
венства b4k − a4k = g4k. �

Предложение 5. Пусть многочлен Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ K1 и для любых матриц P 1, . . .,
P 2k ∈ Mk×m(F ), Q

1, . . . , Q2k ∈ Mm×k(F ) a4k(P̄ ; Q̄) = 0, b4k(P̄ ; Q̄) = 0. Тогда много-

член Φ4k+1(x̄, ȳ) ∈ T [M
(m,k)
1 (F )].

Доказательство. Пусть ui =

(
0m×m Bi

m×k

Aik×m 0k×k

)
, vj =

(
0m×m Cj

m×k

Dj
k×m 0k×k

)
∈ M

(m,k)
1 (F ),

где i = 1, 2k + 1, j = 1, 2k. Тогда Φ4k+1(ū; v̄) =

(
0m×m V 1

m×k

V 2
k×m 0k×k

)
, где с учетом леммы 1

и замечания 2 V 1
m×k =

2k+1∑

i=1

BiΦi
4k(D̄; B̄î), V

2
k×m =

2k+1∑

i=1

Ψi
4k(Āî; C̄)A

i.

Отсюда и из леммы 3 следует, что для выполнения равенства Φ4k+1(ū; v̄) = 0
достаточно, чтобы для любых матриц P 1, . . . , P 2k ∈Mk×m(F ), Q

1, . . . , Q2k ∈Mm×k(F )
и всякого многочлена Φ4k(x̄

′, ȳ) ∈ K0 было верно равенство Φ4k(P̄ ; Q̄) = 0. Но оно
справедливо в силу условия предложения 5 и леммы 7. �

Окончание следует.
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This paper observes the continuation of the study of a certain kind of polynomials of type Capelli

(Capelli quasi-polynomials) belonging to the free associative algebra F{X
⋃

Y } considered over

an arbitrary field F and generated by two disjoint countable sets X and Y . It is proved that if

char F = 0 then among the Capelli quasi-polynomials of degree 4k − 1 there are those that are

neither consequences of the standard polynomial S−

2k nor identities of the matrix algebra Mk(F ).

It is shown that if char F = 0 then only two of the six Capelli quasi-polynomials of degree 4k − 1

are identities of the odd component of the Z2-graded matrix algebra Mk+k(F ). It is also proved

that all Capelli quasi-polynomials of degree 4k + 1 are identities of certain subspaces of the odd

component of the Z2-graded matrix algebra Mm+k(F ) for m > k. The conditions under which

Capelli quasi-polynomials of degree 4k + 1 being identities of the subspaceM
(m,k)
1 (F ) are given.
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Our studies concern some aspects of scattering theory of the singular differential systems

y′ − x−1Ay − q(x)y = ρBy, x > 0 with n × n matrices A,B, q(x), x ∈ (0,∞), where A,B are

constant and ρ is a spectral parameter. We concentrate on investigation of certain Volterra integ-

ral equations with respect to tensor-valued functions. The solutions of these integral equations

play a central role in construction of the so-called Weyl-type solutions for the original differential

system. Actually, the integral equations provide a method for investigation of the analytical and

asymptotical properties of the Weyl-type solutions while the classical methods fail because of the

presence of the singularity. In the paper, we consider the important special case when q is smooth

and q(0) = 0 and obtain the classical-type asymptotical expansions for the solutions of the con-

sidered integral equations as ρ → ∞ with o
(
ρ−1

)
rate remainder estimate. The result allows one

to obtain analogous asymptotics for the Weyl-type solutions that play in turn an important role in

the inverse scattering theory.

Keywords: differential systems, singularity, integral equations, asymptotical expansions.

Received: 26.06.2019 / Accepted: 01.07.2019 / Published: 02.03.2020

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution

License (CC-BY 4.0)

DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2020-20-1-17-28

INTRODUCTION

Our studies concern some aspects of scattering theory of the differential systems

y′ − x−1Ay − q(x)y = ρBy, x > 0 (1)

with n × n matrices A,B, q(x), x ∈ (0,∞), where A,B are constant and ρ is a spectral
parameter.

Differential equations with coefficients having non-integrable singularities at the end
or inside the interval often appear in various areas of natural sciences and engineering.
For n = 2, there exists an extensive literature devoted to different aspects of spectral
theory of the radial Dirac operators, see, for instance [1–5].

Systems of the form (1) with n > 2 and arbitrary complex eigenvalues of the mat-
rix B appear to be considerably more difficult for investigation even in the “regular”
case A = 0 [6]. Some difficulties of principal matter also appear due to the presence of
the singularity. Whereas the “regular” case A = 0 has been studied fairly completely to
date [6–8], for the system (1) with A 6= 0 there are no similar general results.

The important role in scattering theory is played by a certain distinguished basis of
generalized eigenfunctions for (1) (the so-called Weyl-type solutions, see, for instance
[9]). In the presence of the singularity construction and investigation of this basis
encounters some difficulties which do not appear in the “regular” case A = 0. In
particular, one can not use the auxiliary Cauchy problems with the initial conditions
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at x = 0. The approach presented in [10] (see also [11] and references therein) for the
scalar differential operators

ℓy = y(n) +
n−2∑

j=0

( νj
xn−j

+ qj(x)
)
y(j) (2)

is based on using some special solutions of the equation ℓy = λy that also satisfy certain
Volterra integral equations. This approach assumes some additional decay condition
for the coefficients qj(x) as x → 0, moreover, the required decay rate depends on
eigenvalues of the matrix A. In this paper, we do not impose any additional restrictions
of such a type. Instead, we use a modification of the approach first presented in [12] for
the higher-order differential operators with regular coefficients on the whole line and
recently adapted for differential systems of the form (1) on the semi-axis in [9].

In brief outline the approach can be described as follows. We consider some auxiliary
systems with respect to the functions with values in the exterior algebra ∧Cn. Our
study of these auxiliary systems centers on two families of their solutions that also
satisfy some asymptotical conditions as x → 0 and x → ∞ respectively, and can be
constructed as solutions of certain Volterra integral equations. As in [12] we call these
distinguished tensor solutions the fundamental tensors. The main difference from the
above-mentioned method used in [10] is that we use the integral equations to construct
the fundamental tensors rather than the solutions for the original system. Since each of
the fundamental tensors has minimal growth (as x→ 0 or x→∞) among solutions of
the same auxiliary system, this step does not require any decay of q(x) as x→ 0.

Construction and properties of the fundamental tensors were considered in details in
our paper [9] provided that q(·) is absolutely continuous and both q, q′ are integrable on
the semi-axis (0,∞). In this paper, we consider the important special case q(0) = 0 and
obtain the classical-type asymptotical expansions for the fundamental tensors as ρ→∞
with o (ρ−1) rate remainder estimate.

1. ASSUMPTIONS AND NOTATIONS. FORMULATIONS OF THE RESULTS

We are to discuss first the unperturbed system:

y′ − x−1Ay = ρBy (3)

and its particular case corresponding to the value ρ = 1 of the spectral parameter

y′ − x−1Ay = By (4)

but to complex (in general) values of x.
Assumption 1. Matrix A is off-diagonal. The eigenvalues {µj}

n
j=1 of the matrix A

are distinct and such that µj − µk /∈ Z for j 6= k, moreover, Reµ1 < Reµ2 < · · · < Reµn,
Reµk 6= 0, k = 1, n.

Assumption 2. B = diag (b1, . . . , bn), the entries b1, . . . , bn are nonzero distinct points

on the complex plane such that
n∑
j=1

bj = 0 and such that any 3 points are noncolinear.

Under Assumption 1 system (4) has the fundamental matrix c(x) = (c1(x), . . . , cn(x)),
where

ck(x) = xµk ĉk(x),

det c(x) ≡ 1 and all ĉk(·) are entire functions, ĉk(0) = hk, hk is an eigenvector of the
matrix A corresponding to the eigenvalue µk. We define Ck(x, ρ) := ck(ρx), x ∈ (0,∞),
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ρ ∈ C. We note that the matrix C(x, ρ) is a solution of the unperturbed system (3)
(with respect to x for the given spectral parameter ρ).

Let Σ be the following union of lines through the origin in C:

Σ =
⋃

(k,j):j 6=k

{z : Re(zbj) = Re(zbk)} .

By virtue of Assumption 2 for any z ∈ C \ Σ there exists the ordering R1, . . . , Rn of
the numbers b1, . . . , bn such that Re(R1z) < Re(R2z) · · · < Re(Rnz). Let S be a sector
{z = r exp(iγ), r ∈ (0,∞), γ ∈ (γ1, γ2)} lying in C \ Σ. Then [13] the system (4) has
the fundamental matrix e(x) = (e1(x), . . . , en(x)) which is analytic in S , continuous in

S \ {0} and admits the asymptotics:

ek(x) = exRk(fk + x−1ηk(x)), ηk(x) = O(1), x→∞, x ∈ S ,

where (f1, . . . , fn) = f is a permutation matrix such that (R1, . . . , Rn) = (b1, . . . , bn)f. We
define E(x, ρ) := e(ρx).

Everywhere below we assume that the following additional condition is satisfied.
Condition 1. For all k = 2, n the numbers

∆0
k := det(e1(x), . . . , ek−1(x), ck(x), . . . , cn(x))

are not equal to 0.
Under Condition 1 the system (4) has the fundamental matrix

ψ0(x) = (ψ0
1(x), . . . , ψ

0
n(x)) which is analytic in S , continuous in S \ {0} and

admits the asymptotics:

ψ0
k(xt) = exp(xtRk)(fk + o(1)), t→∞, x ∈ S , ψ0

k(x) = O(xµk), x→ 0.

We define Ψ0(x, ρ) := ψ0(ρx). As above, we note that the matrices E(x, ρ), Ψ0(x, ρ)
solve (3).

In the sequel we use the following notations:
– {ek}

n
k=1 is the standard basis in Cn;

– Am is the set of all ordered multi-indices α = (α1, . . . , αm), α1 < α2 < · · · < αm,
αj ∈ {1, 2, . . . , n};

– for a sequence {uj} of vectors and a multi-index α = (α1, . . . , αm) we define
uα := uα1 ∧ · · · ∧ uαm

;
– for a numerical sequence {aj} and a multi-index α we define aα :=

∑
j∈α

aj,

aα :=
∏
j∈α

aj;

– for a multi-index α the symbol α′ denotes the ordered multi-index that complements
α to (1, 2, . . . , n);

– for k = 1, n we denote

−→a k :=
k∑

j=1

aj,
←−a k :=

n∑

j=k

aj,
−→a k :=

k∏

j=1

aj,
←−a k :=

n∏

j=k

aj.

We note that Assumptions 1, 2 imply, in particular,
n∑
k=1

µk =
n∑
k=1

Rk = 0 and therefore

for any multi-index α one has Rα′ = −Rα and µα′ = −µα;
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– the symbol V (m), where V is n × n matrix, denotes the operator acting in ∧mCn

so that for any vectors u1, . . . , um the following identity holds:

V (m)(u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ um) =
m∑

j=1

u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ uj−1 ∧ V uj ∧ uj+1 ∧ · · · ∧ um;

– if h ∈ ∧nCn then |h| is a number such that h = |h|e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en;
– for h ∈ ∧mCn we set ‖h‖ :=

∑
α∈Am

|hα|, where {hα} are the coefficients from the

expansion h =
∑

α∈Am

hαeα.

We use the same notation Lp(a, b) for all the spaces of the form Lp((a, b),E ), where E

is a finite-dimensional space. The notation C[a, b] for the spaces of continuous functions
will be used in a similar way.

Everywhere below the symbol S denotes some (arbitrary) open sector with the
vertex at the origin lying in C \ Σ.

For each fixed ρ ∈ S \ {0} =: S ′ we consider the following Volterra integral
equations (k = 1, n):

Y (x) = T 0
k (x, ρ) +

x∫

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q(n−k+1)(t)Y (t)

)
dt, (5)

Y (x) = F 0
k (x, ρ)−

∞∫

x

Gk(x, t, ρ)
(
q(k)(t)Y (t)

)
dt, (6)

where

T 0
k (x, ρ) := Ck(x, ρ) ∧ · · · ∧ Cn(x, ρ), (7)

F 0
k (x, ρ) := E1(x, ρ) ∧ · · · ∧ Ek(x, ρ) = Ψ0

1(x, ρ) ∧ · · · ∧Ψ0
k(x, ρ) (8)

and Gm(x, t, ρ) is an operator acting in ∧mCn as follows:

Gm(x, t, ρ)f =
∑

α∈Am

σα |f ∧ Cα′(t, ρ)|Cα(x, ρ). (9)

Here and below σα := |hα ∧ hα′ |.
For any ρ ∈ S ′ equations (5) and (6) were shown to have the unique solutions

Tk(x, ρ) and Fk(x, ρ) respectively such that (see [9] for details):

‖Tk(x, ρ)‖ 6M

{∣∣(ρx)←−µ k

∣∣ , |ρx| 6 1,∣∣∣exp(ρx←−R k)
∣∣∣ , |ρx| > 1,

‖Fk(x, ρ)‖ 6M

{∣∣(ρx)−→µ k

∣∣ , |ρx| 6 1,∣∣∣exp(ρx−→R k)
∣∣∣ , |ρx| > 1.

We call the functions Fk(x, ρ), Tk(x, ρ) the fundamental tensors. Note that the
fundamental tensors solve the auxiliary systems

Y ′ = Q(m)(x, ρ)Y, Q(x, ρ) := x−1A+ ρB + q(x) (10)

with m = k and m = n− k + 1.
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We note that the tensors {Eα(x, ρ)}α∈Am
form the fundamental system of solutions

for the system (10) in the “unperturbed” case. Therefore, the following representation
holds:

T 0
k (x, ρ) =

∑

α∈An−k+1

T 0
kαEα(x, ρ) (11)

with x-independent coefficients T 0
kα. Taking into account the special construction of the

fundamental matrices C(x, ρ), E(x, ρ) one can conclude that the coefficients T 0
kα do not

depend on ρ as well.
The Gm(x, t, ρ) terms in equations (5), (6) are actually the Green operator functions

for the nonhomogeneous systems:

Y ′ = Q(m)(x, ρ)Y + f(x).

In order to construct them one can use variuos fundamental systems of solutions of
the unperturbed system (3). In particular the following representations hold:

Gm(x, t, ρ)f =
∑

α∈Am

χα
∣∣f ∧Ψ0

α′(t, ρ)
∣∣Ψ0

α(x, ρ) =
∑

α∈Am

χα |f ∧ Eα′(t, ρ)|Eα(x, ρ). (12)

Here and below χα := |fα ∧ fα′ |.
In the paper, we study the asymptotical behavior of the fundamental tensors for

ρ→∞. In [9] the following expansions were obtained:

Tk(x, ρ) = T 0
k (x, ρ) +O

(
ρ−ε exp

(
ρx
←−
R k

))
, ε ∈ (0, 1),

Fk(x, ρ) = F 0
k (x, ρ) +O

(
ρ−1 exp

(
ρx
−→
R k

))

for any fixed x ∈ (0,∞) and ρ → ∞, ρ ∈ S ′. We show that under the additional
condition q(0) = 0 more detailed expansion can be obtained.

Let W0(ξ) be the function defined as follows:

W0(ξ) = (1− |ξ|)ξ + |ξ|2, |ξ| 6 1, W0(ξ) := (W0

(
ξ−1

)
)−1, |ξ| > 1.

Notice that W0(ξ) is continuous in ξ ∈ C, never vanishes for nonzero ξ and admits
the estimate:

M1|ξ| 6 |W0(ξ)| 6M2|ξ|

for all ξ ∈ C. Moreover, we have W0(ξ) = 1 if |ξ| = 1 and the asymptotics
W0(ξ) = ξ(1 + o(1)) hold as ξ → 0 and ξ →∞.

We introduce the following weight functions:

Wk(ξ) :=

{
W0 (ξ

µk) exp(Rkξ), |ξ| 6 1,

exp(Rkξ), |ξ| > 1.

From the definition and the above-mentioned properties of W0(·) it follows that the
weight functions Wk(·), k = 1, n are all continuous in S ′, never vanish and admit the
asymptotics Wk(ξ) = ξµk(1 + o(1)) as ξ → 0. We define

F̃k(x, ρ) := (
−→
W k(ρx))−1Fk(x, ρ), T̃k(x, ρ) := (

←−
W k(ρx))−1Tk(x, ρ).

❒:;<=:;>?: ✷✶
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Theorem 1. Suppose that q(·) is an absolutely continuous off-diagonal matrix
function such that q(0) = 0. Denote by q̂o(·) the off-diagonal matrix function such that
[B, q̂o(x)] = −q(x) for all x > 0 (here [·, ·] denotes the matrix commutator). Define the
diagonal matrix d(x) = diag (d1(x), . . . , dn(x)), where

dk(x) :=

∞∫

x

t−1 ([q̂o(t), A])kk dt

and set q̂(x) := q̂o(x) + d(x).
Suppose that all the functions qij(·), q

′
ij(·) and q̃ij(·), where

q̃(x) := q̂′(x) + x−1[q̂(x), A] are from Xp := L1(0,∞) ∩ Lp(0,∞), p > 2.
Then for each fixed x > 0 and ρ→∞, ρ ∈ S ′ the following asymptotics hold:

ρ(T̃k(x, ρ)− T̃ 0
k (x, ρ)) = d0kT̃

0
k (x, ρ) +

∑

α,β∈An−k+1

T 0
kβgkαβ(x) exp(ρx(Rβ −

←−
R k))fα + o(1),

ρ
(
F̃k(x, ρ)− F̃ 0

k (x, ρ)
)
=

∑

α∈Ak

fkα(x)fα + o(1).

Here
d0k = −σα∗(k)

∣∣(d(n−k+1)(0)hα∗(k)

)
∧ h(α∗(k))′

∣∣ ,
α∗(k) := (k, . . . , n) and the coefficients in the representations are defined as follows:

fkα(x) = χα
∣∣(q̂(k)(x)fα∗(k)

)
∧ fα′

∣∣

for α 6= α∗(k) := (1, . . . , k),

fk,α∗(k)(x) = −
∑

α∈Ak

∞∫

x

χα∗(k)

∣∣(q(k)(t)fα
)
∧ fα′

∗
(k)

∣∣χα
∣∣(q̂(k)(t)fα∗(k)) ∧ fα′

∣∣ dt;

gkαβ(x) = χα
∣∣(q̂(n−k+1)(x)fβ

)
∧ fα′

∣∣

for β 6= α,

gkββ(x) =
∑

α∈An−k+1

x∫

0

χβ
∣∣(q(n−k+1)(t)fα

)
∧ fβ′

∣∣χα
∣∣(q̂(n−k+1)(t)fβ) ∧ fα′

∣∣ dt.

2. PROOF OF THEOREM 1

We consider in details the function Tk(x, ρ), for the function Fk(x, ρ) similar argu-
ments are valid.

For the function T̂k(x, ρ) := T̃k(x, ρ) − T̃ 0
k (x, ρ) we have the representation

T̂k(·, ρ) = (Id−K (ρ))−1vk(·, ρ), where K (ρ) is an operator of the form:

(K (ρ)f) (x) :=

x∫

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q(n−k+1)(t)f(t)

)
dt

acting in L∞(0, T ), T ∈ (0,∞) is arbitrary. Here and below

Gn−k+1(x, t, ρ) :=

←−
W k(ρt)
←−
W k(ρx)

Gn−k+1(x, t, ρ),

✷✷ ❮%(<)9= ,'>.?
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vk(x, ρ) =

x∫

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q(n−k+1)(t)T̃ 0

k (t, ρ)
)
dt.

Let us consider first the function vk(x, ρ). From the identity:

ρ(q(n−k+1)(t)T 0
k (t, ρ)) ∧ Eα′(t, ρ) =

=
d

dt

(
(q̂(n−k+1)(t)T 0

k (t, ρ)) ∧ Eα′(t, ρ)
)
− (q̃(n−k+1)(t)T 0

k (t, ρ)) ∧ Eα′(t, ρ),

where α ∈ An−k+1 is arbitrary it follows the relation:

ρ

x∫

x0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q(n−k+1)(t)T 0

k (t, ρ)
)
dt =

= Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q̂(n−k+1)(t)T 0

k (t, ρ)
)∣∣t=x
t=x0

−

x∫

x0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q̃(n−k+1)(t)T 0

k (t, ρ)
)
dt.

Passing to the limits as x0 → 0 and taking into account that q̂o(0) = 0 we arrive at
the relation:

ρvk(x, ρ) = d0kT̃
0
k (x, ρ) +

∑

α∈An−k+1

χα

∣∣∣(q̂(n−k+1)(x)T̃ 0
k (x, ρ)) ∧ Eα′(x, ρ)

∣∣∣Eα(x, ρ)−

x∫

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q̃(n−k+1)(t)T̃ 0

k (t, ρ)
)
dt. (13)

Since q̃jj = 0, j = 1, n, from (13) and [14] we obtain (in particular) the estimate:

‖vk(·, ρ)‖BC[0,∞) = O(ρ−1), ρ ∈ S
′. (14)

In what follows if V = V (x, ρ) is some matrix function then Ṽ denotes the matrix

function Ṽ (x, ρ) := V (x, ρ)(W (ρx))−1, where W = diag (W1, . . .Wn). Since Ψ̃0(x, ρ) is

continuous and bounded in [0,∞)×S we have:

‖Gn−k+1(x, t, ρ)‖ 6M, 0 < t 6 x <∞, ρ ∈ S
′ (15)

with some absolute constant M .
Using the boundedness of Gn−k+1(x, t, ρ) one can obtain the estimate (see also the

proof of [9, Theorem 3.1]):

‖K r(ρ)‖ 6M0
M r

1

r!

(∫ T

0

‖q(t)‖dt

)r

,

where the norm ‖K r(ρ)‖ assumes the norm of the operator acting in L∞(0, T ) for
arbitrary T > 0 and the constants M0,M1 do not depend on T . This yields the estimate
‖(Id−K (ρ))−1‖ = O(1) uniformly in ρ ∈ S ′. Thus (with taking into account (14)), we

obtain the auxiliary prior estimate for T̂k:

‖T̂k(·, ρ)‖L∞(0,T ) = O(ρ−1), ρ ∈ S
′ (16)

❒:;<=:;>?: ✷✸
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for any T > 0.
In order to make a more detailed study we represent the operator K (ρ) in the form

K (ρ) = K0(ρ) + K1(ρ), where:

K0(ρ)f(x) :=

= θ+(|ρx| − 1)
∑

α∈An−k+1

χα

x∫

|ρ|−1

exp(ρ(x− t)(Rα −
←−
R k))

∣∣(q(n−k+1)(t)f(t)
)
∧ fα′

∣∣ fα dt.

Here and below the symbols θ±(·) denote the Heaviside step functions:

θ+(ξ) =

{
0, ξ 6 0,

1, ξ > 0,
θ−(ξ) =

{
1, ξ 6 0

0, ξ > 0
= 1− θ+(ξ).

Lemma 1. Under the conditions of Theorem 1 one has the estimate
‖K1(ρ)‖ = O (ρ−1).

Proof. We split the operator as follows: K1 = K
(1)
0 + K

(1)
1 + K

(1)
2 , where:

(K
(1)
0 f)(x) = θ−(|ρx| − 1)

∫ x

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q(n−k+1)(t)f(t)

)
dt,

(K
(1)
1 f)(x) = θ+(|ρx| − 1)

∫ |ρ|−1

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q(n−k+1)(t)f(t)

)
dt.

By virtue of (15) we have:

‖K
(1)
1 f‖ 6M‖f‖ ·

∫ |ρ|−1

0

‖q(t)‖ dt 6M |ρ|−1‖f‖ · ‖q(·)‖L∞(0,T ).

Proceeding in a similar way and taking into account that (K
(1)
0 f)(x) 6= 0 only if |ρx| 6 1

one can obtain the similar estimate for ‖K
(1)
0 f‖.

Let us consider K
(1)
2 . Using the representation (9) for Gn−k+1(x, t, ρ), the asymp-

totics
Eα(x, ρ) = exp(ρxRα)(fα +O

(
(ρx)−1)

)
,

which is uniform in |ρx| > 1 and taking into account that Re(ρ(x − t)(Rα −
←−
R k)) 6 0

for any 0 6 t 6 x, ρ ∈ S ′, α ∈ An−k+1 we obtain the estimate:

θ+(|ρx| − 1)θ+(|ρt| − 1)θ+(x− t)
∥∥Gn−k+1(x, t, ρ)

(
q(n−k+1)(t)f(t)

)
−

∑

α∈An−k+1

χα exp(ρ(x− t)(Rα −
←−
R k))

∣∣(q(n−k+1)(t)f(t)
)
∧ fα′

∣∣ fα

∥∥∥∥∥∥
6

M

|ρt|
‖q(t)‖

with some absolute constant M . Since under the conditions of Theorem 1
t−1q(t) ∈ L1(0,∞) the estimate above yields

‖K
(1)
2 f‖ 6M |ρ|−1‖f‖ ·

∫ ∞

0

t−1‖q(t)‖ dt

and therefore ‖K
(1)
2 ‖ = O(ρ−1). �
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Lemma 2. Under the conditions of Theorem 1 one has the estimate
‖K 2

0 (ρ)‖ = O (ρ−1).

Proof. We have:

(K 2
0 f)(x) = θ+(|ρx| − 1)

∑

α∈An−k+1

∫ x

|ρ|−1

exp(ρ(x− t)(Rα −
←−
R k))χα×

×
∣∣(q(n−k+1)(t)(K0f)(t)

)
∧ fα′

∣∣ fα dt,
χα

∣∣(q(n−k+1)(t)(K0f)(t)
)
∧ fα′

∣∣ = θ+(|ρt| − 1)×

×
∑

β∈An−k+1

χβ

∫ t

|ρ|−1

exp(ρ(t− τ)(Rβ −
←−
R k))

∣∣(q(n−k+1)(τ)f(τ)
)
∧ fβ′

∣∣Qαβ(t) dτ,

where Qαβ(t) := χα
∣∣(q(n−k+1)(t)fβ

)
∧ fα′

∣∣ .
Thus, we can rewrite:

(K 2
0 f)(x) = θ+(|ρx| − 1)

∑

αβ∈An−k+1

∫ x

|ρ|−1

∣∣(q(n−k+1)(τ)f(τ)
)
∧ fβ′

∣∣Hαβ(x, τ, ρ) dτ,

where:

Hαβ(x, τ, ρ) =

∫ x

τ

Qαβ(t) exp(ρ(x− t)(Rα −
←−
R k) + ρ(t− τ)(Rβ −

←−
R k))fα dt.

We notice again that Re(ρ(x − t)(Rα −
←−
R k) + ρ(t − τ)(Rβ −

←−
R k)) 6 0 for any

0 6 τ 6 t 6 x, ρ ∈ S ′, α, β ∈ An−k+1. Moreover, under the conditions of Theorem 1
Qαβ(·) are absolutely continuous and Qαβ(t) ≡ 0 if α = β. This yields the estimate

θ+(|ρτ | − 1)Hαβ(x, τ, ρ) = O(ρ−1),

which is uniform in 0 6 τ 6 x, ρ ∈ S ′. The estimate implies the required assertion. �

Proof of Theorem 1. We have T̂k(·, ρ) = vk(·, ρ) + K (ρ)vk(·, ρ) + K 2(ρ)T̂k(·, ρ).
We note that

(K (ρ)T̃ 0
k (·, ρ))(x) =

x∫

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q(n−k+1)(t)T̃ 0

k (t, ρ)
)
= vk(x, ρ) = O(ρ−1)

uniformly for ρ ∈ S ′, x ∈ (0, T ).
This, prior estimate (16), (14) and Lemmas 1, 2 yield:

T̂k(·, ρ) = vk(·, ρ) + K0(ρ)ωk(·, ρ) +O
(
ρ−2

)
, (17)

where

ρωk(x, ρ) =
∑

α∈An−k+1

χα

∣∣∣(q̂(n−k+1)(x)T̃ 0
k (x, ρ)) ∧ Eα′(x, ρ)

∣∣∣Eα(x, ρ)−

−

x∫

0

Gn−k+1(x, t, ρ)
(
q̃(n−k+1)(t)T̃ 0

k (t, ρ)
)
dt. (18)

and the O(·) term assumes an estimate in L∞(0, T ) norm.
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From [14, Theorem 1] and (18) we have:

ρωk(x, ρ) =
∑

α∈An−k+1

χα

∣∣∣(q̂(n−k+1)(x)T̃ 0
k (x, ρ)) ∧ Eα′(x, ρ)

∣∣∣Eα(x, ρ) + o(1),

that yields:

θ+(|ρt| − 1)ρωk(t, ρ) =

= θ+(|ρt| − 1)
∑

α,β∈An−k+1

T 0
kβ exp(ρt(Rβ −

←−
R k))Q̂αβ(t)fα + ρ−1ω̂k(t, ρ) + o(1),

where Q̂αβ(t) = χα
∣∣(q̂(n−k+1)(t)fβ) ∧ fα′

∣∣ , the o(·) term assumes an estimate in L∞(0, T )
norm and tω̂k(t, ρ) is uniformly bounded in {|ρt| > 1}.

Under the conditions of Theorem 1 we have t−1q(t) ∈ L1(0,∞). This yields
K0(ρ)ω̂k(·, ρ) = O(1) and thus from the representation above we obtain:

(K0(ρ)ωk(·, ρ))(x) = ρ−1θ+(|ρx| − 1)
∑

α,β,γ∈An−k+1

χγT
0
kβ

x∫

|ρ|−1

exp(ρ(x− t)(Rγ −
←−
R k)+

+ρt(Rβ −
←−
R k))Q̂αβ(t)

∣∣(q(n−k+1)(t)fα
)
∧ fγ′

∣∣ fγ dt+ o(ρ−1) = ρ−1θ+(|ρx| − 1)×

×
∑

β,γ∈An−k+1

T 0
kβ

x∫

|ρ|−1

exp(ρ(x− t)(Rγ −
←−
R k) + ρt(Rβ −

←−
R k))Q̃γβ(t)fγ dt+ o(ρ−1),

where:

Q̃γβ(t) :=
∑

α∈An−k+1

Qγα(t)Q̂αβ(t), Qγα(t) = χγ
∣∣(q(n−k+1)(t)fα

)
∧ fγ′

∣∣

and the o(·) term assumes an estimate in L∞(0, T ). Under the conditions of Theorem 1

the functions Qαβ и Q̂αβ (for any pair of multi-indices α, β) are absolutely continuous.
Therefore, we have for γ 6= β:

x∫

|ρ|−1

exp(ρ(x− t)(Rγ −
←−
R k) + ρt(Rβ −

←−
R k))Q̃γβ(t) dt = O(ρ−1),

that yields:

(K0(ρ)ωk(q, ·, ρ))(x) =

= ρ−1θ+(|ρx| − 1)
∑

β∈An−k+1

T 0
kβ exp(ρx(Rβ −

←−
R k))

x∫

|ρ|−1

Q̃ββ(t) dtfβ + o(ρ−1).

Substituting the obtained asymptotics to the representation (17) we arrive at:

T̂k(x, ρ) = vk(x, ρ) + ρ−1θ+(|ρx| − 1)×

×
∑

β∈An−k+1

T 0
kβ exp(ρx(Rβ −

←−
R k))

x∫

|ρ|−1

Q̃ββ(t) dtfβ + o(ρ−1). (19)
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Here, as above, the o(·) term assumes an estimate in L∞(0, T ) norm. But all the terms
in (19) are actually continuous with respect to x ∈ (|ρ−1|, T ). This means that the
expansion can be considered in point-wise sense as ρ → ∞ while x > 0 is arbitrary
fixed.

Now we notice that

x∫

|ρ|−1

Q̃ββ(t) dt→

x∫

0

Q̃ββ(t) dt = gkββ(x)

as ρ → ∞. Then we use the representation (13) for vk(x, ρ) and thus we obtain the
required asymptotics. �
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Асимптотики решений некоторых интегральных уравнений,
связанных с дифференциальными системами с особенностью
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В работе изучаются некоторые аспекты теории рассеяния для сингулярных систем

дифференциальных уравнений y′ − x−1Ay − q(x)y = ρBy, x > 0 со спектральным

параметром ρ, где A,B, q(x), x ∈ (0,∞) — n× n матрицы, причем матрицы A,B постоянны.

Основным предметом исследования являются некоторые вольтерровские интегральные

уравнения относительно тензорно-значных функций. Решения этих уравнений играют

центральную роль в построении так называемых решений типа Вейля для исходной

системы дифференциальных уравнений. Поскольку классические методы при наличии

особенности оказываются неприменимыми, изучение рассматриваемых интегральных

уравнений становится в этом случае ключевым этапом исследования аналитических

и асимптотических свойств решений типа Вейля. В данной работе мы рассматриваем

важный частный случай, когда матрица-функция q(·) является гладкой и q(0) = 0. В этом

случае для решений рассматриваемых интегральных уравнений удается получить асимп-

тотические разложения при ρ → ∞ с оценкой остаточного члена o
(
ρ−1

)
. Полученный

результат позволяет получить асимптотики для решений типа Вейля, играющие, в свою

очередь, важную роль при исследовании обратной задачи рассеяния.

Ключевые слова: дифференциальные системы, особенности, интегральные уравнения,

асимптотические разложения.
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УДК 514.765

О геометрии трехмерных псевдоримановых
однородных пространств. I

Н. П. Можей

Можей Наталья Павловна, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры

программного обеспечения информационных технологий, Белорусский государственный

университет информатики и радиоэлектроники, Беларусь, 220013, г. Минск, ул. П. Бровки,

д. 6, mozheynatalya@mail.ru

Одной из важных проблем геометрии является задача об установлении связей меж-

ду кривизной и топологической структурой многообразия. В общем случае задача

исследования многообразий различных типов является достаточно сложной. Поэтому

естественно рассматривать данную задачу в более узком классе псевдоримановых

многообразий, например, в классе однородных псевдоримановых многообразий. В ста-

тье определены основные понятия — изотропно-точная пара, псевдориманово однород-

ное пространство, аффинная связность, тензоры кривизны и кручения, связность Леви –

Чевита, тензор Риччи, Риччи-плоское, Эйнштейново, Риччи-параллельное, локально-

симметрическое, конформно-плоское пространства. В работе для трехмерных римановых

однородных пространств определено, при каких условиях пространство является

Риччи-плоским, Эйнштейновым, Риччи-параллельным, локально-симметрическим или

конформно-плоским. Кроме этого, для всех указанных пространств выписаны в явном

виде связности Леви –Чевита, тензоры кривизны и кручения, алгебры голономии, ска-

лярные кривизны, тензоры Риччи. Полученные результаты могут найти приложения в

математике и физике, поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях сво-

дятся к изучению инвариантных объектов на однородных пространствах.

Ключевые слова: группа преобразований, риманово многообразие, тензор Риччи, Эйн-

штейново пространство, конформно-плоское пространство.
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ВВЕДЕНИЕ

При исследовании римановых (и псевдоримановых) многообразий важную роль
играют операторы кривизны, а также тензор Риччи. Изучение их свойств пред-
ставляет интерес для понимания геометрического и топологического строения
однородного риманова пространства. Исследованию многообразий Эйнштейна,
локально-симметрических, Риччи-параллельных и конформно-плоских многообразий
посвящены работы многих математиков. Римановы локально симметрические
пространства введены П. A. Широковым и Э. Картаном. В настоящее время
их геометрия представляет собой обширную и богатую приложениями теорию.
Естественные обобщения симметрических пространств привели к другим, не менее
интересным классам римановых пространств, одним из которых является класс
римановых пространств с параллельным тензором Риччи, теория которых сводится
к теории Эйнштейновых пространств.
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Эйнштейновы многообразия в последние десятилетия также стали объек-
том многочисленных исследований (в книге А. Бессе [1] собраны факты
по эйнштейновым многообразиям, полученные различными авторами, см. так-
же обзор М. Вана [2]). Многомерным обобщением двумерных многообразий с
локально изотермической координатной системой [3] являются конформно-плос-
кие многообразия (римановы многообразия, окрестность каждой точки которых
может быть конформно отображена на область евклидова пространства). В
трехмерном случае класс конформно-плоских многообразий — это класс римановых
многообразий с нулевым тензором Коттона (если размерность многообразия выше
трех — с нулевым тензором Вейля), он содержит многообразия Эйнштейна и их
прямые произведения, локально симметричные пространства, Риччи-параллельные
и конформно-плоские многообразия (см., например, [1]). В случае многообразий
постоянной скалярной кривизны класс конформно-плоских многообразий содержится
в классе эйнштейновоподобных многообразий в смысле А. Грея [4]. Исследованию
многообразий указанных классов посвящены работы М. А. Акивиса, В. В. Гольд-
берга, Н. Кюйпера, Д. В. Алексеевского, Б. Н. Кимельфельда, Е. Д. Родионова,
В. В. Славского, О. Ковальского, С. Никшевича и др. (см., например, [5–8]); задача
описания многообразий каждого типа не решена в полном объеме, но для некоторых
классов пространств получен ответ (подробнее см. обзор [9]). Задачи изучения
пространств рассматриваемых классов представляют интерес и в приложениях, на-
пример, в задачах геофизики.

В данной работе исследуются геометрические свойства трехмерных римановых
однородных пространств, приведены основные факты по указанным пространствам
и их классификация, далее изучена геометрия каждого класса, а именно для всех
трехмерных римановых однородных пространств выписаны в явном виде связности
Леви–Чевита, тензоры кривизны и кручения, алгебры голономии, тензоры Риччи и
определено, в каких случаях пространство является Риччи-плоским, Эйнштейновым,
Риччи-параллельным, локально-симметрическим либо конформно-плоским.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть M — дифференцируемое многообразие, на котором транзитивно действует
группа G, (M , G) — однородное пространство, G = Gx — стабилизатор произволь-
ной точки x ∈M . Проблема классификации однородных пространств (M , G) равно-
сильна классификации (с точностью до эквивалентности) пар групп Ли (G, G), где
G ⊂ G, так как многообразие M может быть отождествлено с многообразием левых
смежных классов G/G (см., например, [10]). Изучая однородные пространства,
важно рассматривать не саму группу G, а ее образ в Diff(M), другими словами,
достаточно рассматривать только эффективные действия группы G на многооб-
разии M .

Пусть ḡ — алгебра Ли группы Ли G, а g — подалгебра, соответствующая под-
группе G. Пара (ḡ, g) алгебр Ли называется эффективной, если подалгебра g не
содержит отличных от нуля идеалов ḡ. В дальнейшем будем предполагать, что
G — связная подгруппа, что всегда можно сделать, ограничиваясь локальной точкой
зрения. Изотропное действие группы G на TxM — это фактордействие присо-
единенного действия G на ḡ: s.(x + g) = (Ad s)(x) + g, для всех s ∈ G, x ∈ g. При
этом алгебра Ли g действует на касательном пространстве TxM = ḡ/g следующим
образом: x.(y+g) = [x, y]+g для всех x ∈ g, y ∈ ḡ. Пара (ḡ, g) называется изотропно-
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точной, если точно изотропное представление подалгебры g. С геометрической
точки зрения это означает, что естественное действие стабилизатора Gx произво-
льной точки x ∈M на TxM имеет нулевое ядро.

Псевдориманово однородное пространство задается тройкой (G,M,g), где G —
связная группа Ли, M является связным гладким многообразием с транзитивным
действием G , а g — инвариантная псевдориманова метрика на M . Инвариантные
псевдоримановы метрики g на M находятся во взаимно-однозначном соответствии
с инвариантными симметрическими невырожденными билинейными формами B
на G-модуле ḡ/g [11]. Билинейная форма B также является инвариантной би-
линейной формой на g-модуле ḡ/g: B(x.v1, v2) + B(v1, x.v2) = 0 для всех x ∈ g,
v1, v2 ∈ ḡ/g. Каждое псевдориманово однородное пространство (G,M,g), codimḡ g 6 4
описывается тройкой (ḡ, g, B), где (ḡ, g) — эффективная пара алгебр Ли, а B —
инвариантная симметричная невырожденная билинейная форма на g модуле ḡ/g.
Существует единственное (с точностью до эквивалентности) псевдориманово одно-
родное пространство (G,M,g), соответствующее (ḡ, g, B), такое, что M односвязно
и G связна [12]. Будем называть тройку (ḡ, g, B) локально псевдоримановым одно-
родным пространством. Там, где это не будет вызывать разночтения, будем отож-
дествлять подпространство, дополнительное к g в ḡ, и факторпространство m = ḡ/g.

2. ТРЕХМЕРНЫЕ РИМАНОВЫ ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Трехмерные римановы однородные пространства описываются в работе [12]
(псевдоримановы – в работе [13]):

Теорема 1. Пусть (ḡ, g, B) – трехмерное локально риманово однородное
пространство и g 6= {0}. Оно эквивалентно только одной из следующих троек:

1.3.1 λ = 0 ḡ = (so(2)⋌ R2)× R, g = so(2)

e1 u1 u2 u3
e1 0 −u2 u1 0

u1 u2 0 0 0

u2 −u1 0 0 0

u3 0 0 0 0

, B =



ε1 0 0

0 ε1 0

0 0 ε2


 , ε1, ε2 = ±1;

1.3.2 λ = 0

e1 u1 u2 u3
e1 0 −u2 u1 0

u1 u2 0 0 u1
u2 −u1 0 0 u2
u3 0 −u1 −u2 0

, B =



ε 0 0

0 ε 0

0 0 a


 , ε = ±1, a 6= 0;

1.3.3 ḡ = sl(2,R)× R

e1 u1 u2 u3
e1 0 −u2 u1 0

u1 u2 0 e1 + u3 0

u2 −u1 −e1 − u3 0 0

u3 0 0 0 0

, B =



a 0 0

0 a 0

0 0 b


 , ab 6= 0;
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1.3.4 ḡ = su(2)× R

e1 u1 u2 u3
e1 0 −u2 u1 0

u1 u2 0 −e1 + u3 0

u2 −u1 e1 − u3 0 0

u3 0 0 0 0

, B =



a 0 0

0 a 0

0 0 b


 , ab 6= 0;

1.3.5 ḡ = sl(2,R)× R, g = so(2)

e1 u1 u2 u3
e1 0 −u2 u1 0

u1 u2 0 e1 0

u2 −u1 −e1 0 0

u3 0 0 0 0

, B =



a 0 0

0 a 0

0 0 ε


 , a 6= 0, ε = ±1;

1.3.6 ḡ = su(2)× R, g = so(2)

e1 u1 u2 u3
e1 0 −u2 u1 0

u1 u2 0 −e1 0

u2 −u1 e1 0 0

u3 0 0 0 0

, B =



a 0 0

0 a 0

0 0 ε


 , a 6= 0, ε = ±1;

1.3.7

e1 u1 u2 u3
e1 0 −u2 u1 0

u1 u2 0 u3 0

u2 −u1 −u3 0 0

u3 0 0 0 0

, B =



ε 0 0

0 ε 0

0 0 a


 , ε = ±1, a 6= 0;

3.5.1 ḡ = so(3)⋌ R3, g = so(3)

e1 e2 e3 u1 u2 u3
e1 0 e3 −e2 −u3 0 u1
e2 −e3 0 e1 −u2 u1 0

e3 e2 −e1 0 0 −u3 u2
u1 u3 u2 0 0 0 0

u2 0 −u1 u3 0 0 0

u3 −u1 0 −u2 0 0 0

, B = ±



1 0 0

0 1 0

0 0 1


;

3.5.2 ḡ = so(4) ∼= su(2)× su(2), g = so(3) ∼= su(2)

e1 e2 e3 u1 u2 u3
e1 0 e3 −e2 −u3 0 u1
e2 −e3 0 e1 −u2 u1 0

e3 e2 −e1 0 0 −u3 u2
u1 u3 u2 0 0 e2 e1
u2 0 −u1 u3 −e2 0 e3
u3 −u1 0 −u2 −e1 −e3 0

, B =



a 0 0

0 a 0

0 0 a


 , a 6= 0;
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3.5.3 ḡ = so(3, 1), g = so(3) ∼= su(2)

e1 e2 e3 u1 u2 u3
e1 0 e3 −e2 −u3 0 u1
e2 −e3 0 e1 −u2 u1 0

e3 e2 −e1 0 0 −u3 u2
u1 u3 u2 0 0 −e2 −e1
u2 0 −u1 u3 e2 0 −e3
u3 −u1 0 −u2 e1 e3 0

, B =



a 0 0

0 a 0

0 0 a


 , a 6= 0.

Здесь ei (i = 1, 3) – базис g, u1, u2, u3 – базис m, нумерация пар соответствует
приведенной в [14].

3. ГЕОМЕТРИЯ ТРЕХМЕРНЫХ РИМАНОВЫХ ОДНОРОДНЫХ
ПРОСТРАНСТВ

Аффинной связностью на паре (ḡ, g) называется такое отображение Λ : ḡ→ gl(m),
что его ограничение на g есть изотропное представление подалгебры, а все
отображение является g-инвариантным. Тензоры кручения T ∈ Inv T2

1(m) и
кривизны R ∈ Inv T3

1(m) для всех x, y ∈ ḡ имеют, соответственно, вид
T (xm, ym)=Λ(x)ym−Λ(y)xm−[x, y]m, R(xm, ym)=[Λ(x),Λ(y)]−Λ([x, y]). Риманова связность,
соответствующая форме B, находится из соотношения

Λ(x)ym =
1

2
[x, y]m + u(x, y),

где 2B(u(x, y), z) = B(x, [z, y]m) + B([z, x]m, y) для всех x, y, z ∈ m. Существует
единственная риманова связность без кручения, называемая Леви–Чевита
связностью.

Тензор Риччи определяется через тензор кривизны следующим образом:

Ric(x, y) = tr{z → R(z, x)y},

где x, y, z — произвольные касательные векторы на многообразии.
С тензором Риччи связано несколько геометрических свойств многообразия.

Многообразие (M,g) называется Риччи-плоским, если тензор Риччи тождественно
равен нулю. Более общее условие — многообразие является Эйнштейновым, ес-
ли Ric = λg для некоторой константы λ. Условие Риччи-параллельности —
ковариантная производная тензора Риччи равна нулю. Если ковариантная производ-
ная тензора кривизны равна нулю, т. е. Λ(R) = 0, многообразие называется локально
симметрическим.

Конформно-плоские многообразия — многообразия, окрестность каждой точки
которых может быть конформно отображена на область евклидова пространства.
Если размерность многообразия не менее четырех, то многообразие является кон-
формно плоским при равенстве нулю тензора Вейля

W (x, y, z, v) = R(x, y, z, v) +R/2{g(x, v)g(y, z)− g(x, z)g(y, v)} − {g(x, v) Ric(y, z)−

−Ric(x, z)g(y, v) + Ric(x, v)g(y, z)− g(x, z) Ric(y, v)},

где x, y, z, v — произвольные касательные векторы на многообразии (а R —
скалярная кривизна). В размерности три тензор Вейля всегда равен нулю, вместо
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него применяется тензор Коттона (тензор Схоутена –Вейля), который на римановом
многообразии задается как тензор 3-го ранга, определяемый с помощью метрики:

C(x, y, z) = ∇z Ric(x, y)−∇y Ric(x, z) +
1

2(n− 1)
(∇yRg(x, z)−∇zRg(x, y)) ,

где x, y, z ∈ m. В размерности три равенство нулю тензора Коттона является необхо-
димым и достаточным условием того, что многообразие конформно-плоское [15].

Риччи-плоские, Эйнштейновы, Риччи-параллельные, локально-симметрические и
конформно-плоские пространства описываются в следующей теореме.

Теорема 2. Пусть (ḡ, g, B) — одно из трехмерных локально римановых
однородных пространств, представленных в теореме 1. Риччи-плоские,
Эйнштейновы, Риччи-параллельные, локально-симметрические и конформно-
плоские пространства выписаны в табл. 1 и 2.

Таблица 1 / Table 1

Риччи-плоские, Эйнштейновы и Риччи-параллельные пространства

Ricci-flat, Einstein and Ricci-parallel spaces

Пара Риччи-плоское Эйнштейново Риччи-параллельное

Pair Ricci-flat Einstein Ricci-parallel

1.3.1. да / yes да / yes (λ = 0) да / yes

1.3.2 нет / no да / yes (λ = −2/a) да / yes

1.3.3 нет / no при / for b = −a (λ = −1/(2a)) при / for b = −a

1.3.4 нет / no при / for b = a (λ = 1/(2a)) при / for b = a

1.3.5 нет / no нет / no да / yes

1.3.6 нет / no нет / no да / yes

1.3.7 нет / no нет / no нет / no

3.5.1 да / yes да / yes (λ = 0) да / yes

3.5.2 нет / no да / yes (λ = −2/a) да / yes

3.5.3 нет / no да / yes (λ = 2/a) да / yes

Таблица 2 / Table 2

Локально-симметрические и конформно-плоские пространства

Locally symmetric and conformally flat spaces

Пара Локально-симметрическое Конформно-плоское

Pair Locally-symmetric Conformally-flat

1.3.1. да / yes да / yes (R = 0)

1.3.2 да / yes да / yes (R = −6/a)

1.3.3 при / for b = −a при / for b = −a (R = −(b+ 4a)/(2a2))

1.3.4 при / for b = a при / for b = a (R = (4a− b)/(2a2))

1.3.5 да / yes да / yes (R = −2/a)

1.3.6 да / yes да / yes (R = 2/a)

1.3.7 нет / no нет / no (R = −a/2)

3.5.1 да / yes да / yes (R = 0)

3.5.2 да / yes да / yes (R = −6/a)

3.5.3 да / yes да / yes (R = 6/a)
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Доказательство. Поскольку ограничение Λ : ḡ → gl(m) на g есть изотропное
представление подалгебры, связность однозначно определяется своими значениями
на m. Будем выписывать ее через образы базисных векторов Λ(u1), Λ(u2), Λ(u3),
тензор кривизны R будем выписывать его значениями R(u1, u2), R(u1, u3), R(u2, u3),
а кручения T — его значениями T (u1, u2), T (u1, u3), T (u2, u3).

Рассмотрим, например, случай 1.3.3. Аффинная связность имеет вид [12] (по
умолчанию все параметры принадлежат R)


0 0 p13
0 0 p23
p31 p32 0


 ,




0 0 −p23
0 0 p13
−p32 p31 0


 ,



r11 r12 0

−r12 r11 0

0 0 r33


 .

Связность является связностью Леви–Чевита (Λ(x)ym = 1
2
[x, y]m + u(x, y), где

2B(u(x, y), z) = B(x, [z, y]m) + B([z, x]m, y)) при выполнении следующих условий:
2p31b = 0, (2p32−1)b = 0, 2p13a = 0, 2p23a+b = 0,−(2p32−1)b = 0, 2p31b = 0,−2p23a−b=0,

2p13a = 0, 2r11a = 0,−2r12a+ b = 0, 2r12a− b = 0, 2r11a = 0, 2r33b = 0.
Тогда p13 = 0, p23 = −b/(2a), p31 = 0, p32 = 1/2, r11 = 0, r12 = b/(2a), r33 = 0, а
связность имеет вид, представленный в табл. 3.

Таблица 3 / Table 3

Аффинные связности / Affine connections

Пара / Pair Аффинная связность / Affine connection

1.3.1 нулевая / zero

1.3.2




0 0 1

0 0 0

−ε/a 0 0


 ,



0 0 0

0 0 1

0 −ε/a 0


 ,



0 0 0

0 0 0

0 0 0


 ,

1.3.3



0 0 0

0 0 −b/(2a)

0 1/2 0


 ,




0 0 b/(2a)

0 0 0

−1/2 0 0


 ,




0 b/(2a) 0

−b/(2a) 0 0

0 0 0


 ,

1.3.4



0 0 0

0 0 −b/(2a)

0 1/2 0


 ,




0 0 b/(2a)

0 0 0

−1/2 0 0


 ,




0 b/(2a) 0

−b/(2a) 0 0

0 0 0


 ,

1.3.5, 1.3.6 нулевая / zero

1.3.7



0 0 0

0 0 −aε/2

0 1/2 0


 ,




0 0 aε/2

0 0 0

−1/2 0 0


 ,




0 aε/2 0

−aε/2 0 0

0 0 0


 ,

3.5.1–3.5.3 нулевая / zero

Тензор кривизны R(xm, ym) = [Λ(x),Λ(y)]−Λ([x, y]) инвариантной аффинной
связности:

R(u1, u2) =



−p13p32+p23p31−r11 p13p31+p23p32−1−r12 0

−p23p32−p13p31+1+r12 −p13p32+p23p31−r11 0

0 0 −2p23p31+2p13p32−r33


,

R(u1, u3) =




0 0 p13r33−r11p13−r12p23
0 0 p23r33+r12p13−r11p23

p31r11−p32r12−r33p31 p31r12+p32r11−r33p32 0


,

R(u2, u3) =




0 0 −p23r33−r12p13+r11p23
0 0 p13r33−r11p13−r12p23

−p32r11−p31r12+r33p32 p31r11−p32r12−r33p31 0


.
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Тензор кручения T (xm, ym) = Λ(x)ym−Λ(y)xm− [x, y]m имеет вид T (u1, u2) =
= (0, 0, 2p32−1), T (u1, u3) = (p13−r11, p23+r12, 0), T (u2, u3) = (−p23−r12, p13−r11, 0).
Для связности Леви–Чевита тензор кривизны примет вид, представленный в табл. 4,
а тензор кручения нулевой.

Таблица 4 / Table 4

Тензоры кривизны / Curvature tensors

Пара / Pair Тензор кривизны / Curvature tensor

1.3.1 нулевой / zero

1.3.2




0 −ε/a 0

ε/a 0 0

0 0 0


 ,




0 0 −1

0 0 0

ε/a 0 0


 ,



0 0 0

0 0 −1

0 ε/a 0


 ,

1.3.3




0 −(3b+ 4a)/(4a) 0

(3b+ 4a)/(4a) 0 0

0 0 0


 ,




0 0 b2/(4a2)

0 0 0

−b/(4a) 0 0


 ,



0 0 0

0 0 b2/(4a2)

0 −b/(4a) 0


 ,

1.3.4




0 (−3b+ 4a)/(4a) 0

(3b− 4a)/(4a) 0 0

0 0 0


 ,




0 0 b2/(4a2)

0 0 0

−b/(4a) 0 0


 ,



0 0 0

0 0 b2/(4a2)

0 −b/(4a) 0


 ,

1.3.5



0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 ,



0 0 0

0 0 0

0 0 0


 ,



0 0 0

0 0 0

0 0 0


 ,

1.3.6




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 ,



0 0 0

0 0 0

0 0 0


 ,



0 0 0

0 0 0

0 0 0


 ,

1.3.7




0 −3εa/4 0

3εa/4 0 0

0 0 0


 ,




0 0 a2/4

0 0 0

−εa/4 0 0


 ,



0 0 0

0 0 a2/4

0 −εa/4 0


 ,

3.5.1 нулевой / zero

3.5.2



0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 ,



0 0 −1

0 0 0

1 0 0


 ,



0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 ,

3.5.3




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 ,




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 ,



0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 ,

Алгебра Ли группы голономии инвариантной связности Λ : ḡ → gl(3,R) на паре
(ḡ, g) – это подалгебра алгебры Ли gl(3,R) вида V + [Λ(ḡ), V ] + [Λ(ḡ), [Λ(ḡ), V ]] + . . . ,
где V — подпространство, порожденное множеством {[Λ(x),Λ(y)]−Λ([x, y])|x, y ∈ ḡ}.

Прямыми вычислениями получаем, что алгебра голономии имеет вид, представ-
ленный в табл. 5. Тогда тензор Риччи Ric(x, y) = tr{z → R(z, x)y} примет вид
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Ric =

=



p23p32+p13p31−1−r12−p31r11+p32r12+r33p31 p13p32−p23p31+r11−p31r12−p32r11+r33p32 0

−p13p32+p23p31−r11+p32r11+p31r12−r33p32 p23p32+p13p31−1−r12−p31r11+p32r12+r33p31 0

0 0 H


,

где H = 2p13r33−2r11p13−2r12p23. Следовательно, при p13 = 0, p23 = −b/(2a), p31 = 0,
p32 = 1/2, r11 = 0, r12 = b/(2a), r33 = 0 (для связности Леви–Чевита) тензор Риччи
имеет вид, представленный в табл. 6, а пространство не является Риччи-плоским
(так как тензор Риччи не равен нулю).

Таблица 5 / Table 5

Алгебры голономии / Holonomy algebras

Пара Алгебра голономии Пара Алгебра голономии

Pair Holonomy algebra Pair Holonomy algebra

1.3.1 нулевая / zero 3.5.1 нулевая / zero

1.3.3




0 −p1 −(b/a)p2
p1 0 −(b/a)p3
p2 p3 0


 1.3.4




0 −p1 −(b/a)p2
p1 0 −(b/a)p3
p2 p3 0




1.3.5




0 −p1 0

p1 0 0

0 0 0


 1.3.6




0 −p1 0

p1 0 0

0 0 0




1.3.7




0 −p1 −εap2
p1 0 −εap3
p2 p3 0


 1.3.2




0 −p1 −εap2
p1 0 −εap3
p2 p3 0




3.5.2




0 −p1 −p2
p1 0 −p3
p2 p3 0


 3.5.3




0 −p1 −p2
p1 0 −p3
p2 p3 0




Таблица 6 / Table 6

Тензоры Риччи / Ricci tensors

Пара Тензор Риччи Пара Тензор Риччи

Pair Ricci tensor Pair Ricci tensor

1.3.1 нулевой / zero 3.5.1 нулевой / zero

1.3.3



−(b+2a)/(2a) 0 0

0 −(b+2a)/(2a) 0

0 0 b2/(2a2)


 1.3.5



−1 0 0

0 −1 0

0 0 0




1.3.4



(−b+2a)/(2a) 0 0

0 (−b+2a)/(2a) 0

0 0 b2/(2a2)


 1.3.6



1 0 0

0 1 0

0 0 0




1.3.7



−εa/2 0 0

0 −εa/2 0

0 0 a2/2


 1.3.2



−2ε/a 0 0

0 −2ε/a 0

0 0 −2




3.5.2



−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2


 3.5.3



2 0 0

0 2 0

0 0 2



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Для связности Леви–Чевита

Ric−λB=



−(b+ 2a+ 2λa2)/(2a) 0 0

0 −(b+ 2a+ 2λa2)/(2a) 0

0 0 −b(−b+ 2λa2)/(2a2)


,

т. е. при λ = −1/(2a) и b = −a пространство Эйнштейново (поскольку Ric = λB).
Пространство является Риччи-параллельным, если ковариантная производная

тензора Риччи равна нулю, т.е. если b(a + b)/(2a2) = 0, а локально симметрическим
при Λ(R) = 0, т.е. при b(a+ b)/(2a) = 0. Скалярная кривизна

R=−2(−bp23p32−bp13p31+b+br12+bp31r11−bp32r12−p31br33−ap13r33+p13ar11+p23ar12)/(ab),

для связности Леви–Чевита R = −(b+4a)/(2a2). Пространство является конформно-
плоским при равенстве нулю тензора Коттона, для связности Леви–Чевита по-
лучаем, что b(a+ b)/a2 = 0, т.е. b = −a.

Аналогично рассмотрим теперь, например, случай 3.5.2. Аффинная связность
имеет вид [12]



0 0 0

0 0 p23
0 −p23 0


 ,




0 0 −p23
0 0 0

p23 0 0


 ,




0 p23 0

−p23 0 0

0 0 0


 .

Связность является связностью Леви–Чевита при 2p23a = 0, тогда p23 = 0, она
имеет вид, представленный в табл. 3. Тензор кривизны инвариантной аффинной
связности:




0 −p223 − 1 0

p223 + 1 0 0

0 0 0


 ,




0 0 −p223 − 1

0 0 0

p223 + 1 0 0


 ,



0 0 0

0 0 −p223 − 1

0 p223 + 1 0


 .

Тензор кручения — (0, 0,−2p23), (0, 2p23, 0), (−2p23, 0, 0). Для связности Леви–
Чевита тензор кривизны примет вид, представленный в табл. 4, тензор кручения
нулевой, а алгебра голономии имеет вид, представленный в табл. 5. Тензор Риччи —

Ric =



−2p223 − 2 0 0

0 −2p223 − 2 0

0 0 −2p223 − 2


 ,

т. е. пространство не является Риччи-плоским при p23 = 0 (поскольку тензор Риччи
не равен нулю), тензор Риччи для связности Леви–Чевита выписан в табл. 6. Ска-
лярная кривизна R = 3/a(−2p223−2). Находим Ric−λB. Очевидно, что при λ = −2/a
(и p23 = 0) пространство Эйнштейново. Также получаем, что (для связности Леви–
Чевита) пространство является Риччи-параллельным, локально симметрическим и
конформно-плоским (скалярная кривизна R = −3/(2a)).

Остальные случаи рассматриваются аналогично.
Прямыми вычислениями для всех римановых однородных пространств получаем,

что связности Леви–Чевита имеют вид, приведенный в табл. 3, а их тензоры
кривизны — вид, приведенный в табл. 4 (тензоры кручения во всех случаях ну-
левые).

Алгебры голономии указанных связностей приведены в табл. 5.
Тензоры Риччи Ric(x, y) = tr{z → R(z, x)y} указанных связностей приведены в

табл. 6, скалярные кривизны R — в табл. 2. �
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, для всех трехмерных римановых однородных пространств опре-
делено, при каких условиях пространство является Риччи-плоским, Эйнштейновым,
Риччи-параллельным, локально-симметрическим или конформно-плоским. Кроме
этого, для всех указанных пространств выписаны в явном виде связности Леви–
Чевита, тензоры кривизны и кручения, алгебры голономии, скалярные кривизны,
тензоры Риччи. Полученные результаты могут найти приложения в математике и
физике, поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях сводятся к
изучению инвариантных объектов на однородных пространствах.

Окончание следует.
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The problem of establishing links between the curvature and the topological structure of a mani-

fold is one of the important problems of geometry. In general, the purpose of the research of

manifolds of various types is rather complicated. Therefore, it is natural to consider this prob-

lem for a narrower class of pseudo-Riemannian manifolds, for example, for the class of homo-

geneous pseudo-Riemannian manifolds. The basic notions — such as an isotropically-faithful

pair, a pseudo-Riemannian homogeneous space, an affine connection, curvature and torsion

tensors, Levi–Cevita connection, Ricci tensor, Ricci-flat space, Einstein space, Ricci-parallel

space, locally-symmetric space, conformally-flat space — are defined. In this paper, for all three-

dimensional Riemannian homogeneous spaces, it is determined under what conditions the space

is Ricci-flat, Einstein, Ricci-parallel, locally-symmetric or conformally-flat. In addition, Levi–Cevita

connections, curvature and torsion tensors, holonomy algebras, scalar curvatures, Ricci tensors

are written out in explicit form for all these spaces. The results can be applied in mathematics and

physics, since many fundamental problems in these fields are reduced to the study of invariant

objects on homogeneous spaces.

Keywords: transformation group, Riemannian manifold, Ricci tensor, Einstein space, conformally-

flat space.
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Universal graphic automatonAtm(G,G′) is the universally attracting object in the category of auto-

mata, for which the set of states is equipped with the structure of a graph G and the set of output

symbols is equipped with the structure of a graph G′ preserved by transition and output functions

of the automata. The input symbol semigroup of the automaton is S(G,G′) = EndG×Hom(G,G′).

It can be considered as a derivative algebraic system of the mathematical objectAtm(G,G′) which

contains useful information about the initial automaton. It is common knowledge that properties

of the semigroup are interconnected with properties of the algebraic structure of the automaton.

Hence, we can study universal graphic automata by researching their input symbol semigroups.

For these semigroups it is interesting to study the problem of definability of universal graphic auto-

mata by their input symbol semigroups— under which conditions are the input symbol semigroups

of universal graphic automata isomorphic. This is the subject we investigate in the present paper.

The main result of our study states that the input symbol semigroups of universal graphic automata

over reflexive graphs determine the initial automata up to isomorphism and duality of graphs if the

state graphs of the automata contain an edge that does not belong to any cycle.
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INTRODUCTION

One of the main trends of the modern algebra is the generalized Galois theory, the
basis of which was laid in the research of E. Galois and which is devoted to the study of
mathematical objects by means of some derivative algebraic systems connected with the
objects in a special way. Various algebraic systems, topological spaces, formal languages
and many others were considered as initial mathematical objects, and automorphism
groups and endomorphism semigroups of algebraic systems, homeomorphism groups
and semigroups of continuous transformations of topological spaces, syntactic monoids
of formal languages and many others were considered as derivative algebraic systems.
Such studies for automorphism groups of algebraic systems, endomorphism semigroups
of graphs, endomorphism rings of modules, and other derivative algebraic systems were
very successfully carried out by B. I. Plotkin [1], A. G. Pinus [2,3], L. M. Gluskin [4,5],
Yu. M. Vazhenin [6,7], A. V. Mikhalev [8] and many other algebraists. S. Ulam in his
well-known book [9] has mentioned the problem of characterization of mathematical
objects by their endomorphisms and automorphisms.
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The generalized Galois theory also includes studies of structured automata, in which
the systems of states and output symbols are objects of some category K (see, for
example, review in [10]). In this case an automaton is considered as an initial mathe-
matical object and the semigroup of input symbols is considered as a derivative algebraic
system. For example, L. M. Gluskin, Yu. M. Vazhenin and other authors (see, review
in [11]) investigated the endomorphism semigroups of graphs that can be considered
as graphic semi-automata (i.e. automata without output symbols, for which the state
systems are objects of the graph category Gr). In particular, Yu. M. Vazhenin in his
studies [7] considered graphic semi-automata for graphs that contain an edge which
does not belong to any cycle. The main result of the paper states that such graphic
semi-automata are completely determined (up to isomorphism and duality of graphs) by
their semigroups of input symbols.

In this paper we generalize this result for graphic automata, in which the systems of
states and output symbols are objects of the graph category Gr. For any graphs G, G′,
in the category of all graphic automata with the state graph G and the output symbol
graph G′ there exists the universally attracting object Atm(G,G′) which is called a
universal graphic automata over the graphs G, G′. The main result of the paper —
Theorem 1 — states that for a reflexive graph G that contains an edge which does not
belong to any cycle and a reflexive graph G′ the automaton Atm(G,G′) is completely
determined (up to isomorphism and duality of graphs) by its input symbol semigroup.

The main result of this paper was announced in [12].

1. PRELIMINARIES

As a preliminary, we introduce some basic terminology from the theory of semi-
groups, the theory of automata and the theory of graphs that will be used and state the
necessary notation. The reader interested in further details may consult, for instance,
A. H. Clifford and G. B. Preston [13], B. I. Plotkin [10], A. M. Bogomolov and V. N. Sa-
lii [14], F. Harary [15].

Let X, Y be arbitrary sets and let ρ ⊂ X × Y be a binary relation. We
put dom ρ = {x ∈ X : (∃y ∈ Y )(x, y) ∈ ρ}, ρ−1 = {(y, x) ∈ Y × X : (x, y) ∈ ρ}.
By a mapping of a set X to a set Y, denoted ϕ : X → Y we mean a single-valued
binary relation ϕ ⊂ X × Y such that domϕ = X. For an element x ∈ X, the image of x
under ϕ is denoted by ϕ(x). For a subset A ⊂ X, let us denote ϕ(A) = {ϕ(x) | x ∈ A}.

A mapping ϕ : X → {x} denoted cx is called a constant mapping of a set X to
an element x. A mapping of a set X to itself is called a transformation of X. The
identity transformation of a set X is denoted by ∆X . A one-to-one mapping ϕ : X → Y
satisfying ϕ(X) = Y is called a bijection of X onto Y. In this case the inverse mapping
ϕ−1 : Y → X is defined by the formula ϕ−1(y) = x⇔ ϕ(x) = y.

For mappings ϕ : X → Y, ψ : Y → Z, the composition ϕψ : X → Z is defined by the
formula (ϕψ)(x) = ψ(ϕ(x)) for x ∈ X. Denote the Cartesian product ϕ× ϕ = ϕ2, where
ϕ2(x1, x2) = (ϕ(x1), (ϕ(x2)) for x1, x2 ∈ X.

Following [14], by a graph we mean an algebraic structure G = (X, ρ), where X is a
non-empty set and ρ is a binary relation ρ ⊂ X ×X that is called an adjunct relation.
The elements of X and ρ are called vertices and edges, respectively. The edge (x, x) ∈ ρ
is called a loop. Vertices x, y ∈ X are called adjacent if (x, y) ∈ ρ or (y, x) ∈ ρ.
If e = (x, y) is an edge then e is said to join the vertex x with the vertex y. Edges
e1 = (x1, y1), e2 = (x2, y2) are called adjacent if y1 = x2. A sequence of adjacent edges
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(x0, x1), (x1, x2), . . . , (xn−2, xn−1), (xn−1, xn) is called a path from the vertex x0 to the
vertex xn. In case of equality x0 = xn, the path is called a cycle.

A graph G = (X, ρ) is called reflexive if its adjunct relation ρ is a reflexive binary
relation, i.e. (x, x) ∈ ρ for any x ∈ X. Further, only reflexive graphs are considered.

For a graph G = (X, ρ) the graph G̃ = (X, ρ−1) is called the dual graph of G.
Let G = (X, ρ), G′ = (X ′, ρ′) be graphs. A mapping ϕ : X → X ′ is called a

homomorphism of G to G′, denoted ϕ : G→ G′, if the following condition holds:

(∀x, y ∈ X)((x, y) ∈ ρ⇒ (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ ρ′).

We denote by Hom(G,G′) the set of all homomorphisms of G to G′. Obviously, for
any vertex x ∈ X ′, satisfying (x, x) ∈ ρ′, the constant mapping cx : X → {x} is a
homomorphism of G to G′.

A homomorphism ϕ : G → G′ is called an isomorphism of G onto G′ if ϕ is a
bijection of X onto X ′ and the following condition holds:

(∀x, y ∈ X)((x, y) ∈ ρ⇔ (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ ρ′).

An isomorphism of G onto G̃′ is called an anti-isomorphism of G onto G′. Graphs G, G′

are called isomorphic (respectively, anti-isomorphic) if there is an isomorphism (re-
spectively, an anti-isomorphism) of G onto G′.

A homomorphism of a graph G = (X, ρ) to itself is called an endomorphism of G.
We denote by EndG the semigroup of all endomorphisms of G under the composition.
Obviously, the identity transformation ∆X of the vertex set X is an endomorphism of G.
Moreover, for any x ∈ X, the constant mapping cx : X → {x} is an endomorphism
of G.

For graphs G, G′, S(G,G′) let us denote the semigroup EndG×Hom(G,G′) equipped
with the following binary operation [10]

(ϕ, ψ) · (ϕ1, ψ1) = (ϕϕ1, ϕψ1),

where (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ1) ∈ EndG× Hom(G,G′).
We denote by Z(G,G′) the set of all right zeros of the semigroup S(G,G′) and

by U(G,G′) the set of all left identities of the semigroup S(G,G′). These sets are
respectively defined in the semigroup S(G,G′) by the formulas of the semigroup theo-
ry Φ(x) = (∀y)(yx = x) and Ψ(x) = (∀y)(xy = y). By analogy with the lemmas 2.1–
2.3 [16], it is easy to prove the following results.

Lemma 1. For any reflexive graphs G = (X, ρ), G′ = (X ′, ρ′), the semi-
group S(G,G′) satisfies the following conditions:

1) an element s ∈ S(G,G′) is a right zero of the semigroup S(G,G′) if and only
if there exist a ∈ X, b ∈ X ′ such that s = (ca, cb) for the constant mappings
ca : X → {a}, cb : X → {b};

2) an element s ∈ S(G,G′) is a left identity of the semigroup S(G,G′) if and only
if s = (∆X , ψ) for some ψ ∈ Hom(G,G′).

Lemma 2. Let G = (X, ρ), G′ = (X ′, ρ′) be reflexive graphs. Then the formula of
the semigroup theory

Σ(x, y) = Φ(x) ∧ Φ(y) ∧ (∀e)(Ψ(e)⇒ xe = ye)

defines the binary relation ε(G,G′) on the semigroup S(G,G′), such that the following
statements hold:
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1) ε(G,G′) is an equivalence on the set Z(G,G′) such that for any elements
s, s1 ∈ Z(G,G′), s ≡ s1(ε(G,G′)) if and only if s = (ca, cx), s1 = (ca, cy), for
some a ∈ X and x, y ∈ X ′;

2) for any right zero s = (ca, cb) of the semigroup S(G,G′) the equivalence class
ε(G,G′)(s) is {(ca, cx) | x ∈ X

′}.

Following [10], by an automaton we mean a system A = (X,S,X ′, δ, λ) consisting
of a set of states X, a semigroup of input symbols S, a set of output symbols X ′, a
transition function δ : X × S → X and an output function λ : X × S → X ′ such that

δ(x, st) = δ(δ(x, s), t) and λ(x, st) = λ(δ(x, s), t)

for any x ∈ X and s, t ∈ S.
For every s ∈ S, we define the mappings δs : X → X, λs : X → X ′ by the formulas

δs(x) = δ(x, s), λs(x) = λ(x, s),

where x ∈ X.
An automaton A = (X,S,X ′, δ, λ) is said to be graphic if its sets X and X ′ are

equipped with structures of graphs G = (X, ρ) and G′ = (X ′, ρ′) such that for every
s ∈ S the transition function δs is an endomorphism of G and the output function λs
is a homomorphism of G to G′ respectively. In this case we denote the automaton by
A = (G,S,G′, δ, λ).

By a homomorphism of a graphic automaton A = (G,S,G′, δ, λ) into a graphic
automaton A1 = (G1, S1, G

′
1, δ1, λ1) we mean an ordered triplet γ = (f, π, g), consis-

ting of homomorphisms f : G → G1, π : S → S1, g : G′ → G′1, such that, for any
x ∈ X, s, t ∈ S, the following conditions hold

π(s · t) = π(s) · π(t), f(δ(x, s)) = δ1(f(x), π(s)), g(λ(x, s)) = λ1(f(x), π(s)).

A homomorphism γ = (f, π, g) of A to A1 is called an isomorphism of the automaton
A onto the automaton A1 if f : G→ G1, π : S → S1, g : G

′ → G′1 are isomorphisms.
An important example of a graphic automaton is given by the following algebraic

system
Atm(G,G′) = (G,S(G,G′), G′, δ◦, λ◦),

where G = (X, ρ), G′ = (X ′, ρ′) are graphs and for every x ∈ X, (ϕ, ψ) ∈ S(G,G′) the
equalities δ◦(x, (ϕ, ψ)) = ϕ(x), λ◦(x, (ϕ, ψ)) = ψ(x) hold. It is easy to verify that the
automaton Atm(G,G′) satisfies the following universal property: for any graphic auto-
maton A = (G,S,G′, δ, λ) there exists a homomorphism π : S → S(G,G′) such that
γ = (∆X , π,∆X′) is a homomorphism of A to Atm(G,G′). For this reason the automa-
ton Atm(G,G′) is called [10] a universal graphic automaton over the graphs G, G′.

2. MAIN RESULT

The main result of this paper gives us the following solution of the problem of
definability of universal graphic automata by their input symbol semigroups.

Theorem 1. Let G, G′, G1, G
′
1 be reflexive graphs, such that the graph G contains

an edge which does not belong to any cycle, and Atm(G,G′), Atm(G1, G
′
1) be the

universal graphic automata over the graphs G, G′ and G1, G
′
1 respectively. Then the

following conditions are equivalent:
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1) the graphs G, G′ are isomorphic to the graphs G1, G
′
1 or to the dual graphs

G̃1, G̃′1 respectively;
2) the semigroups of input symbols S(G,G′), S(G1, G

′
1) of the automata Atm(G,G′),

Atm(G1, G
′
1) are isomorphic;

3) the automaton Atm(G,G′) is isomorphic to the automaton Atm(G1, G
′
1) or to the

automaton Atm(G̃1, G̃′1) over the dual graphs G̃1, G̃′1.

Proof. Obviously, 3) implies 1), 2). On the other hand, any isomorphisms
f : G→ G1, g : G

′ → G′1 determine a mapping π : S(G,G′) → S(G1, G
′
1) by the for-

mula
π(ϕ, ψ) = (f 2(ϕ), (f × g)(ψ)),

where (ϕ, ψ) ∈ S(G,G′). Indeed, by the definition, the image f 2(ϕ) = f−1ϕf is an
endomorphism of G1 and the image (f × g)(ψ) = f−1ψg is a homomorphism of G1

to G′1. It is easy to verify that π is an isomorphism of the semigroup S(G,G′) onto the
semigroup S(G1, G

′
1) such that the ordered triplet γ = (f, π, g) is an isomorphism of the

automaton Atm(G,G′) onto the automaton Atm(G1, G
′
1).

Similarly, any isomorphisms f, g of the graphs G, G′ onto the dual graphs

G̃1, G̃′1 determine an isomorphism π : S(G,G′) → S(G̃1, G̃′1) by the formula
π(ϕ, ψ) = (f 2(ϕ), (f × g)(ψ)) (here (ϕ, ψ) ∈ S(G,G′)) such that the ordered tri-
plet γ = (f, π, g) is an isomorphism of the automaton Atm(G,G′) onto the automa-

ton Atm(G̃1, G̃′1). Hence, 1) implies 3).
Let us now verify that 2) implies 1). Let π be an isomorphism of the semi-

group S(G,G′) onto the semigroup S(G1, G
′
1). It is well-known that any isomorphism

holds the true value of formulas of the semigroup theory. In particular, the isomor-
phism π preserves the true value of the formulas Φ(x), Ψ(x) and Σ(x, y). It follows that π
maps the set Z(G,G′) of right zeros of the semigroup S(G,G′) onto the set Z(G1, G

′
1)

of right zeros of the semigroup S(G1, G
′
1) and the set U(G,G′) of left identities of the

semigroup S(G,G′) onto the set U(G1, G
′
1) of left identities of the semigroup S(G1, G

′
1).

Moreover, by lemma 2 the Cartesian product π2 maps the equivalence ε = ε(G,G′) on
the semigroup S(G,G′) onto the equivalence ε1 = ε(G1,G′

1)
on the semigroup S(G1, G

′
1).

In view of lemma 1, for any a ∈ X, a′ ∈ X ′, there exist a1 ∈ X1, a
′
1 ∈ X ′

1 such that
π(ca, ca′) = (ca1 , ca′1). Hence, π maps the equivalence class ε(ca, ca′) onto the equivalence
class ε1(ca1 , ca′1). It follows that the formulas f(a) = a1 and ga(a

′) = a′1 determine the
mappings f : X → X1 and ga : X

′ → X ′
1 (a ∈ X) such that the equality holds

π(ca, ca′) = (cf(a), cga(a′)). (1)

It is easy to verify that f is a bijection of X onto X1 and for every a ∈ X, ga is a
bijection of X ′ onto X ′

1.
Consider (ϕ, ψ) ∈ S(G,G′) and for arbitrary a ∈ X we denote

ϕ(a) = b, ψ(a) = d. (2)

By definition of S(G,G′) for any y ∈ X ′ the equalities hold

(ca, cy) · (ϕ, ψ) = (caϕ, caψ) = (cϕ(a), cψ(a)).

Then (2) is equivalent to the equality (ca, cy) · (ϕ, ψ) = (cb, cd).
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By definition of the isomorphism π,

π(ca, cy) · π(ϕ, ψ) = π(cb, cd). (3)

Let us denote π(ϕ, ψ) = (ϕ′, ψ′). By (1),

π(ca, cy) = (cf(a), cga(y)), π(cb, cd) = (cf(b), cgb(d)).

Then (3) implies

(cf(a), cga(y)) · (ϕ
′, ψ′) = (cf(b), cgb(d)).

On the other hand,

(cf(a), cga(y)) · (ϕ
′, ψ′) = (cf(a)ϕ

′, cf(a)ψ
′) = (cϕ′(f(a)), cψ′(f(a))).

Hence,

(cϕ′(f(a)), cψ′(f(a))) = (cf(b), cgb(d)),

which is equivalent to the following condition

ϕ′(f(a)) = f(b) = f(ϕ(a)), ψ′(f(a)) = gb(d) = gϕ(a)(ψ(a)). (4)

Then (4) implies that fϕ′ = ϕf, ϕ′ = f−1ϕf = f 2(ϕ) and ψ′ = ψϕ, where the mapping
ψϕ : X1 → X ′

1 is defined by the formula

ψϕ(f(a)) = gϕ(a)(ψ(a))

for every a ∈ X.
Thus, for any (ϕ, ψ) ∈ S(G,G′), the following equality holds

π(ϕ, ψ) = (f 2(ϕ), ψϕ). (5)

It follows that the mapping π1 = f 2 is a bijection of the set EndG onto the set
EndG1. Moreover, it is obvious that f 2 preserves the composition. Hence, for any
ϕ, ϕ1 ∈ EndG the equality π1(ϕϕ1) = π1(ϕ)π1(ϕ1) holds. Then the mapping π1 is an
isomorphism of the semigroup EndG onto the semigroup EndG1. By the condition of
the theorem G is a reflexive graph with an edge (u0, v0) ∈ ρ which does not belong to
any cycle. It follows from [7] that the mapping f is an isomorphism of the graph G

onto the graph G1 or onto the dual graphs G̃1.
Suppose that f is an isomorphism of G onto G1. Hence (f(u0), f(v0)) ∈ ρ1 is an

edge of the graph G1, which does not belong to any cycle. Next we show that, for any
point a ∈ X the mapping ga is an isomorphism of the graph G′ onto the graph G′1. It
is easy to verify that for vertices x0, y0 ∈ X ′ the condition (x0, y0) ∈ ρ′ is equivalent
to the condition ψ2(u0, v0) = (x0, y0) for some homomorphism ψ ∈ Hom(G,G′). Indeed,
if ψ2(u0, v0) = (x0, y0) for some homomorphism ψ : G → G′ then (x0, y0) ∈ ρ′ by
the definition of graph homomorphism. On the other hand, let (x0, y0) ∈ ρ′. Define a
mapping ψ : X → X ′ by the following formula:

ψ(u) =

{
y0, if there exists a path from the vertex v0 to the vertex u,

x0, otherwise.
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We show that ψ is a homomorphism of the graph G to the graph G′. Let (s, t) ∈ ρ. If
there exists a path from the vertex v0 to the vertex s, then by the condition (s, t) ∈ ρ
there exists a path from the vertex v0 to the vertex t. Then by our definition of ψ
the conditions ψ(s) = ψ(t) = y0 hold. Since the graph G is reflexive, the conditions
(ψ(s), ψ(t)) = (y0, y0) ∈ ρ

′ hold. If there is no a path from the vertex v0 to the vertex s,
then by our definition of ψ the condition ψ(s) = x0 holds. Since ψ(t) ∈ {x0, y0} and the
graph G is reflexive, the condition (ψ(s), ψ(t)) ∈ ρ′ holds.

Thus, in any case the condition (s, t) ∈ ρ implies (ψ(s), ψ(t)) ∈ ρ′. Hence
ψ ∈ Hom(G,G′).

Since (f(u0), f(v0)) ∈ ρ1 is an edge of the graph G1, which does not belong to any
cycle, it is similar for vertices x′0, y

′
0 ∈ X

′
1 that the condition (x′0, y

′
0) ∈ ρ

′
1 is equivalent

to the condition ψ2(f(u0), f(v0)) = (x′0, y
′
0) for some homomorphism ψ ∈ Hom(G1, G

′
1).

Suppose that for vertices x0, y0 ∈ X ′ the condition (x0, y0) ∈ ρ′ holds. It is
equivalent to the condition ψ2(u0, v0) = (x0, y0) for some ψ ∈ Hom(G,G′). Hence
(ca, ψ) ∈ S(G,G′) and, as it was proved before, π((ca, ψ)) = (cf(a), ψ

ca) for the ho-
momorphism ψca ∈ Hom(G1, G

′
1). By our definition of the mapping ψca for any x ∈ X

the following equalities hold:

ψca(f(x)) = gca(x)(ψ(x)) = ga(ψ(x)).

In particular, for u0, v0 ∈ X the following equalities hold:

ψca(f(u0)) = ga(ψ(u0)) = ga(x0), ψca(f(v0)) = ga(ψ(v0)) = ga(y0).

It follows that the homomorphism ψca ∈ Hom(G1, G
′
1) maps the ordered

pair (f(u0), f(v0)) ∈ ρ1 to the ordered pair (ga(x0), ga(y0)) and the condition
(ga(x0), ga(y0)) ∈ ρ

′
1 holds.

Let us assume the converse case — for some vertices x′0, y
′
0 ∈ X ′

1 the condition
(x′0, y

′
0) ∈ ρ

′
1 holds. It is equivalent to the condition ψ2

1(f(u0), f(v0)) = (x′0, y
′
0) for some

homomorphism ψ1 ∈ Hom(G1, G
′
1). Hence, (cf(a), ψ1) ∈ S(G1, G

′
1) and by our definition

of the isomorphism π : S(G,G′) → S(G1, G
′
1) there exists (ϕ, ψ) ∈ S(G,G′) such that

π((ϕ, ψ)) = (cf(a), ψ1). From the previously proven part follows that cf(a) = f 2(ϕ) and
ψ1 = ψϕ. Since cf(a) = f−1ϕf the condition ϕ = fcf(a)f

−1 = ca holds. Hence

x′0 = ψ1(f(u0)) = ψca(f(u0)) = ga(ψ(u0)), ψ(u0) = g−1a (x′0),

y′0 = ψ1(f(v0)) = ψca(f(v0)) = ga(ψ(v0)), ψ(v0) = g−1a (y′0)

and the homomorphism ψ ∈ Hom(G,G′) maps the ordered pair (u0, v0) ∈ ρ to the
ordered pair (g−1a (x′0), g

−1
a (y′0)). Thus, (g−1a (x′0), g

−1
a (y′0)) ∈ ρ′ and ga is an isomorphism

of the graph G′ onto the graph G′1.

Similarly, if f is an isomorphism of the graph G onto the dual graphs G̃1, then all

mappings ga are isomorphisms of the graph G′ onto the dual graphs G̃′1, since in this
case the condition (u0, v0) ∈ ρ is equivalent to the condition (f(v0), f(u0)) ∈ ρ1 and
hence (x0, y0) ∈ ρ

′ is equivalent to (ga(y0), ga(x0)) ∈ ρ
′
1. Therefore, 2) implies 1). �

CONCLUSION

The results obtained shows that universal graphic automata over the graphs from a
wide class of graphs are completely determined (up to isomorphism and the duality of
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graphs) by their input symbol semigroups. Consequently, on the one hand, the characte-
ristics of the input symbol semigroups of universal graphic automata must be defined by
the characteristics of the automata, and on the other hand, the characteristics of these
semigroups must characterize the automata to same extent. This approach allows us
to study the properties of such automata by studying properties of their input symbols
semigroups.
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Об определяемости универсальных графических автоматов
своими полугруппами входных сигналов
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Универсальный графический автомат Atm(G,G′) — это универсально притягивающий

объект в категории автоматов, у которых множество состояний наделено структурой

графа G и множество выходных сигналов — структурой графа G′, сохраняющимися функ-

циями переходов и выходов автоматов. Полугруппа входных сигналов такого автомата

имеет вид S(G,G′) = EndG × Hom(G,G′). Она может рассматриваться как производ-

ная алгебраическая система математического объекта Atm(G,G′), которая содержит по-

лезную информацию об исходном объекте. Хорошо известно, что свойства такой полу-

группы взаимосвязаны со свойствами алгебраической структуры автомата. Следователь-

но, универсальные графические автоматы можно изучать путем исследования их по-

лугрупп входных сигналов. Для таких полугрупп представляет интерес проблема опреде-

ляемости универсальных графических автоматов своими полугруппами входных сигналов:

при каких условиях полугруппы входных сигналов универсальных графических автоматов

будут изоморфны. В данной работе мы исследовали эту проблему. Основной результат

нашей работы состоит в том, что универсальные графические автоматы над рефлек-

сивными графами определяются полугруппами своих входных сигналов с точностью до

изоморфизма и двойственности графов, если в графе состояний автомата найдется дуга,

не входящая ни в один орцикл.

Ключевые слова: обобщенная теория Галуа, автомат, граф, полугруппа, изоморфизм.
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Будем говорить, что для интерполяционного процесса Лагранжа –Штурма–Лиувилля

LSL
n (f, x) на классе функций F в точке x0 ∈ [0, π] имеет место принцип локализа-

ции, если из того, что для любых двух функций f и g, принадлежащих F , таких, что

в некоторой окрестности Oδ(x0), δ > 0 выполняется условие f(x) = g(x), следует

соотношение limn→∞

∣∣LSL
n (f, x0)− LSL

n (g, x0)
∣∣ = 0. Доказано, что для интерполяционных

процессов, построенных по собственным функциям регулярной задачи Штурма–Лиувилля

с непрерывным потенциалом ограниченной вариации, имеет место принцип локализации

на классе функций, интегрируемых в смысле Римана. Установлено, что для интерполя-

ционных процессов, построенных по собственным функциям регулярной задачи Штурма –

Лиувилля с необязательно непрерывным потенциалом ограниченной вариации, имеет

место принцип локализации на классе непрерывных на отрезке [0, π]функций. Рассмотрен

случай краевых условий третьего рода, из которых удалены граничные условия первого

рода. Аппроксимативные свойства операторов Лагранжа–Штурма–Лиувилля в точке

x0 ∈ [0, π] в обоих случаях зависят только от значений приближаемой функции лишь в

окрестности этой точки x0 ∈ [0, π].

Ключевые слова: интерполяционный процесс, собственные функции, приближение функ-

ции, принцип локализации.
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ВВЕДЕНИЕ

Г. И. Натансон в [1] установил, что для функций из класса Дини–Липшица
имеет место равномерная сходимость внутри интервала (0, π), т.е. равномерная на
любом компакте, содержащемся в (0, π), процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля
вида

LSLn (f, x) =
n∑

k=1

f(xk,n)
Un(x)

U ′n(xk,n)(x− xk,n)
=

n∑

k=1

f(xk,n)l
SL
k,n(x), (1)

❝© #$%&'& ➚✳ "✳✱ ✃'$,,-. ➴✳ ➘✳✱ ✷✵✷✵



➮!"✳ $%&%'✳ ()✲'%✳ ❮,"✳ -.&✳ $.&✳ ❒%'.0%'12%✳ ❒.3%)12%✳ ➮)4,&0%'12%✳ ✷✵✷✵✳ 7✳ ✷✵✱ "9:✳ ✶

где Un есть n-я собственная функция регулярной задачи Штурма–Лиувилля




U ′′ + [λ− q]U = 0,

U ′(0)− hU(0) = 0,

U ′(π) +HU(π) = 0

(2)

с непрерывным потенциалом q ограниченной вариации на [0, π] и граничными ус-
ловиями, гарантирующими, что главный член в асимптотических формулах для Un
будет косинусом, т.е. h 6= ±∞, H 6= ±∞. Здесь через 0 < x1,n < x2,n < . . . < xn,n <
< π обозначены нули функции Un.

Свойства операторов интерполирования функций лагранжевого вида (1) тесно
связаны с поведением синк-приближений

Ln(f, x) =
n∑

k=0

sin (nx− kπ)

nx− kπ
f

(
kπ

n

)
=

n∑

k=0

sinnx

sin′
(
nkπ
n

)
(x− kπ

n
)
f

(
kπ

n

)
, (3)

используемых в теореме отсчетов Уиттекера –Котельникова –Шеннона (см. [2–5]).
Наиболее полный обзор результатов, полученных в области исследования свойств
синк-аппроксимаций (3) аналитических на действительной оси функции, экспо-
ненциально убывающих на бесконечности, а также большое количество важных
приложений синк-аппроксимаций можно найти, например, в [4] и [6]. Синк-
приближения нашли широкое применение при построении различных численных
методов математической физики и приближения функций как одной так и не-
скольких переменных [7–23] в теории квадратурных формул [4] и теории вейвлет-
преобразований или всплесков [2, 3, 5]. В [20–22] и [23] предложены различные
модификации синк-приближений (3), позволяющие аппроксимировать непрерывные
функции на отрезке [0, π].

Изучению аппроксимативных свойств самих операторов Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) посвящены также работы [24–34]. В работе [24] устанав-
ливается существование непрерывной на [0, π] функции, интерполяционный процесс
Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) которой неограниченно расходится почти всюду
на [0, π]. Исследования, проведенные в [25, 34], показывают, что при сколь угодно
малом изменении параметров задачи Штурма–Лиувилля (2) (потенциала q, или
констант h, H) аппроксимативные свойства процессов (1) могут сильно измениться.
В [31] и [32] получены различные признаки равномерной сходимости интерполя-
ционных процессов (2).

В монографии [33] приведены более подробные доказательства и исправлены
опечатки, обнаруженные в некоторых формулах более ранних публикаций.

В настоящей работе, используя концепции исследований в [35–41], установ-
лено, что для интерполяционных процессов (1), построенных по решениям задачи
Штурма–Лиувилля (2), имеет место принцип локализации на классе функций,
интегрируемых по Риману.

На протяжении всей работы, если не оговорено иное, будем считать потен-
циал q задачи Штурма–Лиувилля (2) непрерывной функцией ограниченной вариа-
ции на [0, π]. Договоримся также, что собственная функция будет нормирована ус-
ловием Un(0) = 1. Рассматриваем краевые условия (2) третьего рода, из которых
исключены условия типа Дирихле, т. е. h 6= ±∞, H 6= ±∞.

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Приведем некоторые вспомогательные утверждения, которые будут использованы
при доказательстве основного результата работы.

✺✷ ❮%(=)9> ,'?.@
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Лемма 1 ([31, 32, 42]). Пусть Un — собственная функция, соответствующая
собственному значению λn, регулярной задачи Штурма–Лиувилля (2). Через 0 <
< x1,n < x2,n < . . . < xn,n < π обозначим нули функции Un. Тогда имеют место
следующие асимптотические формулы:

Un(x) = cosnx+
β(x)

n
sinnx+O(n−2), (4)

U ′n(x) = −n sinnx+ β(x) cosnx+O(n−1), (5)

U ′n(xk,n) = (−1)kn+O(n−1), (6)

xk,n =
2k − 1

2n
π + n−2β

(2k − 1

2n
π
)
+O(n−3), (7)

где β(x) = −cx+h+ 1
2

∫ x
0
q(τ) dτ , c = 1

π

(
h+H+ 1

2

∫ π
0
q(τ) dτ

)
, а оценка остаточного

члена во всех формулах (4)–(7) равномерна по x ∈ [0, π] или 1 6 k 6 n.

Замечание 1. Из асимптотической формулы (4) видно, что выбранная
нормировка собственных функций Un обеспечивает их ограниченность в совокуп-
ности. Обозначим

M = sup
{
|Un(x)|, x ∈ [0, π], n ∈ N

}
<∞. (8)

Будем называть групповым сегментом I объединение конечного числа отрезков,
содержащихся в [A,B], таких, что соответствующие им интервалы не пересекаются.
Пусть {xk,n}

n, ∞
k=1,n=1 — произвольная система точек в отрезке [A,B]: A 6 x1,n <

< x2,n < . . . < xn,n 6 B. Каждому xk,n поставим в соответствие действительное
число Ak,n.

Доказательство следующей леммы содержится в [43, с. 318–326].

Лемма 2. Пусть функция f интегрируема в смысле Римана на отрезке [A,B],
x0 ∈ [A,B], δ > 0 и Oδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [A,B]. Для того чтобы

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈[A,B]\Oδ(x0)

Ak,nf(xk,n) = 0, (9)

необходимо и достаточно, чтобы действительные коэффициенты удовлетворя-
ли условиям:

1) lim
n→∞

∑
k:xk,n∈[a,b]

Ak,n = 0, где [a, b] — произвольный отрезок, содержащийся в

[A,B] \Oδ(x0);
2) maxn∈N

∑
k:xk,n∈[A,B]\Oδ(x0)

|Ak,n| 6M <∞;

3) для любой последовательности групповых сегментов {Ij}
∞
j=1 таких, что

[A,B] \Oδ(x0) ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ Ij ⊃ . . . , mes Ij → 0 при j →∞

lim
j→∞

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈Ij

|Ak,n| = 0.

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Будем говорить, что для интерполяционного процесса Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) на классе функций F в точке x0 ∈ [0, π] имеет место принцип ло-
кализации, если из того, что для любых двух функций f и g, принадлежащих F ,
таких, что в некоторой окрестности Oδ(x0), δ > 0 выполняется условие f(x) = g(x),
следует соотношение limn→∞

∣∣LSLn (f, x0)− LSLn (g, x0)
∣∣ = 0.

❒.;,<.;'4. ✺✸
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Теорема 1. В любой точке x0 ∈ [0, π] на классе непрерывных на [0, π] функций
для интерполяционного процесса Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) (в случае
не обязательно непрерывного потенциала q ограниченной вариации в (2)) имеет
место принцип локализации.

Доказательство. Для пространства непрерывных, исчезающих на концах
отрезка, функций C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0} теорема 1 сле-
дует из [33, Предложение 19]. Действительно, положив в задаче Коши [33, форму-
ла (2.2)] qλ ≡ q, h(λ) ≡ h и рассматривая только собственные значения λ = λn задачи
Штурма–Лиувилля (2), получим, что оператор Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1)
является частным случаем оператора [33, формула (3.3)]. Так как в этом случае
имеем LSLn (f, ·) ≡ Sλn(f, ·).

Сделав замену неизвестной функции как в [33, Предложение 20], убеждаемся
в справедливости принципа локализации на классе C[0, π] для любой точки x0
интервала (0, π). Используя асимптотические формулы (4)–(7), непосредственной
проверкой убеждаемся в справедливости принципа локализации для интерполя-
ционных процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) на классе непрерывных на
[0, π] функций в точках x = 0 и x = π. Теорема 1 доказана. �

Замечание 2. Теорема 1 остается справедливой в случае не обязательно не-
прерывного потенциала q, так как предложения 19 и 20 в [33] доказываются в
предположении ограниченности вариации потенциала q в задаче Коши [33, форму-
ла (2.2)].

В настоящей работе устанавливается справедливость принципа локализации
для процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля на более широком функциональном
классе.

Теорема 2. В любой точке x0 ∈ [0, π] на классе интегрируемых в смысле
Римана на [0, π] функций для интерполяционного процесса Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) имеет место принцип локализации.

Доказательство. Пусть x0 ∈ [0, π]. Зафиксируем любое положительное δ и возь-
мем произвольную интегрируемую по Риману на [0, π] функцию f , равную нулю при
x ∈ Oδ(x0). В силу леммы 2, чтобы для процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля
(1) имел место принцип локализации, т. е.

lim
n→∞

LSLn (f, x0) = lim
n→∞

n∑

k=1

f(xk,n)l
SL
k,n(x0) = 0, (10)

необходимо и достаточно, чтобы для значений фундаментальных функций lSLk,n(x0)
выполнялось одновременно три условия:

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈[a,b]

lSLk,n(x0) = 0, (11)

где [a, b] — произвольный отрезок, содержащийся в [0, π] \Oδ(x0);

max
n∈N

∑

k:xk,n∈[0,π]\Oδ(x0)

|lSLk,n(x0)| 6M <∞; (12)

✺✹ ❮%(>)9? ,'@.A
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для любой последовательности групповых сегментов {Ij}
∞
j=1 таких, что

[0, π] \Oδ(x0) ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃ Ij ⊃ . . . , mes Ij → 0 при j →∞

lim
j→∞

lim
n→∞

∑

k:xk,n∈Ij

|lSLk,n(x0)| = 0. (13)

C помощью формулы конечных приращений Лагранжа, (4), (5) и (6) оценим
разность

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

lSLk,n(x)−
n∑

k=1

(−1)kUn(x)

n(x− xk,n)

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1

∣∣∣∣
Un(x)

(x− xk,n)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣∣∣∣ =

=
n∑

k=1

|U ′n(ξk,n)|

∣∣∣∣
(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣∣∣∣ = O(n−1). (14)

Отсюда делаем вывод о справедливости асимптотической формулы
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

lSLk,n(x)

∣∣∣∣∣ =
|Un(x)|

n

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

(−1)k

(x− xk,n)

∣∣∣∣∣+O(n−1).

Если суммирование осуществлять только по индексам узлов, попадающих в
произвольный отрезок [a, b], содержащийся в [0, π]\Oδ(x0), то это неравенство может
только усилиться

∣∣∣∣∣∣

∑

k:xk,n∈[a,b]

lSLk,n(x)

∣∣∣∣∣∣
=
|Un(x)|

n

∣∣∣∣∣∣

∑

k:xk,n∈[a,b]

(−1)k

(x− xk,n)

∣∣∣∣∣∣
+O(n−1). (15)

Оценка остаточных членов в (14) и (15) равномерна по x ∈ [0, π]. Рассуждая так
же, как при доказательстве соотношения (14), получаем оценку

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

∣∣lSLk,n(x)
∣∣−

n∑

k=1

∣∣∣∣
(−1)kUn(x)

n(x− xk,n)

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1

∣∣∣∣l
SL
k,n(x)−

(−1)kUn(x)

n(x− xk,n)

∣∣∣∣ 6

6

n∑

k=1

∣∣∣∣
Un(x)

(x− xk,n)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣∣∣∣ =

=
n∑

k=1

|U ′n(ξk,n)|

∣∣∣∣
(−1)kn− U ′n(xk,n)

nU ′n(xk,n)

∣∣∣∣ = O(n−1). (16)

Пусть для определенности выбранная точка x0 лежит слева от отрезка [a, b]. Тогда
справедливы соотношения 0 6 x0 < x0 + δ 6 a < b 6 π. Обозначим через k0 номер
ближайшего справа к x0 узла интерполяции, а через k1 и k2 — номера наименьшего
и наибольшего из узлов, попадающих в отрезок [a, b]. В силу (7) можно выбрать
n1 ∈ N таким образом, что для всех n > n1 будут справедливы соотношения

k1 − k0 >

[
δ

2π
n

]
> 2, (17)

∣∣∣∣
4‖β‖C[0,π]

n2
+O(n−3)

∣∣∣∣ <
π

n
в асимптотической формуле (7). (18)
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Добавим к множеству нулей собственных функций задачи Штурма–Лиувилля
точки x0,n = 0 и xn+1,n = π. Теперь, в силу выбора номера узла xk0,n, имеем представ-
ление x0 = xk0,n − αn(xk0,n − xk0−1,n), где последовательность αn принимает значения
в сегменте [0, 1). Отсюда и (7) для любых 1 6 k 6 n получаем асимптотическую
формулу

xk,n − x0 =
2k − 1

2n
π −

2k0 − 1

2n
π + αn

π

n
+O(n−2) =

π

n

(
k − k0 + αn +O(n−1)

)
. (19)

Выбор n1 ∈ N в (18) гарантирует в этой формуле оценку |O(n−1)| < 1.
Установим справедливость соотношения (11). Учитывая (17) и (18), оценим

первое слагаемое в правой части (15)

|Un(x0)|

n

∣∣∣∣∣∣

∑

k:xk,n∈[a,b]

(−1)k

(x0 − xk,n)

∣∣∣∣∣∣
=
|Un(x0)|

n

∣∣∣∣∣

k2∑

k=k1

(−1)k

(x0 − xk,n)

∣∣∣∣∣ =

=
|Un(x0)|

π

∣∣∣∣∣

k2∑

k=k1

(−1)k

(k − k0 + αn +O(n−1))

∣∣∣∣∣ 6

6
|Un(x0)|

π

{∣∣∣∣∣

k2∑

k=k1

(−1)k

(k − k0))

∣∣∣∣∣+
k2∑

k=k1

∣∣∣∣
αn +O(n−1)

(k − k0)(k − k0 + αn +O(n−1))

∣∣∣∣

}
6

6
|Un(x0)|

π

{∣∣∣∣∣

k2−k0∑

l=k1−k0

(−1)l+k0

l

∣∣∣∣∣+
k2−k0∑

l=k1−k0

2

l(l − 2)

}
. (20)

Возьмем произвольное положительное ε и выберем n2 > n1 таким образом, чтобы
для всех n > n2 остаточный член |O(n−1)| в асимптотической формуле (15) был

меньше ε/2. В силу (7), (8), (17) и сходимости рядов
∞∑
l=1

(−1)l+k0

l
,
∞∑
l=3

2
l(l−2)

с помо-

щью критерия Коши найдем такое n3 > n2, начиная с которого будут выполняться
неравенства ∣∣∣∣∣∣∣

k2−k0∑

l=[ δn2π ]

(−1)l+k0

l

∣∣∣∣∣∣∣
<

επ

4M
,

k2−k0∑

l=[ δn2π ]

2

l(l − 2)
<

επ

4M
.

Отсюда, из (15), (18) и (20) следует справедливость неравенства∣∣∣∣∣
∑

k:xk,n∈[a,b]

lSLk,n(x0)

∣∣∣∣∣ < ε для любого n > n3. Таким образом, соотношение (11) до-

казано.

Теперь оценим сумму
∑

k:xk,n∈[a,b]

∣∣lSLk,n(x0)
∣∣ =

k2∑
k=k1

∣∣lSLk,n(x0)
∣∣ . Как и прежде,

ограничимся рассмотрением случая 0 6 x0 < x0 + δ 6 a < b 6 π. Опять подберем n1,
как в случае (17), (18). В силу (16) существует константа C1 > 0, для которой при
n > n1 справедливы неравенства

k2∑

k=k1

∣∣lSLk,n(x0)
∣∣ 6 |Un(x)|

n

k2∑

k=k1

1

(x0 − xk,n)
+
C1

n
. (21)

Но для всех k1 6 k 6 k2 имеет место соотношение |x0 − xk,n| > δ. Кроме того, в
силу (7) существует константа C2 > 0 такая, что для всех n > n1 верны неравенства
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k2 − k1 6 b−a
π
n + 2 + C2

n
. Поэтому найдется зависящий только от параметров задачи

Штурма–Лиувилля (2) номер n4 ∈ N, начиная с которого C1

n
в (21) будет меньше,

чем mes (a, b), и будет справедлива оценка k2−k1 6
2mes [a,b]n

π
. Таким образом, из (18)

и (21) следует существование константы C3 такой, что для любого n, начиная с n4,
справедлива оценка

∑

k:xk,n∈[a,b]

∣∣lSLk,n(x0)
∣∣ 6 2Mmes [a, b]

πδ
+mes [a, b] 6 C3mes [a, b].

Отсюда следуют (12) и (13). Действительно, (12) получаем из неравенств

max
n∈N

∑

k:xk,n∈[0,π]\Oδ(x0)

|lSLk,n(x0)| = max
n∈N





∑

k:xk,n∈[0,x0−δ]

|lSLk,n(x0)|+
∑

k:xk,n∈[x0+δ,π]

|lSLk,n(x0)|



 6

6 max


C3mes {[0, π] \Oδ(x0)} , max

16n6n4

∑

k:xk,n∈[0,π]\Oδ(x0)

|lSLk,n(x0)|


 .

Пусть Ij = ∪
m
l=1∆j,l, где ∆j,l — произвольные, не пересекающиеся с Oδ(x0) отрезки

такие, что соответствующие им интервалы ∆j,l не имеют общих точек. Тогда по
свойству полной аддитивности меры [44, с. 58] для любого n, начиная с n4, получаем
оценку

∑

k:xk,n∈Ij

|lSLk,n(x0)| =
m∑

l=1

∑

k:xk,n∈∆j,l

|lSLk,n(x0)| 6
m∑

l=1

C3mes
{
∆j,l

}
=

=
m∑

l=1

C3mes {∆j,l} = C3mes Ij.

Откуда и следует (13). Случай, когда выбранная точка x0 лежит справа от отрезка
[a, b], доказывается аналогично или с помощью замены z = π − x.

Теорема 2 доказана. �
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Let us say that the principle of localization holds at the class of functions F at

point x0 ∈ [0, π] for the Lagrange –Sturm–Liouville interpolation process LSL
n (f, x) if

limn→∞

∣∣LSL
n (f, x0)− LSL

n (g, x0)
∣∣ = 0 follows from the fact that the condition f(x) = g(x) is met

for any two functions f and g belonging to F in some neighborhood Oδ(x0), δ > 0. It is proved

that the principle of localization at the class of Riemann integrable functions holds for interpolation

processes built on the eigenfunctions of the regular Sturm–Liouville problem with a continuous

potential of bounded variation. It is established that the principle of localization at the class of

continuous on the segment [0, π] functions holds for interpolation processes built on the eigen-

functions of the regular Sturm –Liouville problem with an optional continuous potential of bounded

variation. We consider the case of boundary conditions of the third kind, from which the boundary

conditions of the first kind are removed. Approximative properties of Lagrange –Sturm–Liouville

operators at point x0 ∈ [0, π] in both cases depend solely on the values of the approximate function

just in the neighborhood of this point x0 ∈ [0, π].

Keywords: interpolation process, eigenfunctions, function approximation, localization principle.

Received: 31.10.2018 / Accepted: 15.12.2018 / Published: 02.03.2020

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution

License (CC-BY 4.0)

References
1. Natanson G. I. About one interpolation process. Uchenye zapiski Leningradskogo peda-

gogicheskogo insituta [Scientific notes of the Leningrad Pedagogical Institute], 1958,

vol. 166, pp. 213–219 (in Russian).

2. Kashin B. S., Saakyan A. A. Ortogonal’nye ryady [Orthogonal series]. Moscow, Izd-vo

AFTs, 1999. 550 p. (in Russian).

3. Novikov I. Ya., Stechkin S. B. Basic wavelet theory. Russian Math. Surveys, 1998, vol. 53,

iss. 6, pp. 1159–1231. DOI: https://doi.org/10.1070/rm1998v053n06ABEH000089

4. Stenger F. Numerical Methods Based on Sinc and Analytic Functions. Springer

Ser. Comput. Math., vol. 20, New York, Springer-Verlag, 1993. 565 p. DOI:

https://doi.org/10.1007/978-1-4612-2706-9

5. Dobeshi I. Desyat’ lektsiy po veivletam [Ten Wavelet Lectures]. Izhevsk, NITs “Regu-

lyarnaya i khaoticheskaya dinamika”, 2001. 464 p. (in Russian).

6. Butzer P. L. A retrospective on 60 years of approximation theory and associated

fields. Journal of Approximation Theory, 2009, vol. 160, iss. 1–2, pp. 3–18. DOI:

https://doi.org/10.1016/j.jat.2009.05.004

7. Shmukler A. I., Shulman T. A. Certain properties of Kotel’nikov series. Soviet Math. (Iz.

VUZ), 1974, vol. 18, iss. 3, pp. 81–90.

8. Livne O. E., Brandt A. E. MuST: The multilevel sinc transform. SIAM J. Sci. Comput.,

2011, vol. 33, iss. 4, pp. 1726–1738. DOI: https://doi.org/10.1137/100806904

✻✵ ❮%(=)9> ,'?.@



➚✳ "✳ #$%&'&✱ ➴✳ ➘✳ ✃'$,,-.✳ /$'&0'1 234.2'5.0'' &. 42.66, 78&40'9

9. Krivoshein A., Skopina M. Multivariate Sampling-Type Approximation. Analysis and

Applications, 2017, vol. 15, no. 4, pp. 521–542. DOI: https://doi.org/10.1142/

S0219530516500147

10. Kolomoitsev Yu., Skopina M. Around Kotelnikov –Shannon Formula. 2017 12th Interna-

tional Conference on Sampling Theory and Applications (SampTA 2017). IEEE, 2017,

pp. 279–282. DOI: https://doi.org/10.1109/SAMPTA.2017.8024385

11. Maleknejad K., Rostami Ya., Shahi Kalalagh H. Numerical solution for first kind Fredholm

integral equations by using sinc collocation method. IJAPM, 2016, vol. 6, no. 3, pp. 120–

128. DOI: https://doi.org/10.17706/ijapm.2016.6.3.120-128

12. Belichenko K. V., Sobolev V. M. Sinc approximation of data RFID methods. Matematika.

Mekhanika [Mathematics. Mechanics]. Saratov, Izdatel’stvo Saratovskogo universiteta,

2017, iss. 19, pp. 7—9 (in Russian).

13. Shakirov I. A. Influence of the choice of Lagrange interpolation nodes on the exact and

approximate values of the Lebesgue constants. Siberian Math. J., 2014, vol. 55, iss. 6,

pp. 1144–1160. DOI: https://doi.org/10.1134/S0037446614060184

14. Coroianu L., Gal G. S. Localization results for the non-truncated max-product sampling

operators based on Fejer and sinc-type kernels. Demonstratio Math., 2016, vol. 49, iss. 1,

pp. 38–49. DOI: https://doi.org/10.1515/dema-2016-0005

15. Richardson M., Trefethen L. A sinc function analogue of Chebfun. SIAM J. Sci. Comput.,

2011, vol. 33, iss. 5, pp. 2519–2535. DOI: https://doi.org/10.1137/110825947

16. Tharwat M. M. Sinc approximation of eigenvalues of Sturm–Liouville problems

with a Gaussian multiplier. Calcolo, 2014, vol. 51, iss. 3, pp. 465–484. DOI:

https://doi.org/10.1007/s10092-013-0095-3

17. Alquran M. T., Al-Khaled K. Numerical comparison of methods for solving systems of

conservation laws of mixed type. Int. Journal of Math. Analysis, 2011, vol. 5, no. 1,

pp. 35–47.

18. Sklyarov V. P. On the best uniform sinc-approximation on a finite interval. East J. Approx.,

2008, vol. 14, iss. 2, pp. 183–192.

19. Mohsen A., El-Gamel M. A Sinc-collocation method for the linear Fredholm integro-

differential equations. Z. Angew. Math. Phys., 2007, vol. 58, iss. 3, p. 380–390. DOI:

https://doi.org/10.1007/s00033-006-5124-5

20. Umakhanov A. Ya., Sharapudinov I. I. Interpolation of functions by the Whittaker sums

and their modifications: conditions for uniform convergence. Vladikavkazskiy mate-

maticheskiy zhurnal [Vladikavkaz Mathematical Journal], 2016, vol. 18, no. 4, pp. 61–70

(in Russian).

21. Trynin A. Yu. On some properties of sinc approximations of continuous func-

tions on the interval. Ufa Math. J., 2015, vol. 7, iss. 4, pp. 111–126. DOI:

https://doi.org/10.13108/2015-7-4-111

22. Trynin A. Yu. On necessary and sufficient conditions for convergence of sinc ap-

proximations. St. Petersburg Math. J., 2016, vol. 27, iss. 5, pp. 825–840. DOI:

https://doi.org/10.1090/spmj/1419

23. Trynin A. Yu. Approximation of continuous on a segment functions with the help of linear

combinations of sincs. Russian Math. (Iz. VUZ), 2016, vol. 60, iss. 3, pp. 63–71. DOI:

https://doi.org/10.3103/S1066369X16030087

24. Trynin A. Yu. The divergence of Lagrange interpolation processes in eigenfunctions of the

Sturm–Liouville problem. Russian Math. (Iz. VUZ), 2010, vol. 54, iss. 11, pp. 66–76.

DOI: https://doi.org/10.3103/S1066369X10110071

25. Trynin A. Yu. On the absence of stability of interpolation in eigenfunctions of the Sturm–

Liouville problem. Russian Math. (Iz. VUZ), 2000, vol. 44, iss. 9, pp. 58–71.

❒.;,<.;'4. ✻✶



➮!"✳ $%&%'✳ ()✲'%✳ ❮,"✳ -.&✳ $.&✳ ❒%'.0%'12%✳ ❒.3%)12%✳ ➮)4,&0%'12%✳ ✷✵✷✵✳ 7✳ ✷✵✱ "9:✳ ✶

26. Mosina K. B. The Dini – Lipschitz principle for the Lagrange –Sturm–Liouville interpo-

lation process. Matematika. Mekhanika [Mathematics. Mechanics]. Saratov, Izdatel’stvo

Saratovskogo universiteta, 2013, iss. 15, pp. 56–59 (in Russian).

27. Mosina K. B. Nevai formula for the Lagrange –Sturm–Liouville interpolation pro-

cess. Trudy Matematicheskogo tsentra imeni N. I. Lobachevskogo [Works of the

N. I. Lobachevsky Mathematical Center], 2013, vol. 46, pp. 316–318 (in Russian).

28. Turashvili K. B. Asymptotic formulas for the eigenfunctions and eigenvalues of the

Sturm–Liouville problem. Matematika. Mekhanika [Mathematics. Mechanics]. Saratov,

Izdatel’stvo Saratovskogo universiteta, 2012, iss. 14, pp. 73–76 (in Russian).

29. Turashvili K. B. On the lack of stability of interpolation with respect to the eigen-

functions of the Sturm–Liouville problem. Trudy Matematicheskogo tsentra imeni

N. I. Lobachevskogo [Works of the N. I. Lobachevsky Mathematical Center], 2011, vol. 44,

pp. 347–350 (in Russian).

30. Turashvili K. B. On the interpolation analogue of the integral sign of Dini. Matematika.

Mekhanika [Mathematics. Mechanics]. Saratov, Izdatel’stvo Saratovskogo universiteta,

2010, iss. 12, pp. 94–98 (in Russian).

31. Trynin A. Yu. Uniform convergence of Lagrange –Sturm–Liouville processes on

one functional class. Ufa Math. J., 2018, vol. 10, iss. 2, pp. 93–108. DOI:

https://doi.org/10.13108/2018-10-2-93

32. Trynin A. Yu. A criterion of convergence of Lagrange –Sturm–Liouville processes in

terms of one-sided modulus of variation. Russian Math. (Iz. VUZ), 2018, vol. 62, iss. 8,

pp. 51–63. DOI: https://doi.org/10.3103/S1066369X1808008X

33. Trynin A. Yu. Teorema otschetov na otrezke i ee obobscheniya: Teorema diskretizatsii

dlia sink approksimatsii i ee obobshchenie [Sample theorem on a segment and its

generalization: Discretization theorem for sinc approximation and its generalization]. LAP

LAMBERT Academic Publishing RU, 2016. 488 p. (in Russian).

34. Trynin A. Yu. On inverse nodal problem for Sturm–Liouville operator. Ufa Math. J.,

2013, vol. 5, iss. 4, pp. 112–124. DOI: https://doi.org/10.13108/2013-5-4-112

35. Privalov A. A. Teoriya interpolirovaniya funktsii [Function Interpolation Theory]. Sara-

tov, Izdatel’stvo Saratovskogo universiteta, 1990. 230 p. (in Russian).

36. Golubov B. I. Spherical Jump of a Function and the Bochner –Riesz Means of Conjugate

Multiple Fourier Series and Fourier Integrals. Math. Notes, 2012, vol. 91, iss. 4, pp. 479–

486. DOI: https://doi.org/10.1134/S0001434612030212

37. Golubov B. I. Absolute convergence of multiple Fourier series. Math. Notes, 1985, vol. 31,

iss. 1, pp. 8–15. DOI: https://doi.org/10.1007/BF01652507

38. Dyachenko M. I. On a class of summability methods for multiple Fourier series. Sb.

Math., 2013, vol. 204, iss. 3, pp. 307–322. DOI: https://doi.org/10.1070/SM2013v204

n03ABEH004302

39. Skopina M. A., Maksimenko I. E. Multidimensional periodic wavelets. St. Petersburg

Math. J., 2004, vol. 15, iss. 2, pp. 165–190. DOI: https://doi.org/10.1090/S1061-0022-04-

00808-8

40. Dyachenko M. I. Uniform Convergence of Hyperbolic Partial Sums of Multiple Fourier

Series. Math. Notes, 2004, vol. 76, iss. 5, pp. 673–681. DOI: https://doi.org/10.1023/

B:MATN.0000049666.00784.9d

41. Ivannikova T. A., Timashova E. V., Shabrov S. A. On necessary conditions for a minimum

of a quadratic functional with a Stieltjes integral and zero coefficient of the highest

derivative on the part of the interval. Izv. Saratov Univ. (N. S.), Ser. Math. Mech. Inform.,

2013, vol. 13, iss. 2, pt. 1, pp. 3–8 (in Russian). DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-

2013-13-2-1-3-8

✻✷ ❮%(=)9> ,'?.@



➚✳ "✳ #$%&'&✱ ➴✳ ➘✳ ✃'$,,-.✳ /$'&0'1 234.2'5.0'' &. 42.66, 78&40'9

42. Sansone Dzh. Obyknovennye differentsial’nye uravneniya [Ordinary Differential Equa-

tions: in 2 vols.]. Moscow, Izdatel’stvo inostrannoi literatury, vol. 1, 1953, 336 p.; vol. 2,

1954, 428 p. (in Russian).

43. Egorova I. A. On the principle of localization in the theory of interpolation. Uchenye

zapiski Leningradskogo pedagogicheskogo insituta [Scientific notes of the Leningrad

Pedagogical Institute], 1949, vol. 86, pp. 317–335 (in Russian).

44. Natanson I. P. Teoriya funktsiy veshchestvennoy peremennoy [Theory of functions of a

real variable]. Moscow, Nauka, 1974. 480 p. (in Russian).

Cite this article as:

Trynin A. Yu., Kireeva E. D. The Principle of Localization at the Class of Functions Inte-

grable in the Riemann for the Processes of Lagrange –Sturm–Liouville. Izv. Saratov Univ.

(N. S.), Ser. Math. Mech. Inform., 2020, vol. 20, iss. 1, pp. 51–63 (in Russian). DOI:

https://doi.org/10.18500/1816-9791-2020-20-1-51-63

❒.;,<.;'4. ✻✸



➮!"✳ $%&%'✳ ()✲'%✳ ❮,"✳ -.&✳ $.&✳ ❒%'.0%'12%✳ ❒.3%)12%✳ ➮)4,&0%'12%✳ ✷✵✷✵✳ 7✳ ✷✵✱ "9:✳ ✶

МЕХАНИКА
УДК 532.5

Термокапиллярное движение
тонкой пленки бинарного

спиртосодержащего раствора
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Бородина Ксения Алексеевна, аспирант кафедры фун-
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Межфазная конвекция — широко распространенное явле-

ние, встречающееся в различных отраслях техники, вклю-

чая химические технологии. Наибольший интерес в случае

тонких пленок жидкости представляет конвекция Марангони.

Фазовые переходы существенно влияют на конвективное

течение, изменяя коэффициент поверхностного натяжения.

В данной работе аналитически исследуется поведение тон-

кой пленки спиртосодержащего раствора при ее нагреве.

Изменение температуры свободной поверхности вместе с

уходом летучей компоненты приводит, как правило, к двум

противоположным эффектам по направленности градиента

поверхностного натяжения. Показано, что в рассматриваемой

нестационарной задаче деформации пленки можно выделить

четыре масштаба времени, связанных с развитием полей ско-

рости, температуры и концентрации, а также с изменением

высоты слоя. В зависимости от первоначальной толщины

деформация пленки может как опережать развитие поля кон-

центрации, так и отставать от него. В линейном приближении

получены формулы для полей основных величин и деформа-

ции пленки.

Ключевые слова: термокапиллярное течение, конвекция

Марангони, жидкая пленка.
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ВВЕДЕНИЕ

Широкий обзор работ по межфазной конвекции приведен в [1, 2]. Движение
тонких пленок рассматривается, как правило, в рамках длинноволнового при-
ближения [3,4]. Балансовые соотношения на границе раздела сред с учетом фазовых
переходов приведены в [5, 6]. Изучению конвекции Марангони с учетом испарения
посвящены работы [7, 8]. Движение бинарной смеси в плоских и цилиндричес-
ких слоях подробно рассмотрено в [9]. В монографии также описаны свойства
инвариантных решений уравнений термодиффузии. В настоящей работе исследуется
поведение тонкой пленки спиртосодержащего раствора при ее нагреве с учетом ухо-
да летучей компоненты в разных масштабах времени. Эксперименты с подобными
системами при воздействии лазерного излучения описаны в [10].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Основные уравнения

Пусть тонкий слой однородного раствора расположен на плоской горизонталь-
ной поверхности z = 0. Газ над пленкой содержит пары летучей компоненты,
находящиеся в термодинамическом равновесии с жидкостью. В некоторый момент
времени подложка мгновенно нагревается, что приводит к деформации пленки.
Будем считать изменения температуры и концентрации раствора незначитель-
ными настолько, что к таким отклонениям чувствителен только коэффициент
поверхностного натяжения. Параметры же, характеризующие саму жидкость, а так-
же объем раствора, полагаем постоянными. На свободной поверхности z = h(x, y, t)
пренебрежем конвективным теплообменом с окружающей средой, сохранив затраты
тепла на испарение. Имеем следующую систему уравнений и граничных ус-
ловий [1,3]:

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −

∇p

ρ
+ ν∇2v + g,

∂C

∂t
+ v · ∇C = D∇2C, (1)

∂T

∂t
+ v · ∇T = χ∇2T,

∇ · v = 0,

z= 0 :

v = 0, T = Ts,
∂C

∂z
= 0,

z = h :
− (p− pa) + 2µD · n · n+ 2kRγ = 0,

2µD · n · τ = ∇γ · τ , (2)

−kn · ∇T = JLv,

ρDn · ∇C = −J (1− C) .

Здесь v, p, ρ, T — скорость, давление, плотность и температура жидкости
соответственно; C — массовая концентрация летучей компоненты в растворе; D,
k и χ — коэффициенты диффузии, теплопроводности и температуропроводности;
µ, ν = µ/ρ — динамическая и кинематическая вязкости; γ — коэффициент
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поверхностного натяжения, Lv — скрытая теплота парообразования, pa — внешнее
атмосферное давление, kR — кривизна свободной поверхности, D — тензор ско-
ростей деформаций; n, τ – нормальный и тангенциальный единичные векторы
к свободной поверхности; g – ускорение свободного падения, J — интенсивность
массообмена.

В силу принятых допущений о незначительном изменении объема жидкости
вследствие ухода летучей компоненты кинематическое условие на свободной по-
верхности примем в виде

∂h

∂t
+ v · ∇ (−z + h) = 0. (3)

Начальные условия соответствуют однородной жидкости в состоянии покоя t = 0:

h = h0,

0 < z < h : v = 0, T = T0, C = C0.

Температуру подложки для определенности зададим в виде осесимметричного пятна
с центром в начале координат:

Ts = Ts (r) = T0 + θe−r
2/a2 , r =

√
x2 + y2. (4)

Замыкающие соотношения

Коэффициент поверхностного натяжения запишем в линеаризованном виде

γ = γT (TI − T0) + γC (CI − C0) ,

γT =
∂γ

∂T
(T = T0, C = C0) , γC =

∂γ

∂C
(T = T0, C = C0) .

Аналогично представим интенсивность массообмена. Согласно [1] имеем

J = αcom

(
Mv

2πRTI

)1/2

[pvs (TI , CI)− pvI ] .

Давление насыщенных паров летучего вещества pvs определим как

pvs (T,C) = x (C) pv0 exp

[
Lv
R

(
1

T0
−

1

T

)]
,

мольная доля растворенной компоненты

x (C) =
CMw

CMw + (1− C)Mv

.

Парциальное давление паров над свободной поверхностью pvI будем считать равным
первоначальному значению, соответствующему давлению насыщения

pvI = pvs (T0, C0) .

Диффузию паров в данной задаче не рассматриваем. Разложив функцию J по сте-
пеням в окрестности (T0, C0), получим в первом приближении

J = jT (TI − T0) + jC (CI − C0) ,
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jT = αcom

(
Mv

2πRT0

)1/2
C0Mw

C0Mw + (1− C0)Mv

pv0Lv
RT 2

0

,

jC = αcom

(
Mv

2πRT0

)1/2
MwMv

[C0Mw + (1− C0)Mv]
2pv0.

В приведенных формулах TI и CI — температура и концентрация на свободной
поверхности; αcom — коэффициент коммодации; Mv,Mw — молярные массы летучей
и основной компоненты раствора; R — универсальная газовая постоянная, pv0 —
давление насыщенного пара чистой компоненты.

Представленные ниже иллюстрации поведения жидкой пленки будут соответст-
вовать водному раствору изопропанола (IPA), параметры которого примем как в
[10]. Начальная температура T0 = 293 К, начальная массовая концентрация IPA
C0 = 0.35, молярная масса летучей компоненты MIPA = Mv = 60 г/моль, во-
ды — Mw = 18 г/моль, плотность раствора ρ = 860 кг/м3, коэффициент вяз-
кости µ = 3 мПа · с, теплопроводности — k = 0.6 Вт/(м · К), диффузии —
D = 10−9 м2/с, теплота парообразования Lv = 756 кДж/кг, давление насыщенных
паров pv0 = 4.1 кПа, коэффициент коммодации αcom = 1, характерный размер
зоны нагрева a = 10−3 м, повышение температуры θ = 1 К. Для коэффициента
поверхностного натяжения имеем γT = −10−4 Н/(м · К), γC = −0.017 Н/м. Так как
в работе рассматриваются только малые деформации тонкого слоя, то лапласовским
скачком давления в данном исследовании будем пренебрегать.

Характерные времена

Проведем анализ уравнений движения, вводя малый параметр в виде отношения
поперечной и продольной характерных длин. Для этой цели запишем уравнения в
проекциях, выделив вертикальную координату z

v = v⊥ + wez, ∇=∇⊥ +
∂

∂z
ez, ∇⊥=

∂

∂x
ex +

∂

∂y
ey.

Пусть l — продольная, d — поперечная характерные длины, причем l ≫ d, так
что ε = d/l представляет собой малый параметр системы. Характерные продоль-
ная и поперечная скорости u0 и w0 связаны между собой соотношением w0 = εu0,
которое вытекает из уравнения непрерывности. Характерное давление определим вы-
ражением p0 = (µu0l)/d

2. Характерное время процесса обозначим как τ , θ — перепад
температуры, соответствующий постановке задачи.

В уравнениях (1) с граничными условиями (2), (3) перейдем к безразмерным
переменным

∇∗⊥ = l∇⊥, x∗ =
x

l
, y∗ =

y

l
, z∗ =

z

d
, t∗ =

t

τ
,

v∗⊥ =
v⊥

u0
, w∗ =

w

w0

, p∗ =
p

p0
, T∗ =

T − T0
θ

, h∗ =
h

d
.

В целях поэтапного анализа выделим явно характерное время процесса движения τ
по аналогии с [11]:

d2

ντ

∂v∗⊥
∂t∗

+Reε2
(
(v∗⊥ · ∇

∗
⊥)v

∗
⊥ + w∗

∂v∗⊥
∂z∗

)
− ε2∇∗2⊥ v

∗
⊥ = −∇∗⊥p∗ +

∂2v∗⊥
∂z∗2

,
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ε2
d2

ντ

∂w∗
∂t∗

+Reε4
(
(v∗⊥ · ∇∗⊥)w∗ + w∗

∂w∗
∂z∗

)
− ε4∇∗2⊥w∗ − ε2

∂2w∗
∂z∗2

=

= −
∂p∗
∂z∗

−
Ga

Re
, (5)

Pr

Le

d2

ντ

∂C

∂t∗
+
RePr

Le
ε2

(
v∗⊥ · ∇

∗
⊥C + w∗

∂C

∂z∗

)
− ε2∇∗2⊥C =

∂2C

∂z2∗
,

P r
d2

ντ

∂T∗
∂t∗

+RePrε2
(
v∗⊥ · ∇∗⊥T∗ + w∗

∂T∗
∂z∗

)
− ε2∇∗2⊥ T∗ =

∂2T∗
∂z∗2

,

∇∗⊥ · v∗⊥ +
∂w∗
∂z∗

= 0. (6)

z∗ = 0 : v∗⊥ = 0, w∗ = 0, T∗ = T ∗s , ∂C/∂z∗ = 0,
z∗ = h∗ :

− (p∗ − p∗a)+

+2
ε4∇∗⊥v

∗
⊥ · ∇∗⊥h∗ · ∇

∗
⊥h∗ − ε4∇∗⊥w∗ · ∇

∗
⊥h∗ − ε2∂v∗⊥/∂z∗ · ∇

∗
⊥h∗ + ε2∂w∗/∂z∗

1 + ε2(∇∗⊥h∗)
2 = 0,

RePr
−ε2∇∗⊥v

∗
⊥ · ∇∗⊥h∗ − ezε∂v

∗
⊥/∂z∗ · ∇

∗
⊥h∗ + ε2∇∗⊥w∗ + ε∂w∗/∂z∗ez√

1 + ε2(∇∗⊥h∗)
2

+

+RePr
−ε2(∇∗⊥v

∗
⊥)

T · ∇∗⊥h∗ − ezε
3∇∗⊥w∗ · ∇

∗
⊥h∗ + ∂v∗⊥/∂z∗ + ε∂w∗/∂z∗ez√

1 + ε2(∇∗⊥h∗)
2

− (7)

−2RePr
ε3∇∗⊥v

∗
⊥ · ∇∗⊥h∗ · ∇

∗
⊥h∗ − ε3∇∗⊥w∗ · ∇

∗
⊥h∗ − ε∂v∗⊥/∂z∗ · ∇

∗
⊥h∗ + ε∂w∗/∂z∗

1 + ε2(∇∗⊥h∗)
2 ×

×
−ε∇∗⊥h∗ + ez√
1 + ε2(∇∗⊥h∗)

2
=

=Ma

(
ε∇∗⊥T∗ +

∂T∗
∂z∗

ez −

(
−ε2∇∗⊥T∗ · ∇

∗
⊥h∗ +

∂T∗
∂z∗

)
−ε∇∗⊥h∗ + ez

1 + ε2(∇∗⊥h∗)
2

)
+

+Ma
1

θ

γC
γT

(
ε∇∗⊥C +

∂C

∂z∗
ez −

(
−ε2∇∗⊥C · ∇∗⊥h∗ +

∂C

∂z∗

)
−ε∇∗⊥h∗ + ez

1 + ε2(∇∗⊥h∗)
2

)
,

−
−ε2∇∗⊥T∗ · ∇

∗
⊥h∗ + ∂T∗/∂z∗√

1 + ε2(∇∗⊥h∗)
2

=
JLvd

kθ
,

−ε2∇∗⊥C · ∇∗⊥h∗ + ∂C/∂z∗√
1 + ε2(∇∗⊥h∗)

2
= −

J (1− C) d

ρD
,

l

u0τ

∂h∗
∂t∗

+ v∗⊥ · ∇∗⊥h∗ − w∗ = 0.

Здесь использованы следующие обозначения для безразмерных комплексов:

Re =
u0l

ν
, Pr =

ν

χ
, Ga =

gd3

ν2
, Le =

D

χ
, Ma =

γT θl

µχ
,

и величин: T ∗s = (Ts − T0)/θ, p
∗
a = pa/p0.

✻✽ ❮%(>)9? ,'@.A



❮✳ ➚✳ ➮$%&'$%✱ ✃✳ ➚✳ ➪'+',-&%✳ ./+0'1%2-334+&'/ ,$-5/&-/ 6'&1'7 23/&1-

Как следует из (5), (7), при деформации пленки раствора можно выделить четы-
ре масштаба времени, связанных с развитием полей скорости, температуры и кон-
центрации, а также с изменением толщины слоя. Введем следующие характерные
времена:

τ1 =
d2

ν
, τ2 = Pr

d2

ν
, τ3 =

Pr

Le

d2

ν
, τ4 =

l

u0
, (8)

при этом
τ1
τ2
∼ 1,

τ1
τ3

=
Le

Pr
,

τ1
τ4

= ε2Re.

Рассмотрим два предельных случая соотношений характерных времен: деформа-
ция пленки опережает развитие поля концентрации растворенной компоненты

τ4
τ3
∼ ε⇐⇒ ε ∼

3

√
Le

PrRe
= ε1,

развитие поля концентрации опережает процесс деформации пленки

τ3
τ4
∼ ε⇐⇒ ε ∼

Le

PrRe
= ε2.

Соотношения характерных времен будет соответственно

τ1 ∼ τ2 < τ4 < τ3, τ1 ∼ τ2 < τ3 < τ4.

При ε & ε1 жидкую пленку условно назовем «термической», а при ε . ε2 — «диффу-
зионной»; временной интервал, предшествующий видимой деформации, — «малыми
временами». Для термической пленки малые времена t ∼ τ1, для диффузионной —
t ∼ τ3.

Характерные скорости

Скорость u0 для термической и диффузионной пленок обозначим соответствен-
но uT и uD. Примем также d = h0, l = a. Характерные скорости uT и uD определим
при больших временах t ∼ τ4, когда деформации становятся существенными. В этом
случае можно считать температуру однородной по высоте, и, как следствие,

TI = Ts (r) = T0 + θe−r
2/a2 .

В случае термической пленки концентрация еще не изменилась значительно CI =
= C = C0. Коэффициент поверхностного натяжения

γ − γ0 = γT (TI − T0) + γC (CI − C0) = γT θe
−r2/a2 .

Характерная скорость термокапиллярного течения u0 ∼
d

µ

∆γ

l
, так что можно

принять

uT =
|γT | θd

µa
.

Процесс деформации диффузионной пленки будем считать равновесным, что
достигается уменьшением ее первоначальной толщины. В этом случае имеет место
условие насыщения

J = jT (TI − T0) + jC (CI − C0) = 0,
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γ − γ0 = γT (TI − T0) + γC (CI − C0) =

(
γT −

jT
jC
γC

)
θe−r

2/a2 .

В силу преобладания концентрационного эффекта характерная скорость

uD = |γC |
jT
jC

θd

µa
.

Величины uT и uD определены для каждой из пленок, но только одна из них будет
соответствовать характерной скорости.

Теперь можно конкретизировать введенные выше понятия. Пленка раствора
проявляет термический эффект, если ее первоначальная толщина

d & 4

√
Dµa3

|γT | θ
,

и концентрационный (диффузионная пленка) — при

d .

√
Dµa

|γC | (jT/jC) θ
.

В нашем случае d & 10−4 м и d . 10−6 м соответственно. Далее рассматриваются
жидкие пленки с начальной толщиной d = dT и d = dD, где dT = 10−4 м, dD = 10−6 м.

2. РАЗВИТИЕ ПОЛЯ СКОРОСТИ. МАЛЫЕ ВРЕМЕНА

Рассмотрим процесс формирования поля скорости при нагреве слоя жидкости.
Положим в уравнениях (5), (7) характерное время τ = τ1 из (8). Пренебрегая
членами порядка ε и выше, будем иметь

∂v∗⊥
∂t∗

= −∇∗⊥p∗ +
∂2v∗⊥
∂z2∗

,
∂p∗
∂z∗

+
Ga

Re
= 0,

∂C

∂t∗
= 0,

∂T∗
∂t∗

=
∂2T∗
∂z2∗

, ∇∗⊥ · v∗⊥ +
∂w∗
∂z∗

= 0.

(9)

Граничные условия:

z∗ = 0 : v∗⊥ = 0, w∗ = 0, T∗ = T ∗s ,

z∗ = h∗ : p∗ = p∗a,

RePr∂v∗⊥/∂z∗ = εMa (∇∗⊥T∗ + γC/ (γT θ)∇
∗
⊥C) ,

∂T∗/∂z∗ = 0, ∂h∗/∂t∗ = 0.

Начальные условия t∗ = 0:

h∗ = 1, (10)

0 < z∗ < h∗ : v∗⊥ = 0, w∗ = 0, T∗ = 0, C = C0.

Затраты тепла на испарение на данном временном интервале не учитываем.
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Решение задачи (u0 = uT )

Из кинематического условия на свободной поверхности следует постоянство тол-
щины пленки

∂h∗
∂t∗

= 0 ⇒ h∗ = 1,

концентрация также неизменна

∂C

∂t∗
= 0 ⇒ C = C0 = const,

продольный градиент давления отсутствует

p∗ = (Ga/Re) (1− z∗) + p∗a.

Далее, решая задачу (9), (10) методом Фурье, находим поле температуры

T∗ (x∗, y∗, z∗, t∗) = T ∗s − 2T ∗s

+∞∑

n=0

1

ηn
e−η

2
nt∗sin (ηnz∗), ηn =

(
n+

1

2

)
π,

на свободной поверхности (z∗ = h∗ = 1)

T ∗I (x∗, y∗, t∗) = T ∗s − 2T ∗s

+∞∑

n=0

(−1)n

ηn
e−η

2
nt∗ ,

∂v∗⊥
∂z∗

(z∗ = h∗) = −∇
∗
⊥T

∗
I .

Продольная составляющая скорости

v∗⊥ (x∗, y∗, z∗, t∗) =

{
− 4

+∞∑

n=0

+∞∑

k=0
(k 6=n)

(−1)n+k
ηk

(
e−η

2
k
t∗ − e−η

2
nt∗

)

η2n (η
2
k − η2n)

sin (ηnz∗)+

+4
+∞∑

n=0

t∗
ηn
e−η

2
nt∗sin (ηnz∗) +

(
2

+∞∑

n=0

(−1)n

ηn
e−η

2
nt∗ − 1

)
z∗

}
∇∗⊥T

∗
s , (11)

вертикальная компонента

w∗ (x∗, y∗, z∗, t∗) =

{
4

+∞∑

n=0

+∞∑

k=0
(k 6=n)

(−1)n+k
ηk

(
e−η

2
k
t∗ − e−η

2
nt∗

)

η3n (η
2
k − η2n)

(1− cos (ηnz∗))−

−4
+∞∑

n=0

t∗
η2n
e−η

2
nt∗ (1− cos (ηnz∗))−

(
+∞∑

n=0

(−1)n

ηn
e−η

2
nt∗ −

1

2

)
z2∗

}
∇∗2⊥ T

∗
s . (12)

При нагреве подложки по закону (4) в формулах (11), (12)

T ∗s = e−r
2
∗ , r∗ =

√
x2∗ + y2∗,

∇∗⊥T
∗
s =

∂T ∗s
∂r∗

er = −2r∗e
−r2

∗er, ∇∗2⊥ T
∗
s =

1

r∗

∂

∂r∗

(
r∗
∂T ∗s
∂r∗

)
= 4

(
r2∗ − 1

)
e−r

2
∗ ,

поле скорости обладает осевой симметрией

v∗⊥ =
v⊥

u0
= v∗rer, v∗r = v∗r (r∗, z∗, t∗) .

На рис. 1 представлен процесс прогрева слоя жидкости и формирование поля
скорости.
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Рис. 1. Температура T∗ (r∗ = 0) и радиальная компонента скорости v∗r (r∗ = 1)
по высоте. Кривые 1–3 соответствуют моментам времени t∗ = 0.3, 0.7, 3

Fig. 1. The temperature T∗ (r∗ = 0) and the radial velocity component v∗r (r∗ = 1)
in height. Curves 1–3 correspond to time instants t∗ = 0.3, 0.7, 3

Приведены зависимости температуры T∗ и радиальной компоненты скорости v∗r
от вертикальной координаты z∗. Температура указана на вертикальной оси r∗ = 0,
а профили скорости — на некотором удалении от нее (r∗ = 1). Кривые 1–3
соответствуют моментам времени t∗ = 0.3, 0.7, 3. При построении графиков ря-
ды были заменены конечными суммами с достаточным числом слагаемых, так что
при дальнейшем их увеличении визуального изменения не наблюдалось.

За период характерного времени устанавливается однородное распределение тем-
пературы по вертикали и линейный профиль скорости, как при течении Куэтта.
Поведение термической и диффузионной пленок при временах t ∼ τ1 одинаково. Да-
лее для термической пленки начинается процесс деформации, а для диффузионной
малые времена продолжаются до t ∼ τ3, происходят изменение концентрации и
перестраивание поля скорости.

Определим дальнейшее развитие поля скорости для диффузионной пленки,
связанное с испарением летучей компоненты. Полагая в уравнениях (5), (7) харак-
терное время τ = τ3 из (8), будем иметь

−∇∗⊥p∗ +
∂2v∗⊥
∂z2∗

= 0,
∂p∗
∂z∗

+
Ga

Re
= 0,

∂C

∂t∗
=
∂2C

∂z2∗
,

∂2T∗
∂z2∗

= 0, ∇∗⊥ · v
∗
⊥ +

∂w∗
∂z∗

= 0.

(13)

Граничные условия (линеаризованные)

z∗ = 0 : v∗⊥ = 0, w∗ = 0, ∂C/∂z∗ = 0, T∗ = T ∗s ,

z∗ = h∗ : p∗ = p∗a,

RePr∂v∗⊥/∂z∗ = εMa (∇∗⊥T∗ + γC/ (γT θ)∇
∗
⊥C) ,

ρD/ (jC (1− C0) d) ∂C/∂z∗ = − [(jT θ/jC)T∗ + (C − C0)] ,

−kθ/ (jCLvd) ∂T∗/∂z∗ = (jT θ/jC)T∗ + (C − C0) , ∂h∗/∂t∗ = 0.

Начальные условия t∗ = 0:
h∗ = 1, (14)

0 < z∗ < h∗ : C = C0.
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Решение задачи (u0 = uD, d = dD)

Толщина пленки неизменна

∂h∗
∂t∗

= 0 ⇒ h∗ = 1.

Интегрирование уравнения для температуры в (13) дает

∂2T∗
∂z2∗

= 0⇒ T∗ = (T ∗I − T ∗s ) z∗ + T ∗s ⇒
∂T∗
∂z∗

= T ∗I − T ∗s .

Здесь T ∗I = T∗ (z∗ = h∗) пока неизвестная функция. Подставив это выражение в
граничное условие

−
kθ

jCLvd
(T ∗I − T ∗s ) =

jT θ

jC
T ∗I + (CI − C0) ,

находим связь переменных T ∗I и CI = C (z∗ = h∗) на внешней поверхности пленки

T ∗I =
kθT ∗s − jCLv (CI − C0) d

(k + jTLvd) θ
. (15)

Используя (15) в граничном условии для C из (14), можно исключить температуру
T ∗I

ρD

jC (1− C0) d

∂C

∂z∗
(z∗ = 1) = −

[
jT θ

jC
T ∗I + (CI − C0)

]
=

= −
k

k + jTLvd

[
jT θ

jC
T ∗s + (CI − C0)

]
,

или
∂ (C − C0)

∂z∗
(z∗ = 1) +H [(CI − C0)− U ] = 0,

где

H =
jC (1− C0) d

ρD

k

k + jTLvd
, U = −

jT θ

jC
T ∗s . (16)

Таким образом, задача для концентрации из (13), (14) отделяется

∂ (C − C0)

∂t∗
=
∂2 (C − C0)

∂z2∗
, 0 < z∗ < 1, t∗ > 0,

t∗ = 0 : (C − C0) = 0,

z∗ = 0 : ∂ (C − C0)/∂z∗ = 0,

z∗ = 1 : ∂ (C − C0)/∂z∗ +H [(C − C0)− U ] = 0.

Поле концентрации имеет вид

C (x∗, y∗, z∗, t∗) = C0 + U

[
1 + 2

+∞∑

n=1

(−1)n
H
√
H2 + µ2

n

µn [H2 +H + µ2
n]
e−µ

2
nt∗cos (µnz∗)

]
.
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Здесь U и H определены формулой (16), µn — положительные корни уравнения
ctg µ = µ/H. На свободной поверхности (z∗ = 1)

CI = C0 −
jT θ

jC

[
1 + 2

+∞∑

n=1

(−1)n
H
√
H2 + µ2

n

µn [H2 +H + µ2
n]
e−µ

2
nt∗cos µn

]
T ∗s . (17)

Остальные неизвестные находятся с помощью (15) и (17)

h∗ = const⇒ ∇∗⊥p∗ = 0⇒
∂2v∗⊥
∂z2∗

= 0,

∂v∗⊥
∂z∗

(z∗ = h∗) = −
uT
uD

(
∇∗⊥T

∗
I +

γC
γT θ

∇∗⊥CI

)
.

Профиль продольной составляющей скорости линейный по высоте

v∗⊥ (x∗, y∗, z∗, t∗) = −
uT
uD

(
∇∗⊥T

∗
I +

γC
γT θ

∇∗⊥CI

)
z∗,

вертикальная компонента скорости

w∗ (x∗, y∗, z∗, t∗) =
uT
uD

(
∇∗⊥T

∗
I +

γC
γT θ

∇∗⊥CI

)
z2∗
2
,

поле температуры
T∗ (x∗, y∗, z∗, t∗) = (T ∗I − T ∗s ) z∗ + T ∗s .

Как видно из (17), термодинамическое равновесие наступает за время

t∗ =
τs
τ3
∼

1

µ2
1

⇒ τs ∼
d2

µ2
1D

.

Процесс деформации диффузионной пленки равновесный при условии τs < τ4.
Данное требование выполняется.

На рис. 2 показаны динамика изменения концентрации и температуры на
поверхности пленки, а также перестраивание ранее сформированного поля скорости.

0 2 4 t
*

1

2

C T,
*
I

*
I

0.98

0.96

0.94

-0.4

-0.2

0

vr*

1

z
*

3

4

5

а / a б / b

Рис. 2. Концентрация C∗I = CI/C0 и температура T ∗I при r∗ = 0 в зависимости от

времени — кривые 1 и 2; радиальная компонента скорости v∗r (r∗ = 1) по высоте —

кривые 3–5 соответствуют моментам времени t∗ = 0.001, 0.3, 3

Fig. 2. Concentration C∗I = CI/C0 and temperature T ∗I at r∗ = 0 depending on time are

the curves 1 and 2; the radial velocity component v∗r (r∗ = 1) in height is the curves 3–5

which correspond to time instants t∗ = 0.001, 0.3, 3
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Приведены зависимости C∗I = CI/C0 и T ∗I от времени t∗ в центре r∗ = 0 —
кривые 1 и 2 соответственно. Показано распределение радиальной компоненты ско-
рости v∗r по вертикали при r∗ = 1; кривые 3–5 соответствуют моментам времени
t∗ = 0.001, 0.3, 3. Как и ранее, сходимость рядов контролировалась визуально.
Концентрация убывает со временем и стремится к новому равновесному значению.
При этом температура поверхности пленки несколько понижена вследствие затрат
тепла на испарение летучей компоненты. Горизонтальная составляющая скорости v∗⊥
меняет свое направление на противоположное.

3. ДЕФОРМАЦИЯ ПЛЕНКИ РАСТВОРА

Рассмотрим динамику жидкой пленки. При τ = τ4 из (5), (7) следует

−∇∗⊥p∗ +
∂2v∗⊥
∂z2∗

= 0,
∂p∗
∂z∗

+
Ga

Re
= 0, ∇∗⊥ · v

∗
⊥ +

∂w∗
∂z∗

= 0, (18)

z∗ = 0 : v∗⊥ = 0, w∗ = 0, z∗ = h∗ : p∗ = p∗a,

RePr∂v∗⊥/∂z∗ = εMa (∇∗⊥T∗ + γC/ (γT θ)∇
∗
⊥C) ,

∂h∗/∂t∗ + v∗⊥ · ∇∗⊥h∗ − w∗ = 0.

(19)

Вводя в (18), (19) среднюю по толщине продольную скорость u∗, приходим к
известным соотношениям

∂h∗
∂t∗

+∇∗⊥ · (h∗u∗) = 0, u∗ = −
Ga

3Re
h2∗∇

∗
⊥h∗ +

εMa

2RePr
h∗

(
∇∗⊥T

∗
I +

γC
γT θ

∇∗⊥CI

)
.

Для рассмотренных примеров линеаризованное уравнение эволюции принимает
единую форму

∂h∗
∂t∗

= A
(
r2∗ − 1

)
e−r

2
∗ +B

(
∂2h∗
∂r2∗

+
1

r∗

∂h∗
∂r∗

)
,

но с различными значениями коэффициентов. Для пленки с начальной толщиной
d = dT : A = 2, B = ρgd3T/(3µauT ), t∗ = uT t/a; для пленки с d = dD:
A = 2 (uT − uD)/uD, B = ρgd3D/(3µauD), t∗ = uDt/a. Приходим к следующей
постановке:

∂h∗
∂t∗

= Af (r∗) + B∆r∗h∗, f (r∗) =
(
r2∗ − 1

)
e−r

2
∗ , ∆r∗h∗ =

∂2h∗
∂r2∗

+
1

r∗

∂h∗
∂r∗

,

h∗ = h∗ (r∗, t∗) ; r∗ > 0, t∗ > 0;

h∗ (r∗, 0) = 1, h∗ (+∞, t∗) = 1.

(20)

Решая задачу (20) с помощью преобразования Ханкеля нулевого порядка, устанав-
ливаем динамику изменения толщины пленки

h∗ (r∗, t∗) = 1−
A

4B

(
exp

{
−r2∗

}
−

1

1 + 4Bt∗
exp

{
−

r2∗
1 + 4Bt∗

})
.

На рис. 3 представлена деформация пленки. Изображены зависимости толщины
слоя жидкости h∗ = h/d от радиальной координаты r∗.
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Рис. 3. Зависимость толщины пленки h∗ от продольной координаты r∗. Кривые 1–3

соответствуют моментам времени t∗ = 0.1, 0.5, 1; d = dT (а ), d = dD (б)

Fig. 3. Dependence of the film thickness h∗ on the longitudinal coordinate r∗. Curves 1–3

correspond to points in time t∗ = 0.1, 0.5, 1; d = dT (a), d = dD (b)

Кривые 1–3 соответствуют моментам времени t∗ = 0.1, 0.5, 1. Для термической
d = dT и диффузионной d = dD пленок наблюдается разнонаправленное движение
свободной поверхности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе изучено поведение тонкой пленки жидкости, содержащей летучую
компоненту, при ее нагреве. Выделено четыре масштаба времени, связанных с
развитием полей скорости, температуры и концентрации, а также с изменением
высоты слоя. Определен характерный период, в течение которого устанавливается
термодинамическое равновесие раствора с насыщенным паром. В зависимости
от первоначальной высоты жидкого слоя прогиб поверхности пленки может как
опережать развитие поля концентрации, так и отставать от него. В последнем случае
наблюдается перестроение течения в пленке с изменением направления радиальной
составляющей скорости до момента видимой деформации.
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Interphase convection is a widespread phenomenon that occurs in various branches of tech-

nology, including chemical technologies. The greatest interest in the case of thin liquid films is

the Marangoni convection. Phase transitions significantly affect the convective flow, changing the

coefficient of surface tension. In this paper, the behavior of a thin film of an alcohol-containing

solution when it is heated is analytically studied. The change in the temperature of the free sur-

face together with the escape of the volatile component leads, as a rule, to two opposite effects

with respect to the directionality of the surface tension gradient. It is shown that four time scales

associated with the development of velocity, temperature and concentration fields, as well as the

change in layer height, can be distinguished in the considered non-stationary problem of a film

deformation. Depending on the initial thickness deformation of the film can both advance the de-

velopment of the concentration field, and lag behind it. In the linear approximation formulas for

the fields of the basic quantities, and also for the asymptotics of the film deformation process are

obtained.
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Исследование прочности и устойчивости ортотропных
конических оболочек и конических панелей
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В строительстве тонкостенные оболочечные конструкции используются для покрытия

помещений больших площадей, таких как стадионы, ангары, цирки, аэропорты. В данной

работе приводится исследование прочности и устойчивости замкнутых конических обо-

лочек, а также их панелей. Учитывается геометрическая нелинейность и поперечные

сдвиги. Используется математическая модель в виде функционала полной потенциальной

энергии деформации. Также приводятся выражения для деформаций, усилий и моментов.

Расчетная программа реализована в среде MatLab. Алгоритм построен на методе Ритца и

методе Ньютона для решения системы нелинейных алгебраических уравнений. Показаны

варианты аппроксимирующих функций для замкнутой оболочки и для ее панели. Найдены

значения критических нагрузок, получена зависимость прогиба от нагрузки, напряжений

от нагрузки, показано поле прогибов в докритический и в закритический моменты. Приво-

дятся поля различных компонент напряжений в момент начала невыполнения условий

прочности. Учитывается ортотропия материала.

Ключевые слова: оболочки, конические панели, устойчивость, прочность, ортотропия,

геометрическая нелинейность.
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ВВЕДЕНИЕ

В строительстве тонкостенные оболочные конструкции имеют широкое
применение [1–3]. Они используются для покрытия помещений больших площа-
дей, таких как стадионы, ангары, цирки, аэропорты, при этом толщина обо-
лочки достаточно мала, поэтому такие конструкции, особенно при использовании
современных материалов, будут легкими.

В архитектурной практике используются оболочки конические, сферические, ци-
линдрические, пологие, торообразные и др. Как правило, конструкции данного
типа подвергаются воздействию различных нагрузок, поэтому возникает необхо-
димость исследования их устойчивости. Исследованию оболочечных конструкций
на устойчивость посвящено множество публикаций [4–7], в том числе иссле-
дованию конических оболочек и их панелей [8–12]. Процесс деформирования
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при действии осевой нагрузки рассматривается в статьях [13–17], колебания —
в [18–21], ламинированные конструкции — в работах [22–24]. Другие задачи,
связанные с анализом процесса деформирования конических конструкций, можно
найти в работах [25–28]. Так, в работе [10] проводится исследование процесса
разрушения многослойных цилиндрических и конических панелей при сжатии с
учетом геометрической нелинейности. Система нелинейных уравнений решается
с использованием итерационного метода Ньютона –Рафсона. В работе [28] ана-
лизируется влияние геометрических параметров на устойчивость конических пане-
лей при различных условиях нагружения.

Методика исследования прочности и устойчивости оболочечных конструкций
сводится к разработке математической модели их деформирования, разработке
алгоритма и программы для ЭВМ, а также проведению вычислительного экс-
перимента.

В данной работе для исследования прочности и устойчивости были выбраны
конические оболочки и их панели, так как, несмотря на свое широкое практическое
применение, исследований таких конструкций проводилось сравнительно мало.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
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Рис. 1. Панель конической оболочки с ло-

кальной системой координат

Fig. 1. Conical shell panel with local coordi-

nate system

Будем рассматривать оболочки и
панели конической формы (рис. 1). Гео-
метрический вид данных конструкций
будет характеризоваться параметрами
Ляме и главными кривизнами вдоль
координат x, y, которые примут вид
A = 1, B = x sin θ, kx = 0, ky = ctgθ/x.

Будем использовать математичес-
кую модель типа Тимошенко (Миндли-
на –Рейснера), которая учитывает по-
перечные сдвиги, ортотропию материа-
ла и геометрическую нелинейность [29].

Согласно этой модели, неизвестными функциями будут три функции перемещений
точек координатной поверхности U(x, y), V (x, y),W (x, y) и две функции, харак-
теризующие углы поворота нормали в плоскости xOz, yOz: Ψx = Ψx(x, y), Ψy =
= Ψy(x, y). Учет геометрической нелинейности в данном случае дает возможность
исследовать не только напряженно-деформированное состояние оболочки, но и ее
устойчивость.

В основе данной модели лежит функционал полной потенциальной энергии де-
формации, который будет иметь следующий вид:

Ep =
1

2

∫ a

a1

∫ b

0

(
Nxεx +Nyεy +

1

2
(Nxy +Nyx) γxy+Mxχ1 +Myχ2 + (Mxy +Myx)χ12+

+ Qx (Ψx − θ1) +Qy (Ψy − θ2)− qW

)
AB dx dy,

где Nx, Ny — нормальные усилия в направлении осей x, y; Nxy, Nyx — сдвиговые
усилия в соответствующей плоскости xOy; Mx, My – изгибающие моменты; Mxy —
крутящий момент; Qx, Qy — поперечные силы в плоскостях xOz и yOz, которые
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определяются соотношениями:

Nx =
E1h

1− µ12µ21

(εx + µ21εy) , Ny =
E2h

1− µ12µ21

(εy + µ12εx) , Nxy = Nyx = G12hγxy ,

Mx =
E1h

3

12 (1− µ12µ21)
(χ1 + µ21χ2) , My =

E2h
3

12 (1− µ12µ21)
(χ2 + µ12χ1) ,

Mxy =Myx =
G12h

3

6
χ12, Qx = G13kh (Ψx − θ1) , Qy = G23kh (Ψy − θ2) .

Здесь E1, E2 — модули упругости в направлениях x, y; k = 5/6; G12, G13, G23 —
модули сдвига в плоскостях xOy, xOz, yOz соответственно; µ12, µ21 — коэффициенты
Пуассона; εx, εy — деформации удлинения; γxy — деформации сдвига в плоскости
xOy:

εx =
1

A

∂U

∂x
+

1

AB
V
∂A

∂y
− kxW +

1

2
θ21, εy =

1

A

∂V

∂y
+

1

AB
U
∂B

∂x
− kyW +

1

2
θ22,

γxy =
1

A

∂V

∂x
+

1

B

∂U

∂y
−

1

AB
U
∂A

∂y
−

1

AB
V
∂B

∂x
+ θ1θ2,

θ1 = −

(
1

A

∂W

∂x
+ kxU

)
, θ2 = −

(
1

B

∂W

∂y
+ kyV

)
.

Для решения задачи анализа устойчивости необходимо найти минимум функ-
ционала. Полученные в результате значения могут соответствовать либо критичес-
ким нагрузкам потери устойчивости (верхним или нижним), либо точкам бифурка-
ции.

Применим к функционалу метод Ритца, что позволит свести вариационную
задачу о поиске минимума функционала к решению системы нелинейных
алгебраических уравнений. В таком случае неизвестные функции U(x, y), V (x, y),
W (x, y), Ψx(x, y), Ψy(x, y) представим в виде

U =
n∑

k=1

n∑

l=1

UklX1(k)Y 1(l), V =
n∑

k=1

n∑

l=1

VklX2(k)Y 2(l),

W =
n∑

k=1

n∑

l=1

WklX3(k)Y 3(l),

Ψx =
n∑

k=1

n∑

l=1

ΨxklX4(k)Y 4(l), Ψy =
n∑

k=1

n∑

l=1

ΨyklX5(k)Y 5(l),

где Ukl, Vkl, Wkl, Ψxkl, Ψykl — неизвестные числовые параметры; X1(k) − X5(k),
Y 1(l) − Y 5(l) — известные аппроксимирующие функции, которые удовлетворяют
краевым условиям. Краевые условия для каждой конструкции выбираются исходя из
способа закрепления контура оболочки.

В качестве аппроксимирующих функций при шарнирно-неподвижном закреп-
лении конической панели будем использовать следующие тригонометрические функ-
ции:

X1(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
, X2(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
, X3(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
,

X4(k) = cos

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
, X5(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
,
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Y 1(l) = sin

(
(2l − 1) πy

b

)
, Y 2(l) = sin

(
2lπy

b

)
, Y 3(l) = sin

(
(2l − 1) πy

b

)
,

Y 4(l) = sin

(
(2l − 1) πy

b

)
, Y 5(l) = cos

(
(2l − 1) πy

b

)
.

Данные функции применимы только для панелей, поскольку они не под-
разумевают выполнения условия периодичности вдоль оси y. Для замкнутых обо-
лочек аппроксимирующие функции можно принять в следующем виде:

X1(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
, X2(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
, X3(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
,

X4(k) = cos

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
, X5(k) = sin

(
kπ(x− a1)

a− a1

)
,

Y 1(l) = cos

(
2(l − 1)πy

b

)
, Y 2(l) = sin

(
2lπy

b

)
, Y 3(l) = cos

(
2(l − 1)πy

b

)
,

Y 4(l) = sin

(
2lπy

b

)
, Y 5(l) = cos

(
2(l − 1)πy

b

)
.

Согласно методу Ритца, аппроксимирующие функции подставляются в функ-
ционал и находятся производные по неизвестным параметрам. Полученные вы-
ражения приравниваются к нулю. В результате получается система нелинейных
алгебраических уравнений.

Для нахождения неизвестных коэффициентов будем решать данную систему
методом Ньютона:

Xi+1 = Xi −H−1 (Xi)∇Ep (Xi) , X = (Ukl, Vkl,Wkl,Ψxkl,Ψykl)
T , k = 1..n, l = 1..n,

где матрица Гессе H и градиент ∇Ep имеют вид

H =




∂2Ep

∂U2
11

∂2Ep

∂U11∂U12

∂2Ep

∂U11∂U13
· · · ∂2Ep

∂U11∂Ψynn

∂2Ep

∂U12∂U11

∂2Ep

∂U2
12

∂2Ep

∂U12∂U13
· · · ∂2Ep

∂U12∂Ψynn

∂2Ep

∂U12∂U11

∂2Ep

∂U11∂U12

∂2Ep

∂U2
12

· · · ∂2Ep

∂U12∂Ψynn

· · · · · · · · · · · · · · ·
∂2Ep

∂Ψynn∂U11

∂2Ep

∂Ψynn∂U12

∂2Ep

∂Ψynn∂U13
· · · ∂2Ep

∂Ψy
2
nn




, ∇Ep =




∂Ep

∂U11
∂Ep

∂U12
∂Ep

∂U13

· · ·
∂Ep

∂Ψynn



.

В качестве начального приближения U0
kl, V

0
kl, W

0
kl, Ψx

0
kl, Ψy

0
kl (k = 1..n, l = 1..n)

выбираем нулевые значения коэффициентов. Выполняя итерационный процесс, нахо-
дятся коэффициенты Ukl, Vkl, Wkl, Ψxkl, Ψykl, через которые можно получить
значения неизвестных функций U(x, y), V (x, y), W (x, y), Ψx(x, y), Ψy(x, y) для те-
кущего значения параметра нагрузки. Далее параметр нагрузки увеличивается и
решение системы повторяется. В качестве начального приближения уже выбирается
решение с предыдущего шага по нагрузке.

Для анализа прочности материала конструкции может быть использован
критерий максимальных напряжений, который имеет следующий вид:

σ−x 6 σx 6 σ+
x , σ−y 6 σy 6 σ+

y , |τxy| 6 τ±xy.

Компоненты напряжений анализируются по всему полю конструкции, что поз-
воляет таким образом выявить точки начального невыполнения условий прочнос-
ти [30].
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На данный момент все больше вычислений производится с помощью различных
математических систем, таких как Maple, MatLab, WolframAlpha и Mathcad. Они
позволяют реализовывать различные подходы к решению задачи, проводить более
детальные исследования и создавать базу для дальнейшей разработки программного
обеспечения с применением уже традиционных языков программирования.

Предложенный в данной работе алгоритм был реализован в математическом па-
кете MatLab. MatLab представляет собой высокоуровневый язык и одновременно
интерактивную среду для программирования, численных расчетов и визуализа-
ции результатов. Он представляет собой множество методов для анализа данных,
разработки алгоритмов и создания моделей, включает математические функции для
инженерных и научных операций.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ

В данной работе рассматривались конические панели и оболочки, выполненные
из нескольких вариантов ортотропных материалов [31, 32], параметры которых
приводятся в табл. 1.

Таблица 1 / Table 1

Характеристики ортотропных материалов

Characteristics of orthotropic materials

Материал / Material T300/976 ЛУ-П/ЭНФБ T300/Epoxy

E1, ГПа / GPa 140 140 125

E2, ГПа / GPa 9.7 9.6 7.8

µ12 0.29 0.3 0.34

G12, ГПа / GPa 5.5 4.6 4.4

G13, ГПа / GPa 5.5 4.6 4.5

G23, ГПа / GPa 3.3 4.6 4.5

Предел при растяжении σ+
x , МПа

Tensile strength σ+
x , MPa

1517 700 1760

Предел при растяжении σ+
y , МПа

Tensile strength σ+
y , MPa

46 27 80

Предел при сжатии σ−x , МПа
Compression limit σ−x , MPa

−1599 −600 −1570

Предел при сжатии σ−y , МПа

Compression limit σ−x , MPa

−253 −184 −168

Предел при сдвиге τ±xy, МПа

Shear limit τ±xy, MPa

41.4 55 98

Геометрические параметры рассматриваемых вариантов конструкций представ-
лены в табл. 2. На все конструкции действовала равномерно распределенная по-
перечная нагрузка q, направленная по нормали к поверхности. Расчеты проводились
при удержании N = n2 = 9 членов разложения искомых функций в методе Ритца.

Для начала рассмотрим пример, когда оболочечная конструкция незамкнутая
(вариант 1). На рис. 2, а, б показаны графики зависимостей «нагрузка – прогиб»
и «нагрузка – напряжение в центре конструкции» для панели из углепластика
T300/976. Как видно из графика на рис. 2, а, панель теряет устойчивость при
нагрузке qcr = 0.1 МПа. Поле прогибов до потери устойчивости и после нее по-
казано на рис. 2, в, г.
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Таблица 2 / Table 2

Входные параметры рассматриваемых конструкций

Input parameters of the considered structures

Параметры Вариант 1 Вариант 2

Parameters Variant 1 Variant 2

Линейный размер a1, м
Linear size a1, m

5 5

Линейный размер a, м
Linear size a, m

25 25

Толщина оболочки h, м
Shell thickness h, m

0.01 0.01

Угол разворота оболочки b, рад
Shell turning angle b, rad

π 2π

Угол конусности θ, рад
Taper angle θ, m

0.78
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Рис. 2. Результаты расчета конструкции варианта 1 из углепластика T300/976 (цвет online)

Fig. 2. The results of the calculation of the design of option 1 of carbon fiber T300/976
(color online)

Здесь и далее на графиках «нагрузка – прогиб» красным цветом показаны
значения в центре конструкции ((a1 + a) /2, b/2); синим цветом — в четвертой части
(a1 + (a− a1)/4, b/4).
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б / b

Также необходимо проводить конт-

роль прочности материала оболочки,

поскольку, находясь вблизи критичес-

кой нагрузки, при превышении уровня

допустимых напряжений это может по-

влечь за собой разрушение конструк-

ции. Поля компонент напряжений σx, σy,

τxy в момент начала невыполнения ус-

ловий прочности для данной конструк-

ции приводятся на рис. 3.

а / a в / c
Рис. 3. Поля компонент напряжений σx, σy, τxy в момент начала невыполнения условий

прочности для конструкции варианта 1 из углепластика Т300/976 (цвет online)

Fig. 3. Fields of stress components σx, σy, τxy at the moment of the beginning of non-
fulfillment of the strength conditions for the construction of option 1 from carbon fiber

T300/976 (color online)

Далее рассмотрим результаты расчета конструкции варианта 2, когда оболочка
замкнутая. Графики зависимостей «нагрузка – прогиб» и «нагрузка – напряжение в
центре конструкции» представлены на рис. 4.

а / a б / b
Рис. 4. Результаты расчета конструкции варианта 2 из углепластика T300/976 (цвет online)

Fig. 4. The results of the calculation of the design of option 2 from carbon fiber T300/976
(color online)
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Потеря устойчивости для данного варианта оболочки не наблюдается, что
достаточно часто является характерным для замкнутых конструкций.

На рис. 5 изображены поле прогибов и поля напряжений в момент начала невы-
полнения условий прочности (при нагрузке, близкой к 1.5МПа).

а / a б / b

в / c г / d
Рис. 5. Поле прогибов и поля компонент напряжений σx, σy, τxy в момент нача-
ла невыполнения условий прочности для конструкции варианта 2 из углепластика

Т300/976 (цвет online)

Fig. 5. The field of deflections and the field of stress components σx, σy, τxy at the moment
of the beginning of the failure to fulfill the strength conditions for the construction of

option 2 from carbon fiber T300/976 (color online)

В табл. 3 приводятся значения прогибов при некоторых значениях нагрузки
для замкнутых оболочек из материалов ЛУ-П/ЭНФБ и T300/Epoxy. Для данных
конструкций условие прочности перестает выполняться при нагрузках, близких к
значению 1МПа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе были рассмотрены тонкостенные конические оболочечные
конструкции, состоящие из различных ортотропных материалов и имеющие
шарнирно-неподвижное закрепление. Рассматриваемые конструкции находились под
воздействием равномерно распределенной поперечной нагрузки. Проводилось ком-
плексное исследование оболочек на устойчивость и прочность. Была разработана
расчетная программа в среде MatLab, которая позволяет проводить исследования
устойчивости оболочечных конструкций.
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Таблица 3 / Table 3

Значения прогиба в центре и четверти замкнутых конструкций

из материалов ЛУ-П/ЭНФБ и T300/Epoxy

Deflection values in the center and a quarter of closed structures made

of materials LU-P/ENFB and T300/Epoxy

q, МПа W ((a1 + a) /2, b/2), м W (a1 + (a− a1)/4, b/4), м

q, MPa ЛУ-П/ЭНФБ T300/Epoxy ЛУ-П/ЭНФБ T300/Epoxy

0.5 0.1618 0.1693 0.1381 0.1453

1 0.3230 0.3379 0.2816 0.2962

1.5 0.4823 0.5040 0.4217 0.4436

2 0.6385 0.6675 0.5571 0.5858

2.5 0.7908 0.8420 0.6868 0.7220

Для панели оболочки, выполненной из ортотропного материала T300/976, была
найдена критическая нагрузка потери устойчивости, показана зависимость прогиба
от нагрузки, докритическое и закритическое состояние конструкции, а также
зависимость напряжения материала от действующей нагрузки.

Для замкнутых оболочек, выполненных из материалов T300/976, ЛУ-П/ЭНФБ
и T300/Epoxy, показаны поля прогибов и напряжений, а также некоторые числовые
значения.

Таким образом, было проведено комплексное исследование на устойчивость и
прочность оболочечных конструкций, состоящих из ортотропных материалов.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
научного фонда (проект № 18-19-00474).
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In the construction, thin-walled shell structures are used to cover the buildings of large areas, such

as stadiums, hangars, circuses, airports. In this paper, the strength and buckling of closed conical

shells as well as their panels are studied. The geometric nonlinearity and transverse shifts are

taken into account. A mathematical model is used in the form of a functional of the total potential

energy of deformation. Also expressions for deformations, forces and moments are given. The

calculation program is implemented in the MatLab environment. The algorithm is based on the

Ritz method and Newton’s method for solving a system of nonlinear algebraic equations. Variants

of approximating functions for a closed shell and for its panel are shown. The values of critical

loads are found, the dependence of the deflection on the load, the dependence of the stresses

on the load is obtained, and the deflection field is shown at the subcritical and at the supercritical

moment. The fields of various stress components are given at the moment when the strength

conditions begin to fail. The orthotropy of the material is taken into account.

Keywords: shells, conical panels, buckling, strength, orthotropy, geometric nonlinearity.
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В кватернионной постановке рассмотрена задача оптимальной переориентации орбиты

космического аппарата (КА). Управление (вектор ускорения от реактивной тяги) яв-

ляется ограниченным по модулю. В ходе решения задачи требуется определить оптималь-

ную ориентацию этого вектора в пространстве. При этом необходимо минимизировать

длительность процесса переориентации орбиты КА. Для описания движения центра

масс КА использовано кватернионное дифференциальное уравнение ориентации орбиты

КА. Поставленная задача решалась с помощью принципа максимума Л. С. Понтрягина.

Учет известного частного решения уравнения для переменной, сопряженной к истинной

аномалии, позволил упростить уравнения задачи. Задача оптимальной переориентации

орбиты КА сведена к краевой задаче с подвижным правым концом траектории, описы-

ваемой системой нелинейных дифференциальных уравнений 15-го порядка. Для чис-

ленного решения полученной краевой задачи был осуществлен переход к безразмерным

переменным. При этом в фазовых и сопряженных уравнениях появился характерный

безразмерный параметр задачи. Построен оригинальный численный алгоритм нахож-

дения неизвестных начальных значений сопряженных переменных, являющийся комбина-

цией методов Рунге–Кутты 4-го порядка точности, модифицированного метода Ньютона

и градиентного спуска. Использование двух методов решения краевых задач позволило

повысить точность решения рассматриваемой краевой задачи оптимального управления.

Приведены примеры численного решения задачи для случая, когда отличие между началь-

ной и конечной ориентациями орбиты КА составляет единицы (или десятки) градусов в уг-

ловой мере. Построены графики изменения компонент кватерниона ориентации орбиты

КА; переменных, характеризующих форму и размеры орбиты КА; оптимального управ-

ления. Приведен анализ полученных решений. Установлены особенности и закономернос-

ти процесса оптимальной переориентации орбиты КА.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Предположим, что космический аппарат (КА) движется в пространстве под
действием тяги реактивного двигателя, сообщающего КА вектор ускорения p. Тогда
орбита КА в процессе управления движением центра масс КА меняет свою форму
и свои размеры, т. е. является деформируемой фигурой. Рассмотрим следующую за-
дачу: требуется определить ограниченное по модулю управление p:

0 6 p 6 pmax <∞, p = |p|, (1)

переводящее орбиту КА, движение центра масс которого описывается
уравнениями [1]

dr

dt
= v1,

dv1
dt

=
c2

r3
−
fM

r2
+ p1,

dc

dt
= rp2, 2

dΛ

dt
= Λ ◦Ωξ,

Ωξ =
p3r

c
(cosϕi1 + sinϕi2)−

r

c2 − fMr
cosϕ·

·

(
cp1 cosϕ−

(
c+

fMr

c
p2 sinϕ

)
i3

)
,

dϕ

dt
=

c

r2
−

r

c2 − fMr
cosϕ ·

(
cp1 cosϕ−

(
c+

fMr

c
p2 sinϕ

))
,

(2)

из заданного начального состояния

t = 0, r(0) = r0, v1(0) = v01, c(0) = c0, ϕ(0) = ϕ0, Λ(0) = Λ0 (3)

в конечное состояние

t = t∗ =?, c(t∗) = c(0) = c0, eor(t
∗) = eor(0), Λ(t∗) = ±Λ∗ (4)

за минимальное время.
Здесь r — радиус-вектор КА, проводимый из центра притяжения, r = |r|; v1 —

проекция вектора скорости КА на направление его радиус-вектора; c — модуль
момента орбитальной скорости КА; f — гравитационная постоянная, M — масса
притягивающего тела (Земли); pk, k = 1, 3 — компоненты вектора ускорения от тяги
реактивного двигателя; Λ = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3 — нормированный кватернион
ориентации орбиты КА, ik, k = 1, 3 — векторные мнимые единицы Гамильтона; ϕ —
истинная аномалия, характеризующая положение КА на орбите.

В поставленной задаче заданы начальные значения фазовых координат КА r, v1,
c, ϕ, Λ и эксцентриситета орбиты КА eor, вычисляемого либо по формуле [2,3]

eor =

√
1 +

c2

µ2

(
v21 +

c2

µ2
− 2

µ

r

)
, µ = fM,
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либо по формуле

eor =
r · v1

c sinϕ− rv1 cosϕ
,

также заданы значения компонент кватерниона Λ∗.

Конечные значения фазовых координат принадлежат многообразию (4). Конечное
значение момента времени t∗ не фиксируется и подлежит определению в резуль-
тате решения задачи. Поэтому эта задача — задача с подвижным правым концом.
Отметим, что в отличие от работ [4, 5] величины больших полуосей начальной и
конечной орбит в общем случае не совпадают, т. е. размер конечной орбиты КА
может отличаться от размера его начальной орбиты. Отметим также, что ввиду
своей сложности задача о быстродействии другими авторами решалась редко (можно
отметить работы [6–9]). В основном минимизировались затраты рабочего тела или
характеристическая скорость.

Известно, что задача межорбитального перелета КА значительно упрощается, ес-
ли начальная и конечная орбиты лежат в одной плоскости. Становится возможным
аналитически (точно или приближенно) найти оптимальные траектории перехода.
Этим обусловлено значительное количество публикаций в данной области. Чаще
всего минимизировался расход рабочего тела. Отметим работы И. С. Григорье-
ва, К. Г. Григорьева [10–13], С. Н. Кирпичникова с соавторами [14, 15]. Задачи
оптимального управления решаются на основе принципа максимума. Краевые задачи
принципа максимума решаются численно методом стрельбы. В настоящей статье
рассмотрена общая задача переориентации орбиты КА. На форму и размеры началь-
ной и конечной орбит дополнительных ограничений не наложено.

В отличие от управления угловым движением твердого тела, где уже доволь-
но давно применяются кватернионные модели, в подавляющем большинстве работ,
посвященных переориентации орбиты КА, используются уравнения движения в тра-
диционных угловых элементах орбиты. Отметим также, что некоторые авторы [16,
17] применяют кватернионный подход для построения аналитического решения
уравнений невозмущенной пространственной задачи двух тел во вращающейся
системе координат. В большинстве работ задача сводится к численному решению не-
линейных краевых задач высокой размерности, полученных с помощью применения
принципа максимума Л. С. Понтрягина. Аналитическое исследование дифферен-
циальных уравнений ориентации орбиты в классических угловых элементах (и
получающихся краевых задач) — достаточно сложная задача. Отметим работы
С. А. Ишкова, В. В. Салмина и др. [18, 19]. Повышение эффективности численного
решения задач в этой области, по-видимому, может быть получено при исполь-
зовании кватернионных моделей орбитального движения КА. В настоящей работе
развиваются исследования изучаемой задачи, начатые в [20].

Четыре компоненты Λj кватерниона Λ удовлетворяют условию Λ2
0 + Λ2

1 + Λ2
2 +

+ Λ2
3 = 1, поэтому краевое кватернионное условие в (4), эквивалентное четырем

скалярным, заменим на условие

vect
[
Λ̃(t∗) ◦Λ∗

]
= 0, (5)

эквивалентное трем скалярным (в (5) и далее верхняя волна означает сопряженный
кватернион). Такая замена повышает эффективность численного решения задачи
оптимальной переориентации орбиты КА.
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2. ЗАКОН ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Поставленную задачу будем решать с помощью принципа максимума [21].
Для этого введем дополнительные переменные ρ, s1, e, χ и M = M0 + M1i1 +
+M2i2 +M3i3, сопряженные по отношению к фазовым переменным r, v1, c, ϕ и Λ.
Известно [20], что уравнение для переменной χ имеет частное решение

χ = N3/2. (6)

В этом случае функция Гамильтона –Понтрягина примет вид

H = −1 + ρv1 + s1

(
c2

r3
−
fM

r2
+ p1

)
+ erp2 + χ

c

r2
+ p3

r

2c
(N1 cosϕ+N2 sinϕ) ,

где Nj, j = 1, 3 — компоненты кватерниона N = Λ̃ ◦M.

Система уравнений для сопряженных переменных примет вид

ds1
dt

= −ρ,

dρ

dt
= 3s1

c2

r4
− 2

s1fM − χc

r3
− ep2 −

p3
2c

(N1 cosϕ+N2 sinϕ) ,

de

dt
= −2c

s1
r3
−
χ

r2
+ p3

r

2c2
(N1 cosϕ+N2 sinϕ) ,

2
dM

dt
= M ◦Ωξ.

(7)

Закон оптимального в смысле быстродействия управления (т. е. закон управления,
удовлетворяющий необходимому условию оптимальности) находится из условий мак-
симума функции H по переменной p с учетом наложенного ограничения (1) и имеет
вид

po = pmaxn/|n|, n = s1i1 + eri2 +
r

2c
(N1 cosϕ+N2 sinϕ) i3. (8)

Условия трансверсальности, не содержащие неопределенных множителей
Лагранжа, имеют вид:

t = t∗, ρ−
s1

v1 · r2

(
1−

r

c2

)
= 0, Λ∗0M0 + Λ∗1M1 + Λ∗2M2 + Λ∗3M3 = 0. (9)

Таким образом, задача оптимальной переориентации орбиты КА сведена
к краевой задаче с подвижным правым концом траектории, описываемой системой
нелинейных дифференциальных уравнений (2), (7), (8) 15-го порядка и тринадцатью
краевыми условиями (3), (4), (5), которые необходимо дополнить двумя условиями
трансверсальности (9) и равенством

Ho | t∗ = 0,

имеющим место для оптимального управления po и оптимальной траектории.
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3. УРАВНЕНИЯ В БЕЗРАЗМЕРНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Для численного решения краевой задачи оптимальной переориентации
орбиты КА запишем уравнения этой задачи в безразмерных переменных.
Фазовые Λj и сопряженные Mj переменные являются безразмерными. Безразмерные
переменные rb, tb и компоненты управления pbk связаны с размерными переменны-
ми r, t и управлениями pk соотношениями: r = Rrb, t = Ttb, pk = pmaxp

b
k, k = 1, 3,

где R — характерное расстояние (в его качестве принималась величина, близкая к
длине большой полуоси орбиты управляемого КА); V , T — характерные скорость
и время соответственно, определяемые соотношениями: V = C/R, T = R2/C. Здесь
C — характерная секторная скорость.

Отметим, что при переходе к безразмерным переменным в уравнениях для
фазовых и сопряженных переменных появляется характерный безразмерный
параметр N = pmaxR

3/C2.
Таким образом, система фазовых уравнений в безразмерных переменных имеет

следующий вид (здесь и далее верхние индексы у безразмерных переменных опус-
каются):

dr

dt
= v1,

dv1
dt

=
c2

r3
−

1

r2
+N · p1,

dc

dt
= N · r · p2, 2

dΛ

dt
= Λ ◦Ωξ,

Ωξ = N ·
p3 · r

c
(cosϕi1 + sinϕi2)−N ·

r

c2 − r
cosϕ×

×
(
cp1 cosϕ−

(
c+

r

c
p2 sinϕ

)
i3

)
,

dϕ

dt
=

c

r2
−N ·

r

c2 − r
cosϕ ·

(
cp1 cosϕ−

(
c+

r

c
p2 sinϕ

))
.

(10)

Начальные условия интегрирования этой системы

t = 0, r(0) = r0, v1(0) = v01, c(0) = c0, ϕ(0) = ϕ0, Λ(0) = Λ0 (11)

являются заданными.
Для правого конца траектории КА имеем условия

t = t∗ =?, c(t∗) = c(0) = c0, eor(t
∗) = eor(0), vect

[
Λ̃(t∗) ◦Λ∗

]
= 0, (12)

где Λ∗ — заданная кватернионная величина.
Ограничение по управлению в безразмерном виде: p21 + p22 + p23 6 1.
Система сопряженных уравнений в безразмерных переменных имеет вид

ds1
dt

= −ρ,

dρ

dt
= 3s1

c2

r4
− 2

s1 − χc

r3
−Nep2 −N

p3
2c

(N1 cosϕ+N2 sinϕ) ,

de

dt
= −2c

s1
r3
−
χ

r2
+N · p3

r

2c2
(N1 cosϕ+N2 sinϕ) ,

2
dM

dt
= M ◦Ωξ.

(13)

Отметим, что безразмерное дифференциальное уравнение для переменной χ было
заменено частным решением (6).
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Условия трансверсальности, не содержащие неопределенных множителей Лагран-
жа, в безразмерных переменных имеют вид

t = t∗, ρ−
s1

v1 · r2

(
1−

r

c2

)
= 0,

Λ∗0M0 + Λ∗1M1 + Λ∗2M2 + Λ∗3M3 = 0.
(14)

Таким образом, в безразмерных переменных задача оптимальной переориента-
ции орбиты КА сведена к краевой задаче с подвижным правым концом траектории,
описываемой системой нелинейных дифференциальных уравнений (10), (13) 15-го
порядка и тринадцатью краевыми условиями (11), (12), которые необходимо допол-
нить двумя условиями трансверсальности (14) и равенством гамильтониана нулю в
конце движения. При этом закон оптимального управления аналогичен (8).

4. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПЕРЕОРИЕНТАЦИИ ОРБИТЫ
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

Алгоритм численного решения задач реализует комбинацию метода Рунге –Кутта
4-го порядка точности и двух методов решения краевых задач: модифицированного
метода Ньютона и метода градиентного спуска [22].

Величины, характеризующие форму, размеры орбиты КА, начальное и конечное
положения КА на орбите, начальную и конечную ориентации орбиты КА, полагались
равными [23] (aor — большая полуось орбиты):

eor = 0.8257, aor = 37936238.7597м,

ϕ0 = 2.954779 рад., pmax = 0.101907м/с2, N = 0.35;

для начального положения КА

Λ0
0 = 0.679417, Λ0

1 = −0.245862, Λ0
2 = −0.539909, Λ0

3 = −0.353860;

для конечного положения КА
вариант 1 (малое отличие в ориентациях орбит КА):

Λ∗0 = 0.678275, Λ∗1 = −0.268667, Λ∗2 = −0.577802, Λ∗3 = −0.366116;

вариант 2 (большое отличие в ориентациях орбит КА):

Λ∗0 = −0.440542, Λ∗1 = −0.522476, Λ∗2 = −0.125336, Λ∗3 = −0.719189.

Значения выбранных масштабирующих множителей равны: R = 37000000.0м,
V = 3282.220738м/с, C = 121442167306.088539м/с2, T = 11272.855470 с. Указанные
значения этих величин отвечают значениям декартовых координат и проекций век-
тора скорости центра масс КА, приведенным в [24].

Ориентации начальной и конечной орбит КА характеризуются параметрами Эй-
лера Λ0

j и Λ∗j , j = 0, 3, Если в варианте 1 эти значения близки (отличие ориента-
ций орбит по долготе восходящего узла, наклону, угловому расстоянию пери-
центра от узла составляет единицы градусов: ∆Ωu = Ωu(t0) − Ωu(t

∗) = −3.30◦,
∆I = I(t0) − I(t∗) = −1.51◦, ∆ωπ = ωπ(t0) − ωπ(t

∗) = −1.59◦), то в варианте 2
они существенно отличаются (отличие ориентаций орбит в угловой мере составляет
десятки градусов: ∆Ωu = −32.00

◦, ∆I = −117.57◦, ∆ωπ = 39.96◦).
На рис. 1, 2 приведены законы изменения фазовых переменных и управления для

обоих вариантов исходных данных.
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Рис. 1. Эллиптическая орбита, вариант 1: а — модуль момента орби-
тальной скорости КА; б — эксцентриситет орбиты КА; в — компоненты

кватерниона ориентации орбиты КА; г — оптимальное управление

Fig. 1. Elliptical orbit, variant 1: a — modulus of the moment of the
spacecraft orbital velocity; b — eccentricity of the spacecraft orbit; c —
components of quaternion of the spacecraft orbit orientation; d — optimal

control
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Рис. 2. Эллиптическая орбита, вариант 2: а — модуль момента орби-
тальной скорости КА; б — эксцентриситет орбиты КА; в — компоненты

кватерниона ориентации орбиты КА; г — оптимальное управление

Fig. 2. Elliptical orbit, variant 2: a — modulus of the moment of the
spacecraft orbital velocity; b — eccentricity of the spacecraft orbit; c —
components of quaternion of the spacecraft orbit orientation; d — optimal

control
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При малом отличии в ориентациях начальной и конечной орбит КА (вариант 1)
длительность процесса переориентации орбиты КА составила 0.565439 безразмерных
единиц, или 1.771 ч. Заметим, что при t = 0.296730 резко меняются законы
изменения компонент оптимального управления (со сменой знака). До этого времени
модуль момента орбитальной скорости КА практически линейно увеличивался, а
затем он начинает уменьшаться. И, напротив, эксцентриситет орбиты КА вначале
линейно уменьшается, а после t = 0.296730 начинает увеличиваться, достигая своего
первоначального значения в конце движения. Компоненты кватерниона ориентации
орбиты КА являются медленно изменяющимися переменными.

При большом отличии в ориентациях начальной и конечной орбит КА (вариант 2)
длительность процесса переориентации орбиты КА составила 5.112605 безразмерных
единиц, или 16.009 ч. Заметим, что при t = 1.933729 орбита КА близка к круговой.
Затем эксцентриситет орбиты начинает увеличиваться. Максимальное значение экс-
центриситета (близкое к единице) больше его начального значения. Также при
t = 1.933729 модуль момента орбитальной скорости КА достигает своего макси-
мального значения. В этой же точке фазовые переменные Λ0, Λ2 имеют локальные
экстремумы, а Λ1, Λ3 меняют знак.

Отметим выявленную неединственность численного решения краевой задачи
оптимальной переориентации орбиты КА, связанную с нелинейностью дифферен-
циальных уравнений задачи. При одних и тех же граничных условиях в постановке
краевой задачи оптимального управления получены различные решения для законов
движения, управления и поведения сопряженных переменных. Из них было выбрано
то, при котором переориентация орбиты КА происходит за меньшее время.

Отметим также, что в отличие от работы [20] авторам удалось получить решение
в случае, когда отличие в ориентациях начальной и конечной орбит КА составляет
десятки градусов. При этом комбинирование двух методов решения краевых задач
позволило повысить точность численного решения краевой задачи с 0.002 до 10−9

безразмерных единиц.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 19-01-00205).
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The problem of optimal reorientation of the spacecraft orbit is considered in quaternion formu-

lation. Control (vector of the acceleration of the jet thrust) is limited in magnitude. To solve the

problem it is required to determine the optimal orientation of this vector in space. It is necessary to

minimize the duration of the process of reorientation of the spacecraft orbit. To describe the motion

of the center of mass of the spacecraft we used quaternion differential equation of the orientation

of the spacecraft orbit. The problem was solved using the maximum principle of L. S. Pontrya-

gin. Accounting the known particular solution of the equation for the variable conjugated to a true

anomaly, we allowed to simplify the equations of the problem. The problem of optimal reorientation

of the spacecraft orbit is reduced to a boundary value problem with a moving right end trajectory

described by a system of nonlinear differential equations of the fifteenth order. For the numerical

solution of the obtained boundary value problem the transition to dimensionless variables was

carried out. At the same time a characteristic dimensionless parameter of the problem appeared

in the phase and conjugate equations. The original numerical algorithm for finding unknown ini-

tial values of conjugate variables, which is a combination of the 4th order Runge –Kutta method,

modified Newton method and gradient descent method is constructed. The use of two methods

for solving boundary value problems has improved the accuracy of the boundary value problem

solution of optimal control. Examples of numerical solution of the problem are given for the case

when the difference between the initial and final orientations of the spacecraft orbit equals to a

few (or tens of) degrees in angular measure. Graphs of component changes of the spacecraft

orbit orientation quaternion; variables characterizing the shape and dimensions of the spacecraft
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orbit; optimal control are plotted. The analysis of the obtained solutions is given. The features and

regularities of the optimal reorientation of the spacecraft orbit are established.

Keywords: spacecraft, orbit, optimal control, quaternion.
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В 1993 г. Frank Harary и John P. Hayes предложили

основанную на графах модель для исследования отказов

связей элементов дискретных систем. Технической системе

сопоставляется граф. Элементам системы соответствуют

вершины графа, а связям между элементами — рёбра или

дуги графа. Под отказом связи между элементами системы

понимается удаление из графа системы соответствующего

ребра (или дуги). Формализацией отказоустойчивой реализа-

ции системы является расширение графа. Граф G∗ назы-

вается рёберным k-расширением графа G, если после уда-

ления любых k рёбер из графа G∗ граф G вкладывается

в получившийся граф. Рёберное k-расширение n-вершин-

ного графа G называется минимальным, если оно имеет

n вершин и минимальное число рёбер среди всех рёберных

k-расширений графа G с n вершинами. В работе пред-

лагается алгоритм построения всех неизоморфных минималь-

ных рёберных k-расширений заданного графа без проверки

на изоморфизм методами канонических представителей и Ри-

да –Фараджева.
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ВВЕДЕНИЕ

Под полной отказоустойчивостью технической системы понимается возможность
системы продолжать работать при единичном или множественных отказах без
существенной потери функциональных свойств. Отказы могут возникать в элементах
системы или в связях между элементами. В 1976 г. John P. Hayes [1]
предложил теоретическую модель для исследования полной отказоустойчивости
дискретных систем с отказами элементов на языке теории графов. Позднее
совместно с Frank Harary модель была распространена на отказы связей меж-
ду элементами [2]. Технической системе сопоставляется граф. Элементам системы
соответствуют вершины графа, а связям между элементами — рёбра или дуги графа.
Соответственно, граф системы будет неориентированный или ориентированный.
В данной работе мы будем рассматривать неориентированные графы, хотя пред-
лагаемые методы могут быть легко перенесены и на случай ориентированных гра-
фов. Под отказом связи между двумя элементами системы понимается удаление из
графа системы соответствующего ребра. Формализацией отказоустойчивой реализа-
ции системы является расширение графа [3]. Основные необходимые определения
по теории графов, которые используются далее, можно найти в работах [3,4].

Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется рёберным k-расширением (k – натуральное) графа
G = (V, α), если граф G вкладывается в каждый граф, получающийся из графа
G∗ удалением любых его k рёбер. Граф G∗ = (V ∗, α∗) с n вершинами называется
минимальным рёберным k-расширением (МР-k-Р) n-вершинного графа G = (V, α),
если граф G∗ является рёберным k-расширением графа G и имеет минимально
возможное число рёбер среди всех n-вершинных рёберных k-расширений графа G.

В работе [1] были предложены схемы построения МР-1-Р для цепей и цик-
лов. В работе [5] было доказано, что задача построения рёберных k-расширений
является вычислительно сложной. Граф в общем случае может иметь несколько
неизоморфных МР-k-Р. В работе [6] был предложен алгоритм построения всех
неизоморфных минимальных вершинных k-расширений методом канонических пред-
ставителей. В этой статье будет рассмотрена задача построения всех неизоморф-
ных минимальных рёберных k-расширений заданного графа. Будет рассмотрен
переборный алгоритм построения всех МР-k-Р, а также алгоритмы построения всех
неизоморфных МР-k-Р без проверки на изоморфизм. Напомним, что два графа,
G1 = (V1, α1) и G2 = (V2, α2), называются изоморфными, если можно установить
взаимно однозначное соответствие φ : V1 → V2, сохраняющее отношение смежности:
(u, v) ∈ α1 ↔ (φ(u), φ(v)) ∈ α2, ∀ u, v ∈ V1. Инвариантом графа G называется его
характеристика, одинаковая для всех изоморфных G графов. Примеры простейших
инвариантов — порядок графа n (число вершин) или размер графа m (число рёбер).
Инвариант называется полным, если его значения различаются для неизоморф-
ных графов. Полный инвариант может использоваться для решения задачи изомор-
физма графов, поэтому его вычисление не может быть эффективнее решения задачи
об изоморфизме. На данный момент неизвестны эффективно вычисляемые полные
инварианты графа. Один из полных инвариантов будет далее рассмотрен в работе.
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1. ПОСТРОЕНИЕ РЁБЕРНЫХ РАСШИРЕНИЙ ГРАФА

Для построения всех неизоморфных МР-k-Р в работе [3] был предложен общий
переборный алгоритм.

Алгоритм 1. Построение всех МР-k-Р графа G.
1. m := 0.
2. Строим все графы, получающиеся из графа G добавлением m дополнительных

рёбер.
3. Если на шаге 2 не построено ни одного графа, то завершить алгоритм,

расширений не существует.
4. Выбираем среди построенных на шаге 2 графов рёберные k-расширения графа

G.
5. Если на шаге 4 не было найдено графов, то присваиваем m := m+1 и переходим

на шаг 2.
6. Среди графов, выбранных на шаге 4, оставляем по одному представителю от

классов изоморфных графов. Полученные графы являются МР-k-Р графа G.
На практике шаги 2–4 могут быть совмещены. Рассмотрим идею работы

алгоритма на примере построения минимального рёберного 1-расширения 7-вершин-
ного цикла C7, изображенного на рисунке, а.

а / a б / b в / c г / d
Цикл C7 и графы, отличающиеся от него на 1 ребро
The cycle C7 and graphs differing by 1 edge from it

На шаге 2 алгоритма необходимо добавить к циклу C7 m рёбер, где m = 1, 2, ....
Добавить m = 1 ребро к графу C7 означает заменить один из нулей, расположенных
в матрице смежности выше или ниже главной диагонали, на единицу. При непосред-
ственном переборе всех вариантов это можно сделать Cm

14, т. е. 14 способами. Легко
заметить, что на самом деле получится только 2 неизоморфных графа (на рис. — это
графы б и г), все остальные будут изоморфны одному из них (на рис. графы б и в
изоморфны). При m = 2 число способов будет 91, а неизоморфных графов — 10, при
m = 3 соответственно 364 и 30. Далее каждый получившийся граф проверяется на
шаге 4 — является ли он рёберным 1-расширением заданного графа. В общем случае
для этого требуется проверить, что исходный граф допускает вложение в каждый
граф, получающийся из очередного кандидата удалением одного ребра. Если хотя бы
для одного графа не существует вложения графа C7, то исходный граф не является
рёберным 1-расширением. Для того чтобы проверить, что граф не является МР-k-Р,
можно использовать следующую лемму [3,7].

Лемма 1. Если минимальная степень вершины графа G есть d > 0, то его
МР-k-Р G∗ не содержит вершин степени ниже d + k.

С помощью этой леммы для цикла C7 можно установить, что в МР-1-Р не может
быть вершин степени ниже 3. Как следствие, число дополнительных рёбер будет
не меньше 4. В работе [1] доказывается, что МР-1-Р цикла имеет вектор сте-
пеней (4, 3, ..., 3) или (3, ..., 3) в зависимости от чётности числа вершин цикла. Число
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вариантов при m = 4 составит 1001, из которых неизоморфных будет только 58, а
неизоморфных графов, удовлетворяющих лемме 1 (т. е. графов с вектором степеней
(4, 36)), всего 4. У цикла C7 всего 2 неизоморфных МР-1-Р. Алгоритм 1 можно
использовать для построения МР-k-Р графов с небольшим числом вершин [8].

Наметим основной путь для оптимизации алгоритма 1: на шаге 3 нужно остав-
лять как можно меньше кандидатов для последующей проверки на расширение на
шаге 4. Далее в статье будет рассмотрено решение этой задачи. Для того чтобы
снизить количество поисков вложений, при проверке графа на расширение можно
использовать следующую лемму. Будем говорить, что у ребра e = {u, v} графа H
нет прообраза в графе G, если существует вложение φ графа G в граф H такое, что
в графе G нет ребра между прообразами вершин u и v, т. е. между φ−1(u) и φ−1(v).

Лемма 2. Если φ — вложение графа G в граф H и рёбра e1, e2, ..., em графа H
не имеют прообразов, то φ будет являться вложением графа G в каждый граф,
полученный удалением любых k рёбер графа H из данного набора, где 0 6 k 6 m.

У алгоритма 1 можно выделить несколько недостатков, связанных с избыточным
перебором. Один из них состоит в следующем: если на шаге 2 могут появляться
изоморфные графы, то необходимо хранить все построенные расширения, чтобы на
шаге 6 исключить изоморфные копии. Если на шаге 2 строить только неизоморфные
графы, то необходимость хранения всех построенных расширений исчезнет, а также
уменьшится число графов, которые нужно будет проверять на расширение. Методы
генерации без проверки на изоморфизм достаточно интенсивно исследуются для
построения графов различного вида. Хороший обзор можно найти в работе [9].
Далее в статье будет описан метод канонических представителей для поставленной
задачи построения МР-k-Р и рассмотрены его оптимизационные варианты.

2. МЕТОД КАНОНИЧЕСКИХ ПРЕДСТАВИТЕЛЕЙ

Идея метода канонических представителей состоит в том, что выбирается неко-
торое правило, по которому из всех изоморфных графов один объявляется канони-
ческим. В общем виде метод можно описать следующим образом [9]:

1) определяется способ кодирования графов;

2) среди всех кодов изоморфных графов выбирается канонический код (пред-
ставитель);

3) порождаются все возможные коды графов;

4) порождённый граф принимается, если его код канонический, в противном
случае исключается.

С использованием метода канонических представителей алгоритм 1 можно преоб-
разовать в алгоритм 2.

Алгоритм 2. Построение всех МР-k-Р графа G без проверки на изоморфизм.

1. m := 0.
2. m := m+ 1.
3. Строим все неизоморфные графы, получающиеся из графа G добавлением m

рёбер.
4. Если на шаге 3 не построено ни одного графа, то завершить алгоритм,

расширений не существует.
5. Выбираем среди построенных графов рёберные k-расширения графа G.
6. Если на шаге 5 не было найдено графов, то переходим на шаг 2.
7. Полученные на шаге 5 графы являются МР-k-Р графа G.
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В алгоритме 2 при использовании метода канонических представителей не нужно
проверять графы на изоморфизм. Также изменён порядок проверки: сначала нахо-
дим все неизоморфные графы, а после проверяем, являются ли они рёберными
k-расширениями или нет. Для правильности предложенного алгоритма необхо-
димо, чтобы все канонические представители каждого класса изоморфных графов
были построены на шаге 3. Для использования метода канонических предста-
вителей самым важным является выбор метода кодирования графа. Предлагается
взять код, основанный на матрице смежности графа. Напомним, что для простых
неориентированных графов матрица смежности симметрична относительно главной
диагонали, а на главной диагонали расположены нули. Таким образом, матрица
смежности полностью определяется своей частью, расположенной выше или ниже
главной диагонали.

Определим способ кодирования графа. Рассмотрим два n-вершинных графа,
G = (Zn, α) и H = (Zn, β), где Zn = {0, .., n − 1} и α, β ⊆ Zn × Zn. Для каж-
дого графа составим матрицы смежности. Через G обозначим граф, для которого
требуется найти МР-k-Р. Через H обозначим граф, для которого будем строить
код. Число вершин в графах G и H равно n. Определим код CG(H) графа H сле-
дующим образом: будем дважды просматривать элементы матрицы смежности гра-
фа G, находящиеся ниже главной диагонали, по строкам слева направо и сверху
вниз, выписывая соответствующие элементы матрицы смежности графа H по сле-
дующим правилам:

1) в первый раз выписываем элемент матрицы смежности графа H, если в матри-
це смежности графа G стоит 1;

2) во второй раз выписываем элемент матрицы смежности графа H, если в матри-
це смежности графа G стоит 0.

По построению очевидно, что код n-вершинного графа с m рёбрами будет иметь
длину C2

n и содержать ровно m единиц. Будем называть граф H каноническим
относительно G (либо просто каноническим) и его код каноническим, если среди
всех графов, изоморфных H, код графа H является лексикографически наибольшим:
{∀ R ∼= H, R 6= H : CG(R) < CG(H)). Справедливы следующие утверждения:

Утверждение 1. Если G является частью графа H, то CG(G) 6 CG(H), иначе
CG(G) > CG(H).

Утверждение 2. Граф G вкладывается в граф H тогда и только тогда, когда
существует W ∼= H, такой, что CG(W ) > CG(G). Это означает, что если граф
G вкладывается в граф H, то существует изоморфный ему канонический граф
W : CG(W ) > CG(G).

Это значит, что канонического представителя класса изоморфизма каждого
графа, в который вкладывается граф G, можно получить добавлением рёбер в
граф G. Таким образом, алгоритм 2 является корректным.

Алгоритм 3. Построение всех неизоморфных графов, отличающихся от заданно-
го графа G на m дополнительных рёбер, методом канонических представителей.

1. Начальным выбирается код c = 1p0C
2
n−p, список R = ∅.

2. Перебираем все варианты размещения m единиц в хвосте из 0 кода c. Если
очередной получившийся код c′ является каноническим, то добавляем c′ в R.

Обычно при реализации метода канонических представителей нет необходимости
перебирать всех возможных представителей. Если на некотором шаге известно,
что последующие итерации не могут привести к каноническому представителю, то
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можно произвести усечение перебора. Такая оптимизация называется методом Ри-
да –Фараджева [9]. В нашем примере построение графов можно рассматривать как
перебор кодов, которые начинаются с кода графа G и отличаются от него добав-
лением m единиц в тех позициях, где стоят 0. Можно не рассматривать те графы,
которые заведомо не могут быть расширениями графа G, в том числе те, которые не
удовлетворяют леммам. Докажем вспомогательное утверждение.

Теорема 1. Пусть граф H отличается от графа G на m > 0 рёбер и код графа
H CG(H) = x1x2...xk10...0 является каноническим. Тогда код c′ = x1x2...xk00...0,
получающийся из CG(H) заменой самой правой единицы на ноль, также будет
каноническим.

Доказательство. Предположим, что утверждение неверно и код

c′ = x1x2...xk00...0

не является каноническим. Обозначим граф, соответствующий коду c′, через W .
Тогда существует граф W ′, изоморфный графу W , код которого CG(W

′) является
каноническим и CG(W

′) > CG(W ). Обозначим через φ изоморфизм графа W ′ на
граф W . Код графа H из условия получается из кода графа W добавлением одной
единицы, т. е. граф H получается из графа W добавлением одного ребра. Пусть для
определенности это будет ребро {u, v}. Построим граф H ′, добавив к графу W ′ ребро
{φ(u), φ(v)}. Очевидно, что φ будет изоморфизмом графа H на граф H ′, но код графа
H ′ будет меньше кода графа H, а это противоречит тому, что код графа H является
каноническим. �

Теорема 1 означает, что если на некотором шаге был получен код c, который не
является каноническим, то нет необходимости перебирать коды, которые отличаются
от полученного добавлением единиц в позициях, следующих за последней единицей
кода c. Все эти коды по теореме 1 не будут каноническими. Это является основой
для использования метода Рида –Фараджева.

Зафиксируем n-вершинный граф G, относительно которого и будем строить код
графов. Построим дерево Tn всех n-вершинных графов следующим образом: пусть
код графа равен a0a1...ak10...0, тогда его родительским узлом будет являться граф с
кодом a0a1...ak00...0, т. е. код графа родительского узла получается заменой крайней
правой 1 на 0. В таком дереве код родительского элемента всегда меньше, чем код
любого его дочернего элемента.

По теореме 1 получим, что все n-вершинные канонические графы также образуют
дерево TCn , которое будет являться поддеревом Tn. Из утверждения 1 получим, что
поддерево TG дерева Tn с корнем G — это все графы, которые могут быть получены
из G добавлением рёбер, т. е. те графы, которые рассматриваются в алгоритме 1.
По утверждению 2 и теореме 1, дерево TG содержит поддерево TCG , которое состоит
из всех канонических представителей графов, в которые граф G вкладывается. В
алгоритме 4 представлен способ получения дочерних элементов произвольного узла
H дерева TCG . Обозначим через l(c) длину кода c, а через c[i] — элемент кода в
позиции i.

Алгоритм 4. Получение дочерних элементов узла H дерева TCG .
1. c := CG(H), W = ∅.
2. Вычислить i — номер крайней правой единицы в коде c.
3. i := i+ 1.
4. Если i = l(c), то результат W , завершить алгоритм.
5. c[i] := 1.
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6. Если c — канонический код, то добавить соответствующий коду c граф в W .
7. c[i] := 0.
8. Перейти на шаг 3.

Далее с использованием алгоритма 4 можно реализовать метод Рида –Фараджева
для построения МР-k-Р заданного графа.

Алгоритм 5. Построение всех МР-k-Р графа G обходом дерева.

1. m := 0, коды графов строятся на основе графа G.
2. m := m+ 1.
3. Составить S — множество всех элементов дерева TCG на расстоянии m от G.
4. Убрать из S все графы, не являющиеся k-расширениями G по условию леммы 1.
5. Убрать из S все графы, не являющиеся k-расширениями G на основе проверки

по определению.
6. Если в S остались графы, то они являются МР-k-Р, завершить алгоритм, иначе

перейти на шаг 2.

В алгоритме 5 не сказано, каким именно методом необходимо составлять
множество элементов дерева. Для этой цели можно использовать как обход в
глубину, так и обход в ширину. У каждого из методов есть свои достоинства и
недостатки. Если каждый раз использовать обход в глубину, начиная с корня, то
некоторые узлы будут проверяться на каноничность несколько раз, что увеличит ко-
личество проверок каноничности. Если использовать обход в ширину, то необходимо
хранить последний построенный уровень дерева TCG целиком, что увеличит расходы

памяти до O(2
n(n−1)

2 ), но устранит лишние проверки. Для реализации алгоритма в
программе был выбран обход в ширину.

Возможен также другой вариант использования метода Рида –Фараджева.
Разместим проверку выполнения леммы 1 до проверки каноничности графа.
Проверка леммы 1 выполняется за полиномиальное время — быстрее, чем проверка
каноничности и проверка на расширение по определению. Данный метод описан в
алгоритме 6.

Алгоритм 6. Построение всех МР-k-Р графа G.

1. m := 0, коды графов строятся на основе графа G.
2. m := m+ 1.
3. Построить множество графов S, полученных из G добавлением m рёбер.
4. Удалить из S все графы, которые не являются рёберными k-расширениями

графа G исходя из леммы 1.
5. Удалить из S все графы, которые не являются каноническими.
6. Удалить из S все графы, которые не являются расширениями графа G.
7. Если S пусто, то перейти на шаг 2, иначе S – множество всех неизоморфных

МР-k-Р графа G.

Шаги 3–6 алгоритма 6 можно объединить и не хранить в памяти все графы,
для чего необходимо иметь возможность их перечислять. При большом количестве
вершин и малом количестве рёбер в графе G перебор всех графов осуществляется
долго. Для ускорения можно осуществлять перебор с отсечением графов, которые
не являются расширениями по лемме 1, а также заведомо не являются каноничес-
кими. Для этого составляется множество пар следующего вида: (t, {e1j , . . . , e

p
j}), это

означает, что при переборе необходимо добавить как минимум t рёбер из множества
{e1j , . . . , e

p
j}. Пусть требуется найти МР-k-Р n-вершинного графа G, тогда множество

пар будет составляться так.

1. Если в G минимальная степень d > 0, то для каждой вершины u графа H со
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степенью d(u) < d+ k составляются следующие пары:

(w = d+ k˘d(u),W = u, vu1 , . . . , u, v
u
n+k−d(v)−1),

где vui — не смежные с v вершины. Данные пары нужны для отсечения всех графов,
не удовлетворяющих лемме 1.

2. Пара (1,W ), где W — множество тех рёбер, при добавлении одного из которых
в H получается канонический граф. Данная пара отсекает некоторое количество
неканонических графов по условию из теоремы 1.

Отметим, что данный перебор может использоваться и в алгоритме 1. Так как
канонический представитель каждого класса не может быть отсечён при переборе
на основании выбора элемента из второй группы, то для каждого класса изомор-
физма, представители которого будут являться расширениями, при переборе будет
присутствовать хотя бы один элемент из каждой группы изоморфных графов.

3. ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ, ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ
И РЕЗУЛЬТАТЫ

На языке C++ с использованием MPI были реализованы алгоритмы 1, 5 и 6.
На вход программы графы подавались в формате graph6, который представляет
собой закодированную специальным образом часть матрицы смежности графа, рас-
положенную выше главной диагонали [10]. Этот формат является основным в па-
кете nauty [11], который использовался для генерации графов. Было замечено, что
результаты существенно зависят от нумерации вершин графа. Для графа с лек-
сикографически наибольшим значением кода graph6 среди всех изоморфных ему
графов время подсчёта МР-k-Р обычно существенно меньше, чем у изоморфного
ему графа, сгенерированного программой geng из пакета nauty. Так, например, при
использовании алгоритма 6 для 12-вершинного цикла время построения МР-1-Р от-
личалось примерно в 228 раз, а для 10-вершинного — примерно в 30 раз. Время
подсчёта МР-1-Р 9-вершинных графов алгоритмом 6 уменьшилось приблизительно
в 72 раза. Этот вопрос требует дополнительного исследования и выходит за рамки
данной работы. Во всех описываемых далее экспериментах использовались коды
графов, сгенерированные программой geng в режиме по умолчанию.

На практике в алгоритмах 2, 5 и 6 не нужно хранить все графы, получен-
ные добавлением k рёбер, и канонические графы в памяти. Достаточно иметь
возможность перечислять графы и выбирать из них канонические. В таком случае
достаточно O(n2) памяти для реализации данного алгоритма (хранение матрицы
смежности графа). Вычислительная сложность каждого из описанных алгоритмов
экспоненциальна.

В табл. 1 и 2 показано сравнение времени вычисления МР-1-Р и МР-2-Р графов
с заданным количеством вершин. Для построения всех графов с заданным чис-
лом вершин использовался генератор geng из пакета nauty [11]. Вычисления вы-
полнялись на кластере Поволжского регионального центра новых информационных
технологий (ПРЦ НИТ) [12]. В вычислениях было задействовано 40 ядер. По-
лученные в рамках вычислительного эксперимента результаты были добавлены в
энциклопедию «Мир графов» [13]. В реализациях были учтены приведённые ранее
леммы.
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Таблица 1 / Table 1

Время подсчёта МР-1-Р всех графов с заданным числом вершин n

Counting time MP-1-P of all graphs with a given number of vertices n

n Всего графов Алгоритм 1 Алгоритм 5 Алгоритм 6

Total Counts Algorithm 1 Algorithm 5 Algorithm 6

1–7 1249 < 1 с. < 1 с. < 1 с.

8 12 346 13 с. 6 с. 6 с.

9 274 668 1 ч. 7 м. 1 ч. 3 м. 59 м.

Таблица 2/ Table 2

Время подсчёта МР-2-Р всех графов с заданным числом вершин n

Counting time MP-2-P of all graphs with a given number of vertices n

n Всего графов Алгоритм 1 Алгоритм 5 Алгоритм 6

Total Counts Algorithm 1 Algorithm 5 Algorithm 6

1–7 1249 < 1 с. < 1 с. < 1 с.

8 12 346 2 м. 38 с. 17 с. 16 с.

9 274 668 1 д. 12 ч. 3 ч. 38 м. 3 ч. 9 м.

Можно отметить прирост скорости построения МР-k-Р для алгоритма 2 по
сравнению с алгоритмом 1. Заметим, что лемма 2 даёт небольшую прибавку в ско-
рости к алгоритмам 5 и 6 и достаточно существенную к алгоритму 1.

Для оценки вычислительной сложности каждой из частей программы бы-
ли проведены замеры времени выполнения некоторых особо важных её частей.
Основное время в среднем ожидаемо занимает проверка графа на расширение
или каноничность. Проверка каноничности происходит быстрее, чем проверка на
расширение, поэтому алгоритм 1, в котором основным действием является проверка
на расширение, уступает остальным алгоритмам. Особенно это заметно при под-
счёте МР-2-Р, так как задача проверки каноничности не усложняется, а в задаче
проверки графа на расширение увеличивается количество поисков вложения. Сле-
дует отметить, что использование леммы 2 существенно улучшает время построения
MP-2-P графа по алгоритму 1. Например, время построения MP-2-Р всех 9-вер-
шинных графов сокращается более чем вдвое: с 3 дней 8 часов до 1 дня 12 часов.
Для остальных алгоритмов лемма 2 не даёт такого результата.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе были описаны алгоритмы построения всех минимальных рёберных
k-расширений для заданного графа с помощью методов канонических представите-
лей и Рида –Фараджева. Алгоритмы были реализованы на языке C++ с исполь-
зованием технологии MPI и протестированы на кластере Поволжского региональ-
ного центра новых информационных технологий. Сравнения данных алгоритмов с
обычным алгоритмом и друг с другом показали преимущества и недостатки каж-
дого из них.
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In 1993 Frank Harary and John P. Hayes proposed a graph model for investigating edge fault

tolerance of discrete systems. The technical system is mapped to a graph. The elements of the

system correspond to the vertices of the graph, and links between the elements correspond to

edges or arcs of the graph. Failure of a system element refers to the removal of the corresponding

vertex from the system graph along with all its edges. The formalization of a fault-tolerant system
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implementation is the extension of the graph. The graph G∗ is called the edge k-extension of the

graph G if, after removing any k edges from the graph G∗ result graph contains the graph G.

The edge k-extension of a graph G is called minimal if it has the least number of vertices and

edges among all edge k-extensions of a graph G. An algorithm for constructing all nonisomorphic

minimal edge k-extensions of a given graph using methods of canonical representatives and

Read–Faradjev are proposed.
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Статья посвящена исследованию статистических характеристик текста, которые вычис-

ляются на базе графовой модели представления текста из лингвистического корпуса.

Во введении излагается актуальность статистического анализа текстов и приводятся

некоторые задачи, решаемые с помощью такого анализа. Предлагаемая в статье гра-

фовая модель текста строится как граф, в вершинах которого расположены слова

текста, а ребра графа отражают факт попадания двух слов в какую-либо часть текс-

та, например в предложение. Для вершин и ребер графа в статье вводятся понятия

веса как значения из некоторой аддитивной полугруппы. Доказываются формулы вы-

числения графа и его весов при конкатенации текстов. На основе предложенной моде-

ли реализуются вычисления на языке программирования Python. Для эксперименталь-

ного исследования статистических характеристик выделяются 24 величины, которые вы-

ражаются через веса вершин, ребер графа, а также других характеристик графа, на-

пример степени его вершин. Надо отметить, что целью численных экспериментов является

поиск характеристик текста, с помощью которых можно определять, является ли текст

созданным человеком или случайно сгенерированным. В статье предлагается один из

возможных таких алгоритмов, который генерирует случайный текст, используя некото-

рый созданный человеком другой текст в качестве шаблона. При этом в случайном текс-

те сохраняется последовательность чередования частей речи вспомогательного текста.

Оказывается, что требуемым условиям удовлетворяет медианное значение отношения ве-

личины веса ребра графа текста к числу предложений в тексте.

Ключевые слова: текст, лингвистический корпус, граф, автоматическая обработка

текста.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе предложена модель лингвистического корпуса на основе графа
отношений принадлежности слов семантическим или синтаксическим единицам
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текста. Из весовых значений вершин и ребер этого графа могут быть по-
лучены статистические данные, позволяющие решать различные актуальные за-
дачи лингвистики: извлечение ключевых слов, оценка сочетаемости слов, темати-
ческое моделирование лингвистических корпусов, построение конкордансов и т. д.
А также предложенная модель может быть взята за основу вычисления призна-
ков текстов для применения в исследованиях, опирающихся на методы машинного
обучения. Приведены алгебраические свойства графовой модели, позволяющие вы-
числять весовые параметры вершин и ребер графа при склеивании (конкатенации)
текстов или объединении текстов в единый корпус. Предложенная модель, в отличие
от часто используемой модели «мешка слов», позволяет использовать определенную
структуру текста, закладываемую в модель в зависимости от способа его разбиения,
при применении статистических методов анализа. Использование таких методов
достаточно распространено и применяется при решении ряда задач компьютерной
корпусной лингвистики. Например, в работе [1] описывается процесс автоматичес-
кой обработки текстового корпуса, собранного из новостных лент ряда интернет-
сайтов, для создания вероятностной n-граммной модели разговорного русского язы-
ка. Приводится статистический анализ данного корпуса, даются результаты по под-
счету частоты появления различных n-грамм слов. В работе [2] статистическими
методами в рамках модели «мешка слов» с применением наивного байесовского
классификатора исследуется возможность ранжирования русскоязычных текстов по
их эмоциональной тональности в соответствии с классификацией Г. Левхейма.
В работе [3] рассматриваются алгоритмы определения семантической близости
ключевых слов: алгоритм Гинзбурга, основанный на частотных характеристиках
слов, и его программная реализация, а также алгоритм с учетом частей речи и
проблемы его реализации. В работе [4] предлагается рассматривать статистические
параметры текста в качестве авторской характеристики, используя различные инфор-
мационные и программные средства. Отметим также работы [5, 6], в которых пред-
лагаются методы машинного обучения и соответствующие модели векторного пред-
ставления лингвистических текстов для решения различных задач компьютерной
лингвистики.

Отметим, что описываемая в настоящей статье графовая модель обобщает
упомянутую выше модель «мешка слов» и содержит необходимую информацию для
анализа текста, к примеру, методами законов Зипфа. Напомним, что классические
законы Зипфа используют статистику отдельных слов текста для определения его
осмысленности. В первом законе Зипфа утверждается, что ранг частоты слова (т. е.
номер частоты в отсортированном по убыванию массиве частот) убывает обратно
пропорционально рангу. Второй закон Зипфа утверждает, что количество слов с за-
данной частотой экспоненциально убывает относительно частоты в упорядоченном
по возрастанию массиве частот. Экспериментально проверено выполнение этих зако-
нов для текстов, написанных человеком, — осмысленных текстов. Однако не сложно
предложить конструкцию, которая позволяет сгенерировать бессмысленный текст с
выполнением указанных законов. Коротко опишем эту конструкцию. По заданному
тексту создается словарь слов и вычисляются их частоты. Далее моделируется
случайная величина (номер слова в словаре), имеющая такое же распределение,
как и слова в заданном тексте. Соответствующий дискретный случайный процесс
будет генерировать случайный текст, статистически близкий к тексту, полученному
перемешиванием слов исходного текста. При перемешивании осмысленность текста
исчезнет. Таким образом, законы Зипфа в рамках модели «мешка слов» не позво-
ляют отличить тексты, которые могут быть сгенерированы указанным способом.
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В настоящей статье предложена графовая модель текста и дано эксперименталь-
ное подтверждение того, что в рамках этой модели могут быть вычислены такие
характеристики исходного текста, которые способны отличать данные тексты от тек-
стов, которые генерируются не только вышеуказанным способом, но и рядом других
способов, описываемых ниже.

1. ОПИСАНИЕ ГРАФОВОЙ МОДЕЛИ

Алфавитом будем называть произвольное конечное множество Σ. Элементы
множества Σ будем называть символами. Упорядоченный набор символов назовем
словом или цепочкой символов. Множество всех цепочек символов алфавита Σ
обозначим через Σ∗. Текстом будем называть упорядоченный набор символов и за-
писывать его в виде

T = a1a2...an, ai ∈ Σ, n = |T |.

Здесь и далее через |X| обозначим мощность множества X — количество элементов
множества X. Если T1, T2 — два текста, то через T1 · T2 будем обозначать
текст, склеенный из двух данных текстов (конкатенация текстов). Через 2X бу-
дем обозначать множество всех подмножеств множества X. Некоторую совокупность
текстов будем называть корпусом. Для построения графовой модели нам необходимо
понятие разбиения текста, под которым будем понимать произвольное подмножество
P ⊂ 2N упорядоченных подмножеств множества N = {1, 2, 3, ..., |T |}. Каждое такое
подмножество определяется набором кортежей номеров (i1, ..., ik) ∈ P входящих в
него символов. Примерами таких разбиений могут быть разбиение текста на слова,
разбиение текста на предложения и разбиение текста на m-граммы.

Пусть I ∈ P . Построим отображение ω : P → Σ∗

ω(I) = ai1ai2 ...aik , i1 < i2 < ... < ik, ij ∈ I, j = 1, 2, ..., k.

Это отображение сопоставляет набору номеров символов соответствующую часть
текста в виде цепочки символов.

Пример 1. Зафиксируем произвольный символ s ∈ Σ. Для заданного текста T
пусть найдутся номера 1 = i0, < i1 < ... < ik < ik+1 = |T | такие, что aij = s. Тогда

Ps = [(i0, ..., i1 − 1), (i1 + 1, ..., i2 − 1), ..., (ik + 1, ..., |T |)]

представляет собой разбиение текста с помощью разделителя s ∈ Σ.

Пример 2. Для заданного разбиения вида Ps и произвольного натурального m
можно построить разбиение вида

Ps,m = ω1 ∪ ...ωm ∪ ω2 ∪ ...ωm+1 ∪ ...ωk+m−2 ∪ ...ωk,

где
ωj = (ij−1 + 1, ..., ij − 1), j = 1, ..., k, ωk+1 = (ik + 1, ..., ik+1).

Данное разбиение представляет собой разбиение m-грамм, а словами служат час-
ти ωj исходного разбиения.

По определению будем считать, что разбиение P ′ является более мелким, чем
разбиение P ′′, и записывать P ′ ⊂ P ′′, если для всякого I ′ ∈ P ′ найдется та-
кое I ′′ ∈ P ′′, что I ′ ⊂ I ′′. Для двух заданных текстов T1, T2 с соответствующими
разбиениями P1, P2 определим разбиение P = P1 ◦ P2 для текста T1 · T2 следующим
образом:

P1 ◦ P2 = {I ⊂ (1, 2, ..., |T1|+ |T2|) : I = I1 ⊂ P1 или I = {i+ |T1| : i ∈ I2 ∈ P2}}.
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Теорема 1. Совокупность всех текстов и их разбиений (T, P ) образует по-
лугруппу с групповой операцией

(T1, P1) + (T2, P2) = (T1 · T2, P1 ◦ P2).

Доказательство. Единственное, что требуется проверить, — это ассоциатив-
ность введенной выше операции. Рассмотрим три текста с какими-либо разбиениями
(Ti, Pi), i = 0, 1, 2. Ясно, что

(T1 · T2) · T3 = T1 · (T2 · T3).

Обозначим P2 ◦ P3 = P ′2, T2 · T3 = T ′2. По определению имеем

P1 ◦ (P2 ◦ P3) = {I ⊂ (1, 2, ..., |T1|+ |T
′
2|) : I = I1 ⊂ P1,

или I = {i+ |T1| : i ∈ I
′
2, I

′
2 ∈ P

′
2}} = {I ⊂ (1, 2, ..., |T1|+ |T2|+ |T3|) : I = I1 ⊂ P1,

или I = {i+ |T1| : i ∈ I2, I2 ∈ P2, или i ∈ {j + |T2|, j ∈ I3, I3 ∈ P3}}}.

Так, элементы I ∈ P1 ◦ (P2 ◦ P3) имеют один из трех видов

I ∈ P1, I = {i+ |T1|, i ∈ I2, I2 ∈ P2}, I = {j + |T1|+ |T2|, j ∈ I3, I3 ∈ P3}.

Не сложно проверить, что мы получим тот же результат для I ∈ (P1 ◦ P2) ◦ P3.
Так, окончательно

(T1, P1) + ((T2, P2) + (T3, P3)) = ((T1, P1) + (T2, P2)) + (T3, P3).

Что и требовалось доказать. �
Для заданного текста T и его разбиения P обозначим через U(T, P ) =

= {ω(I) : I ∈ P} совокупность уникальных частей разбиения. Например, в случае
разбиения текста на слова это множество представляет собой совокупность уникаль-
ных слов текста. Рассмотрим текст T и два его произвольных разбиения P ′ ⊂ P ′′.
Построим граф G = G(T, P ′, P ′′) с множеством вершин V G = U(T, P ′) и множеством
ребер

EG = {(a, b), a, b ∈ U(T, P ′) : ∃ I ∈ P ′′, Ia, Ib ⊂ I, где ω(Ia) = a, ω(Ib) = b}.

Этот граф представляет отношение принадлежности пары частей текста одного
разбиения одной части другого разбиения. Например, ребру графа с вершинами в
виде уникальных слов текста соответствует пара слов, которые встречаются в каком-
либо одном предложении. Непосредственно можно проверить следующую ключевую
формулу для построения графа при склеивании двух текстов.

Теорема 2. Пусть имеются тексты T1, T2 с соответствующими разбиениями
P ′i ⊂ P ′′i , i = 1, 2. Тогда имеет место равенство

G(T1 · T2, P
′
1 ◦ P

′
2, P

′′
1 ◦ P

′′
2 ) = G(T1, P

′
1, P

′′
1 ) ∪G(T2, P

′
2, P

′′
2 ). (1)

Доказательство. Заметим, что V G(T1 · T2, P
′
1 ◦P

′
2, P

′′
1 ◦P

′′
2 ) = U(T1 · T2, P1 ◦P2) =

= U(T1, P1) ∪ U(T2, P2) = V G(T1, P1) ∪ V G(T2, P2). Далее, если имеется ребро из
e ∈ EG(T1 ·T2, P

′
1 ◦P

′
2, P

′′
1 ◦P

′′
2 ), то существует пара частей w1, w2 из P ′1 ◦P

′
2, входящая

в P ′′1 ◦ P
′′
2 . Предположим, что ребро (w1, w2) не принадлежит ни EG(T1, P

′
1, P

′′
1 ), ни

EG(T2, P
′
2, P

′′
2 ). Это может быть, только если они не попали ни в одну из частей P ′′1
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и ни в одну из частей P ′′2 . Поскольку при конкатенации текстов части P ′′1 , P ′′2 объе-
диняются, то пара не попадает ни в одну часть из P ′′1 ◦ P

′′
2 . Получили противоречие.

Теорема доказана. �
Формула (1) позволяет строить граф G объединения двух и более текстов це-

лого лингвистического корпуса для последующего анализа статистических величин,
связанных с весами вершин и ребер этого графа. Мы рассмотрим наиболее общий
случай весовых значений. Это позволит выполнить обобщенную реализацию вычис-
ления весов при конкатенации текстов.

Рассмотрим некоторую аддитивную полугруппу W . Вес для графа w — это
отображение, сопоставляющее каждой вершине графа или каждому ребру графа
значения из полугруппы W

w : V G→ W или w : EG→ W.

Введение весовой функции для построенного графа объясняется тем, что в кор-
пусной лингвистике распространены статистические методы решения разнообразных
задач. Весовая функция и призвана производить вычисление соответствующих
статистических величин. Для вершин графа G(T, P ′, P ′′) определим следующее
множество:

B(v) = {J ∈ P ′′ : ∃ α, β ∈ Σ∗, ω′′(J) = αvβ}.

Другими словами, B(v) — подмножество разбиения P ′′, которому соответствуют
части текста, содержащие цепочку v.

Пример 3. Пусть W = N множество натуральных чисел. Для v ∈ V G и
G = G(T, P ′, P ′′) положим w′(v) = |ω′−1(v)|, w′′(v) = |B(v)|.

Первая функция вычисляет количество вхождений уникальной части текста v
разбиения P ′ в тексте T , а вторая функция вычисляет количество частей текста
разбиения P ′′, содержащих v. Пусть Zm обозначает циклическую группу порядка
m ∈ N. На множестве подмножеств множества Zm введем операцию «+» следующим
образом:

I1 + I2 = sort(I1 ∪ I2), I1, I2 ∈ 2Zm ,

как результат композиции объединения и сортировки. Положим m = |P ′′|. Упоря-
дочим каким-нибудь образом множество P ′′. Тогда каждому J ∈ P ′′ можно со-
поставить некоторый номер n(J) ∈ Zm, а множеству B(v) — некоторое подмножество
I ⊂ Zm. Введенная выше операция делает множество 2Zm полугруппой. Тогда можно
положить

wm(v) = B(v) ∈ 2Zm .

Данная весовая функция строит упорядоченные списки номеров частей текста
разбиения P ′′, содержащие уникальную часть текста v разбиения P ′.

Определив некоторые весовые функции, которые вычисляют конкретные харак-
теристики текста, необходимо научиться преобразовывать веса при операции склеи-
вания текстов. Для двух текстов T1, T2 и соответствующих весовых функций
wi : V G(Ti, P

′
i , P

′′
i )→ W определим весовую функцию

w(v) =





w1(v), если v ∈ U(T1, P
′
1) \ U(T2, P

′
2),

w2(v), если v ∈ U(T2, P
′
2) \ U(T1, P

′
1),

w1(v) + w2(v), если v ∈ U(T2, P
′
2) ∩ U(T1, P

′
1),
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Эта формула позволяет вычислять весовую функцию для результата склейки
двух текстов при условии, что значения весовых функций двух текстов принад-
лежат одному множеству. Получим также формулу для случая, когда эти множества
разные. Пусть m1, m2 — два натуральных числа. Ясно, что 2Zm1 ⊂ 2Zm1+m2 . Пусть
I1 ∈ 2Zm1 , I2 ∈ 2Zm2 . Положим

I1 ⊕ I2 = {(i1, ..., ik, j1+m1 , ..., jl+m1) : (i1, ..., ik) ∈ I1, (j1, ..., jl) ∈ I2}.

Непосредственным вычислением проверяется свойство ассоциативности

(I1 ⊕ I2)⊕ I3 = I1 ⊕ (I2 ⊕ I3).

Приведем пример весовой функции, которая может иметь определенное значение
при исследовании лингвистического корпуса. Предположим, что имеются два текста
Ti, i = 1, 2 с некоторыми разбиениями P ′i ⊂ P ′′i , i = 1, 2 и две весовые функции
wi : V G(Ti, P

′
i , P

′′
i ) → Wi, где Wi = 2Zmi , где mi = |P ′′i |. Требуемую функцию

построим следующим образом:

w(v) =





w1(v), если v ∈ U(T1, P
′
1) \ U(T2, P

′
2),

∅⊕ w2(v), если v ∈ U(T2, P
′
2) \ U(T1, P

′
1),

w1(v)⊕ w2(v), если v ∈ U(T2, P
′
2) ∩ U(T1, P

′
1).

Приведем теперь пример весовой функции для ребер графа G = G(T, P ′, P ′′).
Обозначим m = |P ′′|. Пусть e = (v1, v2) ∈ EG. Примерами весовых функций могут
быть функции

w(e) = |wm(v1) ∩ w
m(v2)|, или w(e) = wm(v1) ∩ w

m(v2).

Первая функция вычисляет количество вхождений пары (v1, v2) в одну часть
разбиения P ′′, вторая функция перечисляет все такие части разбиения P ′′. Заметим,
что эти функции могут быть вычислены через соответствующие весовые функции
вершин графа.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАФОВОЙ МОДЕЛИ

Графовая модель текста была реализована на языке программирования Python.
Реализация включает в себя четыре основных класса: TEXT, PARTITION, STATISTICS,
GRAPH. Первые два представляют текст так таковой и его различные разбиения.
Класс GRAPH хранит структуру графа текста по его разбиениям P ′ ⊂ P ′′. Наконец,
класс STATISTICS вычисляет статистические характеристики текста на построенном
графе. В экспериментах использовались разбиения P ′ — на слова, P ′′ — на пред-
ложения. Анализ проводился на базе текстов художественной литературы русских
классиков.

Все эксперименты посвящены исследованию характеристик текста, по которым
возможно отличать текст, написанный человеком, от текста, случайно построенного
на том же наборе слов, что и исходный текст. Ниже мы приводим общую схему
генерации такого текста.

Рассмотрим произвольный текст и извлечем из него слова, из которых составим
словарь. В предыдущем разделе этот словарь обозначается через U(T, P ′). Для каж-
дого элемента словаря вычислим частоту появления соответствующего слова в текс-
те. Эту частоту будем принимать в качестве вероятности слова в тексте. Рассмотрим
несколько моделей случайного текста.
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В первой модели в словарь добавим специальное слово — символ разделите-
ля предложений. После этого на каждой итерации процесса построения текста
разыгрывается случайная величина, распределение которой совпадает с распреде-
лением слов исходного текста. При этом значением данной случайной величины
можно считать номер слова в словаре. По этому случайному номеру находится
слово и добавляется в текст. Заметим, что статистически этот процесс эквивалентен
простому случайному перемешиванию слов и разделителей предложений исходного
текста.

Во второй модели мы также добавим символ разделителя предложений. Каждому
слову в словаре добавим некоторый его морфологический признак. Это может быть,
например, часть речи — существительное, прилагательное, глагол, наречие и т. д.
Процесс построения нового текста читает исходный текст и заменяет каждое слово
случайным словом с тем же морфологическим признаком, что и текущее слово.
Заметим, что эта модель статистически эквивалентна случайному перемешиванию
слов исходного текста, в котором перемешивание осуществляется по слоям морфо-
логических признаков. При этом сохраняется структура каждого предложения текс-
та: последовательность морфологических признаков слов предложения сохраняется.
Ясно, что эта вторая модель случайного текста является частным случаем первой
модели.

Введем следующие обозначения. Через L(v), v ∈ V G обозначим последователь-
ность значений весов ребер, инцидентных вершине v, через deg(v) обозначим сте-
пень вершины v, через θ(e) обозначим вес ребра e ∈ EG, наконец, через σ(T )
обозначим число предложений текста T — или, другими словами, число элементов
разбиения P ′′. Далее для всякой конечной последовательности x = {x1, x2, ..., xn}
введем обозначения max(x), mean(x), median(x) для максимального, среднего и ме-
дианного значения в x. Для текста T обозначим соответствующие последователь-
ности:

d(T ) = {d(v), v ∈ V G}, θ(T ) = {θ(e), e ∈ EG},

θs(T ) = {θ(e)/σ(T ), e ∈ EG}, dmx(T ) = {max(L(v)), v ∈ V G},

dmn(T ) = {mean(L(v)), v ∈ V G}, dmdn(T ) = {median(L(v)), v ∈ V G}.

Отметим, что распределение величины степеней вершин случайного графа [7–9]
является предметом теоретического исследования и имеет практическое применение,
например, при анализе графовой структуры сети Интернет. При этом предполагается,
что степени имеют плотность распределение Парето p(x) = x−t [10,11].

В качестве числовых признаков текстов для исследования мы рассматриваем сле-
дующие характеристики графа G(T, P ′, P ′′):

– среднее значение степени вершин графа, mean(d(T ));
– максимальное значение степени вершин графа, max(d(T ));
– медианное значение степени вершин графа, median(d(T ));
– среднее значение весов ребер графа, mean(θ(T ));
– максимальное значение весов ребер графа, max(θ(T ));
– медианное значение весов ребер графа, median(θ(T )).
Кроме этих величин будем также рассматривать следующие характеристики:

max(θs(T )), mean(θs(T )), median(θs(T )), std(θs(T )),

max(dmx(T )), mean(dmx(T )), median(dmx(T )), std(dmx(T )),

max(dmn(T )), mean(dmn(T )), median(dmn(T )), std(dmn(T )),
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max(dmdn(T )), mean(dmdn(T )), median(dmdn(T )), std(dmdn(T )).

Здесь std(x) обозначает стандартное отклонение в последовательности x

std(x) =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

(x−mean(x))2.

Определенный интерес могут представлять величины, для которых значения на
исходном тексте и на случайном тексте отличаются, например, в не менее 70% всех
текстов. Из представления результатов на рис. 1 видно, что этому условию будут
удовлетворять величины

mean(θs(T )), median(θs(T )), std(θ(T )), mean(θ(T )).

При этом первые две величины дают требуемое отличие в 84% случаев. Другими
словами, в 84% текстов эти величины для исходных текстов меньше, чем для
случайных текстов, сгенерированных по исходным алгоритмам, приведенным выше.

Теперь рассмотрим поведение тех же величин, если в качестве исходного текста
выбирается случайный текст, построенный по исходному. Те же вычисления дают
результат, приведенный на рис. 2.

Из этого графика видно, что только величина median(θs(T )) дает нужные ре-
зультаты, поскольку показывает, что случайно сгенерированные исходные тексты в
большинстве случаев (97%) неразличимы с текстами, которые случайным образом
сгенерированы по ним же. Таким образом, медианное значение величины веса
ребра графа G(T, P ′, P ′′), деленного на количество предложений в тексте T , может
быть использовано в качестве величины, определяющей, является ли исходный текст
осмысленным или он сгенерирован случайно по некоторому шаблонному тексту, ис-
пользуя алгоритм, описанный выше.

Рис. 1. Результаты численного анализа характеристик текста: A — список значений для
исходного текста; B — список значений для случайного текста (цвет online)

Fig. 1. Results of numerical analysis of text characteristics: A — list of values for source
text; B — list of values for random generated text (color online)

➮29&#:*6$7* ✶✷✸



➮!"✳ $%&%'✳ ()✲'%✳ ❮,"✳ -.&✳ $.&✳ ❒%'.0%'12%✳ ❒.3%)12%✳ ➮)4,&0%'12%✳ ✷✵✷✵✳ 7✳ ✷✵✱ "9:✳ ✶

Рис. 2. Результаты численного анализа характеристик текста после второго эксперимента:
A — список значений для исходного текста; B — список значений для случайного текста

(цвет online)
Fig. 2. Results of numerical analysis of text characteristics after the second experiment: A —

list of values for source text; B — list of values for random generated text (color online)
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8. Erdős P., Rányi A. On random graphs I // Publ. Math. Debrecen. 1959. Vol. 6. P. 290–297.

9. Newman M. E. J., Strogatz S. H., Watts D. J. Random graphs with arbitrary degree
distribution and their applications // Phys. Rev. E. 2001. Vol. 64. P. 26–118.

10. Павлов Ю. Л., Чеплюкова И. А. Случайные графы Интернет-типа и обобщенная
схема размещения // Дискрет. матем. 2008. Т. 20, вып. 3. С. 3–18. DOI:
https://doi.org/10.4213/dm1008

11. Павлов Ю. Л. О предельных распределениях степеней вершин в условных
Интернет-графах // Дискрет. матем. 2009. Т. 21, вып. 3. С. 14–23. DOI:
https://doi.org/10.4213/dm1057

Образец для цитирования:

Григорьева Е. Г., Клячин В. А. Исследование статистических характеристик текста
на основе графовой модели лингвистического корпуса // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер.
Сер. Математика. Механика. Информатика. 2020. Т. 20, вып. 1. С. 116–126. DOI:
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2020-20-1-116-126

The Study of the Statistical Characteristics of the Text Based
on the Graph Model of the Linguistic Corpus

E. G. Grigorieva, V. A. Klyachin
Elena G. Grigorieva, https://orcid.org/0000-0001-8303-262X, Volgograd State University, 100 Uni-

versitetskii Prosp., Volgograd 400062, Russia, e_grigoreva@volsu.ru

Vladimir A. Klyachin, https://orcid.org/0000-0003-1922-7847, Volgograd State University,

100 Universitetskii Prosp, Volgograd 400062, Russia; Kalmyk State University name af-

ter B. B. Gorodovikov, 11 Pushkin St., Elista 358000, Repablic of Kalmykia, Russia,

klyachin.va@volsu.ru

The article is devoted to the study of the statistical characteristics of the text, which are calculated

on the basis of the graph model of the text from the linguistic corpus. The introduction describes

the relevance of the statistical analysis of the texts and some of the tasks solved using such an

analysis. The graph model of the text proposed in the article is constructed as a graph in the

vertices of which the words of the text are located, and the edges of the graph reflect the fact that

two words fall into any part of the text, for example, in— a sentence. For the vertices and edges of

the graph, the article introduces the concept of weight as a value from some additive semigroup.

Formulas for calculating a graph and its weights are proved for text concatenation. Based on the

proposed model, calculations are implemented in the Python programming language. For an ex-

perimental study of statistical characteristics, 24 values are distinguished, which are expressed

in terms of the weights of the vertices, edges of the graph, as well as other characteristics of the

graph, for example, the degrees of its vertices. It should be noted that the purpose of numerical

experiments is to squeak in the characteristics of the text, with which you can determine whether

the text is man-made or randomly generated. The article proposes one of the possible such algo-

rithms, which generates random text using some other text created by man as a template. In this

case, the sequence of parts of speech in an auxiliary text alternation is preserved in the random

text. It turns out that the required conditions are satisfied by the median value of the ratio of the

text graph edge weight value to the number of sentences in the text.
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В работе излагаются результаты, полученные при разработке системы моделирования

процессов генерации внешним электрическим полем безмассовых носителей заряда с

фотоноподобным спектром для двумерных сред. Основой системы является физическая

модель процесса, построенная в формализме кинетического уравнения для адекватной

квантово-полевой теории. При этом не используются упрощающие предположения, в том

числе разложения по каким-либо малым параметрам (теория возмущений). В этом смыс-

ле используемая модель является точной. Она оформлена в виде системы ОДУ первого

порядка, для которой ставится задача Коши. Основной проблемой является вычисли-

тельная сложность определения наблюдаемых величин по характеристикам модели. Не-

посредственно решение системы ОДУ дает информацию только о вероятности засе-

ления некоторого конкретного конечного состояния на двумерном континууме потен-

циально допустимых импульсных состояний. Область локализации заселяемых состояний,

гладкость их распределения в импульсном пространстве, а следовательно, размеры и

плотность необходимой сетки заранее не известны. Эти параметры зависят от харак-

теристик внешнего поля и являются предметом определения в процессе моделирования.

Вычислительная сложность собственно решения модельной системы уравнений для

заданной точки импульсного пространства тоже представляет собой открытую проб-

лему. В представленном случае такая задача всегда решается на одном вычислитель-

ном ядре. Но необходимое для этого время зависит как от характеристик вычислите-

ля, так и от типа, вида и реализации метода интегрирования. Оптимальный их выбор,

как продемонстрировано далее, очень существенно влияет на ресурсы, необходимые

для решения всей задачи. При этом из-за большой вариативности характера поведения

системы уравнений при изменении физических параметров модели оптимизация выбора
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методов интегрирования не является глобальной. К этому вопросу приходится возвра-

щаться при каждом существенном изменении параметров исследуемой модели.

Ключевые слова: численное моделирование, высокопроизводительные вычисления,

кинетическое уравнение, графен.
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ВВЕДЕНИЕ

В связи с потребностью радиоэлектроники в новых материалах с перспективны-
ми характеристиками одним из направлений поиска является исследование (псевдо)
двумерных систем, реализуемых в виде моноатомных или мономолекулярных слоев
на подложках или в свободном состоянии. Одним из представителей таких перс-
пективных материалов является графен [1–3]. Для него характерна очень высокая
эффективная скорость носителей заряда и специфический (фотоноподобный) закон
дисперсии, устанавливающий связь энергии и импульса носителей [4–6].

1. МОДЕЛЬ КИНЕТИКИ НОСИТЕЛЕЙ

Для оценки практических аспектов использования новых материалов необхо-
димо уметь определять их отклик на действие внешних электромагнитных по-
лей. Настоящая работа представляет первые результаты разработки вычислительной
процедуры определения функциональной связи параметров внешнего воздействия
и отклика материала на максимально достоверной физической основе. Базой для
решения задачи является кинетическое уравнение для функции распределения
носителей f(p̄, t). В рамках двумерной адаптации квантовой электродинамики оно
может быть получено строго, без использования теории возмущений [7]. При чис-
ленном исследовании его удобнее представить в форме системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений:

ḟ(p̄, t) =
1

2
λ(p̄, t)u(p̄, t),

u̇(p̄, t) = λ(p̄, t)(1− 2f(p̄, t))− 2ε(p̄, t)v(p̄, t), (1)

v̇(p̄, t) = 2ε(p̄, t)u(p̄, t),

где ε(p̄, t) = vF
√
P 2
1 + P 2

2 является законом дисперсии носителей в присутствии
внешнего поля (vF — скорость Ферми, Pi = pi−eAi — кинематический импульс, Ai —
векторный потенциал действующего поля, e — электрический заряд квазичастиц).
Коэффициент

λ(p̄, t) = ev2F
E1P2 − E2P1

2ε2(p̄, t)
(2)

определяется через параметры электрического поля и координаты в импульсном
пространстве.

Универсальность модели ограничивается только предположением о пространст-
венной однородности электрического поля и относительно небольшими энергиями
возбуждений, поскольку реальная форма зависимости ε(p̄, t) от p̄ перестает
соответствовать приведенному выражению вдали от точек Дирака импульсного
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пространства [8]. В рамках этих ограничений система (1) позволяет детально иссле-
довать характеристики функции распределения носителей заряда во внешнем элек-
трическом поле с произвольной зависимостью от времени. В свою очередь, наличие
полной информации о f(p̄, t) позволяет вычислять любые наблюдаемые макроско-
пические характеристики модели.

2. ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МОДЕЛИ

Основная трудность в использовании (1) связана с вычислительной сложностью
задачи, решаемой только численно. При этом каждую точку двумерного импульс-
ного пространства характеризует уникальное поведение коэффициентов уравнения
во времени. Для получения достоверной и полной информации о поведении функции
распределения в импульсном пространстве необходим достаточно представительный
набор решений, состав которого заранее не известен. Положительным моментом яв-
ляется возможность решать систему уравнений в каждой исследуемой точке им-
пульсного пространства независимо. В этом смысле задача хорошо распаралле-
ливается. По многим причинам представляется удобным задавать параметры мо-
делируемой системы, выполнять промежуточные вычисления и хранить полученные
данные с использованием специальной, «естественной» для рассматриваемой проб-
лемы, системы единиц измерения физических величин. В качестве базы для такой
системы будем использовать:

– постоянную решетки графена, обычно обозначаемую a и имеющую значение
0.246 нм= 2.46× 10−10 м (единица длины);

– скорость Ферми vF = 106 м/с;
– постоянную Планка (приведенную) ~ = 1.0546× 10−34 кг м2/с;
– элементарный заряд e = 1.602× 10−19 с.
В используемой системе все эти величины имеют единичные значения.

В частности, это обеспечит близость (по порядку значений) используемых в
промежуточных вычислениях величин.

На первом этапе решение системы (1) для набора контрольных точек было реа-
лизовано средствами CAS Mathematica [9]. Это позволило быстро получить оценки
ресурсоемкости задачи в идеальных условиях автоматической оптимизации проце-
дуры решения системы ОДУ средствами этого пакета и набор эталонных значений
искомой функции распределения для последующего использования.

На втором этапе разработана программа для вычислительного кластера, обес-
печивающая параллельное решение системы кинетических уравнений (1) для
произвольного количества наборов параметров. Программа реализована на языке
C с использованием интерфейса передачи сообщений MPI [10, 11] и функционала
свободной библиотеки GSL [12, 13]. Выбор GSL обусловлен наличием в ней объек-
тов различного уровня для удобной организации процедуры решения задачи Коши
для системы ОДУ и поддержкой разнообразных методов численного решения та-
кой задачи. В библиотеке реализованы пять модификаций явного и три модифика-
ции неявного методов Рунге –Кутта, специальные возможности предлагаются для
решения жестких систем.

3. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОГРАММЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Моделирующая программа позволяет воспроизводить отклик исследуемой систе-
мы на действие суперпозиции импульсов электрического поля E1(t) и E2(t). Это
позволяет моделировать большой диапазон реалистических конфигураций поля. В
отличие от развивавшихся ранее методов моделирования процессов рождения элек-
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трон-позитронных пар в экстремально сильных электрических полях [14–16], в
рассматриваемом случае электрическое поле может менять с течением времени не
только свою абсолютную величину, но и направление.

Оценка работоспособности программы и оптимизация ее настроек проводились
на примере максимально упрощенного однополярного импульса электрического поля
вида

E1(t) =
E10

cosh2(t/T1)
, E2(t) = 0. (3)

После первоначальной отладки и верификации результатов счета было иссле-
довано влияние выбора метода интегрирования на скорость работы программы. Срав-
нение проводилось по времени вычисления остаточных значений функции распреде-
ления f(p̄, t → ∞) для матрицы 10 × 10 точек импульсного пространства. Исполь-
зовались следующие значения параметов поля (3): E10 = 105 В/м, T1 = 2.46× 10−14 c.
Для минимизации влияния затрат времени на обмены данными вычисления выпол-
нялись на десяти ядрах одного узла. Функции библиотеки GSL используют формат с
плавающей запятой двойной точности и позволяют задавать относительную и абсо-
лютную погрешность вычислений. Приведенные в табл. 1 значения времени решения
задачи получены при значении последних параметров 1.0× 10−14.

Таблица 1 / Table 1

Зависимость времени решения задачи от выбора метода интегрирования

The dependence of time of the problem solution on the choice of the integration method

№
Метод интегрирования (по документации GSL)

Integration Method (GSL documentation)

Время решения
задачи (мс)

Problem solving
time (µs)

1 Explicit embedded Runge –Kutta (2, 3) 5815

2 Explicit 4th order (classical) Runge –Kutta 290

3 Explicit embedded Runge –Kutta –Fehlberg (4, 5) 135

4 Explicit embedded Runge –Kutta Cash –Karp (4, 5) 136

5 Explicit embedded Runge –Kutta Prince –Dormand (8, 9) 57

6 Implicit Gaussian second order Runge –Kutta 23 853

7 Implicit Gaussian 4th order Runge –Kutta 647

8 A variable-coefficient linear multistep Adams method 84

in Nordsieck form

9 A variable-coefficient linear multistep backward 177

differentiation formula

Представленные результаты численных экспериментов демонстрируют возмож-
ность успешного использования явных методов. Абсолютным лидером является
решатель на основе «explicit embedded Runge –Kutta Prince –Dormand (8, 9)» метода,
обеспечивая более чем пятикратный выигрыш по времени у классического метода
Рунге –Кутты четвертого порядка. Неявные методы также применимы, хотя для
их использования потребовалось обеспечить возможность вычисления Якобиана
системы (1). Они проигрывают по времени, но могут использоваться для контро-
ля точности результатов в связи с их большей устойчивостью. Отметим, что
преимущество явных методов в рассматриваемом случае принципиально отличается
от их роли при решении аналога (1) для стандартной квантовой электродинамики
(КЭД), например [17]. Это обусловлено тем, что в случае КЭД система кинетичес-
ких уравнений обычто ведет себя жестко и явные методы могут быть вообще не
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применимы. Различия в жесткости системы кинетических уравнений в КЭД и (1)
связаны с различиями в свойствах носителей зарядов в этих двух случаях. Вопрос
о возможности проявления жесткости в рассматриваемом случае требует дополни-
тельного исследования. В случае если жесткое поведение будет обнаружено, удобнее
использовать решатель на основе метода Адамса.

На следующем этапе оптимизировались настройки точности. В табл. 2 приведены
результаты выполнения тестов на скорость счета для тестовой задачи. Приведенные
значения функции распределения соответствуют одной точке из считавшейся матри-
цы. Конечно, требуемая точность результатов во многом будет определяться целями
моделирования. Но даже при заданной, явно завышенной, точности представления
результатов использование менее жестких требований к погрешностям вычислений
может обеспечить 2–3-кратную экономию времени.

Таблица 2 / Table 2

Зависимость времени решения задачи и результатов от погрешностей интегрирования

для методов 5 и 8 из табл. 1

The time of dependence of the problem solution and the results of the integration errors

for methods 5 and 8 from Table 1

Задаваемые
погрешности
(абс. и отн.)
Set errors
(abs. and rel.)

Время решения (мкс)
Solution time (µs) Значение / Value

метод 5 метод 8 метод 5 метод 8

method 5 method 8 method 5 method 8

10e-6 15 378 16 679 0.94855704072 0.97524534512

10e-8 20 718 28 074 0.97525691165 0.97525695955

10e-10 27 296 40 725 0.97525691167 0.97525690930

10e-12 45 247 53 919 0.97525691167 0.97525691167

10e-14 58 625 80 339 0.97525691167 0.97525691167

10e-16 94 744 110 887 0.97525691167 0.97525691167

10e-18 481 768 154 258 0.97525691167 0.97525691167

Для оценки поведения программы моделирования при масштабировании за-
дачи было проведено сравнение результатов работы на тестовых сетках раз-
личной плотности. Сохраняя параметры и область моделирования в импульсном
пространстве неизменными, в дополнение к исходному варианту 10×10 были выпол-
нены рассчеты для сеток 10× 100 и 100× 100 с использованием метода 5 из табл. 1.
Для оценки влияния процессов обмена данными в многонодовых конфигурациях
кластера проведено сравнение времени решения задачи на одной ноде (10 вычис-
лительных ядер) и на двух нодах с таким же суммарным числом ядер (2 ноды по 5
ядер). Результаты представлены в табл. 3.

Из их анализа и сравнения с данными, представленными в табл. 2, можно
сделать вывод о практически линейной зависимости времени счета от количества
точек сетки, на которой выполняется моделирование. Переход к многонодовым кон-
фигурациям сказывается на времени моделирования. Но увеличение времени счета
незначительно.

В качестве демонстрации на рис. 1 представлены результаты рассчета конечного
вида функции распределения после воздействия импульса электрического поля вида
(3). Параметры поля соответствуют значениям, использовавшимся для тестирования
программы. На рисунке представлена квадратная область импульсного пространства
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в диапазоне значений 1.0 × 10−4 6 p1 6 5.0 × 10−4, 1.0 × 10−4 6 p2 6 5.0 × 10−4.
Значения приведены в единицах ~/a = 4.289× 10−25 кг м/с.

Таблица 3 / Table 3

Результаты тестирования масштабируемости задачи

Results of testing of the task scalability

Задаваемые
погрешности
(абс. и отн.)
Set errors
(abs. and rel.)

Время для сетки 10× 100 (мкс) Время для сетки 100× 100 (мкс)

Time for the grid 10× 100 (µs) Time for the grid 100× 100 (µs)

одна нода две ноды одна нода две ноды

one node two node one node two node

10e-6 126 184 162 657 1 164 969 1 202 761

10e-8 175 180 195 095 1 517 363 1 669 305

10e-10 250 783 260 707 2 129 171 2 619 711

10e-12 344 800 396 212 3 158 579 3 459 483

10e-14 580 914 608 269 4 764 188 5 345 023

10e-16 906 610 970 593 7 621 487 8 342 612

10e-18 4 433 375 4 863 168 42 357 249 46 519 604
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Рис. 1. Вид функции распределения носите-
лей f(p1, p2, t → ∞) при тестовых пара-

метрах поля

Fig. 1. The form of the distribution function
of carriers f(p1, p2, t → ∞) under test field

parameters
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Рис. 2. Вид электрического поля с реа-
листичной зависимостью от времени

Fig. 2. The electric field with a realistic time
dependence

Для построения этого детализированно-
го изображения потребовалась матрица
размером 250 × 250. С учетом выпол-
ненной оптимизации даже на тестовой
конфигурации из 10 ядер на одной но-
де для такого моделирования достаточно
примерно полминуты.

4. ВЫСОКОЧАСТОТНЫЙ ИМПУЛЬС

Для оценки характеристик програм-
мы при исследовании электрических по-
лей с реалистичными зависимостями от
времени было выполнено моделирование
действия поля вида (рис. 2):

E1(t) = E10 cos(ωt) exp(−t
2/2τ 2),

E2(t) = 0.
(4)

Такое поле представляет максималь-
но упрощенный пример импульса,
формируемого в радиочастотных уст-
ройствах или лазерных системах. Оно
характеризуется циклической частотой
несущей ω и шириной, определяемой
параметром τ . Для наглядного представ-
ления относительной ширины импульса
принято использовать характеристику
σ = ωτ , которую условно можно
интерпретировать как количество волн
несущей в импульсе.
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Серия численных экспериментов была выполнена для набора параметров
E10 = 105 В/м, ω = 2π × 1013 Гц и σ = 5. Параметры соответствуют короткому
импульсу терагерцового диапазона (10ТГц).

Напряженность поля в рассматриваемой ситуации та же, что и в модельном
варианте с однополярным импульсом. Но если в предыдущем случае моделировались
события на интервале времени в 5.904 × 10−13 c, то теперь общая продолжитель-
ность моделируемого процесса ≃ 2.0× 10−12 с и зависимость напряженности поля от
времени более сложная. Отражение этого представлено в табл. 4, которая является
аналогом табл. 1.

Таблица 4 / Table 4

Зависимость времени решения задачи 4 от выбора метода интегрирования

The dependence of time of the problem 4 solution on the choice of the integration method

№
Метод интегрирования (по документации GSL)

Integration Method (GSL documentation)

Время решения

задачи (мс)

Problem solving

time (µs)

1 Explicit embedded Runge –Kutta (2, 3) 13 827

2 Explicit 4th order (classical) Runge –Kutta 1370

3 Explicit embedded Runge –Kutta –Fehlberg (4, 5) 803

4 Explicit embedded Runge –Kutta Cash –Karp (4, 5) 640

5 Explicit embedded Runge –Kutta Prince –Dormand (8, 9) 188

6 Implicit Gaussian second order Runge –Kutta 59 645

7 Implicit Gaussian 4th order Runge –Kutta 53 667

8 A variable-coefficient linear multistep Adams method 1273

in Nordsieck form

9 A variable-coefficient linear multistep backward 9927

differentiation formula

Как и в первом случае, лучшие результаты показал «explicit embedded Runge –

Kutta Prince –Dormand (8, 9)» метод. Отметим, что поведение всех явных методов

стабильно. Рост времени решения задачи в этой группе примерно сопоставим. А

вот неявные и многошаговые методы существенно ухудшили результаты. Если в

случае однополярного импульса (3) метод «variable-coefficient linear multistep Adams

in Nordsieck form» показывал время счета, почти сопоставимое с результатом лидера,

то для поля (4) его результат хуже почти в семь раз.

Полученные оценки позволяют рассчитывать на успешное моделирование воз-

действия радиоимпульса терагерцового диапазона на слой графена. Для ко-

личественного описания происходящих процессов, однако, необходимы достаточно

плотные сетки.

В табл. 5 представлены значения времени, потребовавшегося на решение этой

задачи на различных конфигурациях нод и ядер. На рис. 3 представлены результаты

для сеток 5× 5, 20× 20 и 100× 100. В последнем случае общее процессорное время,

потребовавшееся на решение задачи, составило 20 с при использовании оптималь-

ного метода.

Максимальное ускорение в 30 раз получено на конфигурации 2 ноды по 20 ядер.

При этом была достигнута эффективность работы параллельной программы в 72.7%.
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Таблица 5 / Table 5

Результаты тестирования масштабируемости задачи (время для сетки 250× 250 (мс))

Results of testing of the task scalability (time for grid 250× 250 (µs))

Задаваемые
погрешности
(абс. и отн.) /

Set errors
(abs. and rel.)

1 нода,
1 ядро
1 node,
1 kernel

1 нода,
8 ядер
1 node,

8 kernels

2 ноды
по 8 ядер
2 nodes,
8 kernels

1 нода,
20 ядер
1 node,

20 kernels

2 ноды
по 20 ядер

2 node,
20 kernels

10e-14 589 503 83 595 41 984 38 458 20 247
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Рис. 3. Вид функции распределения носителей f(p1, p2, f →∞) для поля 4: а — сетка
5× 5; б — сетка 20× 20; в — сетка 100× 100

Fig. 3. The distribution function f(p1, p2, f →∞) for field 4: a is grid 5× 5; b is grid 20× 20;
c is grid 100× 100

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены результаты разработки вычислительного ядра программы для
моделирования процессов генерации носителей в монослое графена на основе
кинетического описания его поведения во внешнем электрическом поле. Проде-
монстрированы этапы ее оптимизации для модельной задачи и возможности ис-
пользования для реалистической полевой модели высокочастотного радиоимпульса
терагерцового диапазона.
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The paper presents the results obtained in the process of developing a system for simulating the

generation of massless charge carriers with a photon-like spectrum by an external electric field

for two-dimensional media. The basis of the system is a physical model of the process, built in

the formalism of a kinetic equation for an adequate quantum-field theory. It does not use sim-

plifying assumptions, including expansions in some small parameters (perturbation theory). In

this sense, the model used is accurate. It is designed as a first-order ODE system for which the

Cauchy problem is formulated. The main problem is the computational complexity of determin-

ing the observed values from the characteristics of the model. Directly solving the ODE system

provides information only about the probability of a certain specific final state being occupied on

a two-dimensional continuum of potentially admissible impulse states. The region of localization

of the occupied states, the smoothness of their distribution in the momentum space, and, conse-

quently, the size and density of the required mesh, are not known in advance. These parameters

depend on the characteristics of the external field and are themselves a matter of definition in the

modeling process. The computational complexity of the actual solution of the model system of

equations for a given point in the momentum space is also an open problem. In the present case,

such a problem is always solved on a single computational core. But the time required for this

depends both on the characteristics of the calculator and on the type, type and implementation of

the integration method. Their optimal choice, as demonstrated below, has a very significant effect

on the resources needed to solve the entire problem. At the same time, due to the large variation

in the nature of the behavior of the equations system when the physical parameters of the model

change, the choice optimization of the integration methods is not global. This question has to be

returned with each significant change in the parameters of the model under study.
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