
❮✳ ➚✳ ➬$%&%$ ' (&✳ ❮%)*+,'-.+&.+/ 01%2*&-3+4.'*-56&54-)*7 67%8-01%2*&'2-$

МЕХАНИКА
УДК 539.3

Нестационарная
электромагнитоупругость

пьезоэлектриков с учетом диффузии

Н. А. Зверев, А. В. Земсков, Д. В. Тарлаковский

Зверев Николай Андреевич, магистрант кафедры сопротив-

ления материалов, динамики и прочности машин, Московский

авиационный институт (национальный исследовательский

университет), Россия, 125993, г. Москва, Волоколамское

шоссе, д. 4, nikolayzverev1995@gmail.com

Земсков Андрей Владимирович, доктор физико-математи-

ческих наук, профессор кафедры прикладных программных

средств и математических методов, Московский авиационный

институт (национальный исследовательский университет),

Россия, 125993, г. Москва, Волоколамское шоссе, д. 4;

старший научный сотрудник лаборатории динамических

испытаний, НИИ механики МГУ имени М. В. Ломоносова,

Россия, 119192, г. Москва, Мичуринский просп., д. 1,

azemskov1975@mail.ru

Тарлаковский Дмитрий Валентинович, доктор физико-мате-

матических наук, заведующий лабораторией динамических

испытаний, НИИ механики МГУ имени М. В. Ломоносова,

Россия, 119192, г. Москва, Мичуринский просп., д. 1;

заведующий кафедрой сопротивления материалов,

динамики и прочности машин, Московский авиационный

институт (национальный исследовательский университет),

Россия, 125993, г. Москва, Волоколамское шоссе, д. 4,

tdvhome@mail.ru

В работе рассматривается модель линейной теории дефор-

мирования упругих сред с учетом диффузии и пьезоэф-

фекта, описывающая связь между механическими деформа-

циями, массопереносом и внутренним электрическим полем.

Используется одномерная модель электромагнитомехано-

диффузии в прямоугольной декартовой системе коор-

динат. На современном уровне излагаются методы решения

соответствующих начально-краевых задач, основанные на

применении интегрального преобразования Лапласа и раз-

ложении в тригонометрические ряды Фурье. На основе

решения модельных задач показано влияние эффекта

связанности полей на процессы динамического деформиро-

вания, массопереноса и распространения электромагнитных

волн. Результаты вычислений представлены в аналитической

форме и в виде графиков.
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ВВЕДЕНИЕ

К настоящему времени в научной литературе накопилось достаточно много
работ, посвященных моделированию взаимодействия нестационарных полей раз-
личной физической природы. Постоянно возрастающий интерес к исследованиям в
этой области связан с необходимостью получения качественных и количественных
оценок взаимодействия механических, диффузионных, электромагнитных и прочих
процессов как для практического применения, так и во избежание негативных
эффектов, проявляющихся в результате воздействия указанных возмущений на
конструкции и их отдельные элементы.

Среди современных публикаций, посвященных этой проблеме, можно отме-
тить [1–19]. В частности, в работах [1–11] дополнительно учитывается влияние
температурного поля, а в работах [12–19] учитываются электромагнитные эффек-
ты. Анализ нестационарных процессов в начальный момент времени, помимо всего
прочего, требует учета релаксации тепловых и диффузионных возмущений [1, 2, 4–
6,8,9,11–13].

Следует отметить, что связанность физических полей, анизотропия и неста-
ционарность рассматриваемых процессов вносят существенные трудности в моде-
лирование процессов, проходящих в твердых телах. В работе рассматривается неста-
ционарная задача электромагнитоупругой диффузии в пьезоэлектрических телах.
Для преодоления сложностей, связанных с решением соответствующей начально-
краевой задачи, предполагается, что обратный пьезоэффект отсутствует, что, в
свою очередь, позволяет рассматривать задачу упругой диффузии отдельно от
задачи электродинамики. В этом случае возможно представление искомых ве-
личин (перемещений, приращений концентрации диффузантов, напряженностей
электрического и магнитного полей) в виде рядов по системе собственных функций
упругодиффузионного оператора. Аналогичный подход был использован при моде-
лировании электромагнитоупругих процессов при наличии обратного пьезоэффек-
та [20].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается одномерная нестационарная задача об определении напряженно-
деформированного состояния и распространении электромагнитных волн в N -компо-
нентном пьезоэлектрическом слое, находящемся под воздействием поверхностных
электромагнитоупругодиффузионных возмущений. Физико-механические процессы
в прямоугольной декартовой системе координат описываются системой, состоящей
из линейных уравнений движения и массопереноса, а также из линеаризованных
уравнений Максвелла [12–15, 20] (штрих означает производную по координате,
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точка — производную по времени):

ü = u′′ −
N∑

q=1

αqη
′
q, η̇q = Dqη

′′
q − Λqu

′′′ (q = 1, N),

E ′ = −µhḢ − Γu̇′ −
N∑

q=1

Xqη̇q, −H ′ = εeĖ +Ku̇′ +
N∑

q=1

Bqη̇q.

(1)

Здесь все величины являются безразмерными и для них приняты следующие
обозначения:

x =
x1

L
, u =

u1

L
, τ =

Ct

L
, E =

E2

E∗
, H =

4πcH3

E∗
, Cijkl =

C∗ijkl
C∗1111

, C2 =
C∗1111
ρ

,

αq =
α
(q)
11

C1111

, Dq =
D

(q)
11

CL
, Λq =

m(q)n
(q)
0 D

(q)
11 α

(q)
11

ρRT0CL
, εe =

Cε
(e)
22

4πc2
, µh = 4πCµ

(h)
33 ,

Γ =
Cγ112

cE∗
, K =

4πCκ113

E∗
, Bq =

m(q)n
(q)
0 D

(q)
11 E

∗β
(q)
2

4πρRT0CL
, Xq =

m(q)n
(q)
0 D

(q)
11 χ

(q)
3 E∗

(4π)2ρcRT0CL
,

где t — время; xi — прямоугольные декартовы координаты; ρ — плотность среды;

ui — компоненты вектора перемещений; T0 — начальная температура среды; n
(q)
0 ,

η(q) и m(q) — начальная концентрация, приращение концентрации и молярная масса
q-го компонента вещества; c — скорость света; C∗ijkl — компоненты тензора упругих

постоянных; ε
(e)
ij и µ

(h)
ij — компоненты тензоров диэлектрической и магнитной прони-

цаемостей; κijk и γijk — компоненты тензоров пьезоэлектрических и пьезомагнитных

постоянных; α
(q)
ij — коэффициенты объемного расширения вследствие диффузии;

D
(q)
ij — коэффициенты самодиффузии; Ei и Hi — компоненты векторов электричес-

кой и магнитной напряженностей; L — толщина слоя; E∗ — масштабное значение

электрической напряженности. Коэффициенты β
(q)
i и χ

(q)
i характеризуют связь элек-

тромагнитного и диффузионного полей.
Начально-краевые условия имеют следующий вид:

E|x=0 = 0, E|x=1 = 0, u|x=1 = 0, (Λqu
′′ −Dη′q)

∣∣
x=1

= 0,

u|x=0 = f1(τ), (Λqu
′′ −Dη′q)

∣∣
x=0

= fq+1(τ),

E|τ=0 = 0, H|τ=0 = 0, u|τ=0 = 0, u̇|τ=0 = 0, η|τ=0 = 0,

(2)

где fk (k = 1, N + 1) — поверхностные возмущения.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Задача решается в два этапа. Вначале рассматриваем задачу механодиффузии. Ее
решение в пространстве преобразования Лапласа имеет вид [21] (индекс L означает
трансформанту Лапласа, s — параметр преобразования Лапласа, λn = πn):

uL(x, s) =
N+1∑

k=1

GL
1k(x, s)f

L
k (s), ηLq (x, s) =

N+1∑

k=1

GL
q+1,k(x, s)f

L
k (s). (3)

Здесь GL
mk(x, s) — трансформанты Лапласа поверхностных функций Грина задачи

упругой диффузии, которые определяются следующим образом [21]:

GL
1k(x, s) =

∞∑

n=1

GLs
1k (λn, s) sinλnx, GL

q+1,k(x, s) =
∞∑

n=0

GLc
q+1,k(λn, s) cosλnx, (4)
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GLs
1k (λn, s) =

P1k(λn, s)

P (λn, s)
, GLc

q+1,k(λn, s) =
Pq+1,k(λn, s)

Qq(λn, s)
−
2Λqλ

2
nδk1

s+Dqλ2
n

+
2δq+1,k

s+Dqλ2
n

,

P (λn, s) = (s2 + λ2
n)

N∏

j=1

(s+Djλ
2
n)− λ4

n

N∑

j=1

αjΛj

N∏

r=1,r 6=j

(s+Drλ
2
n),

Qq(λn, s) = (s+Dqλ
2
n)P (λn, s),

P11(λn, s) = 2λn

[
N∏

j=1

(s+Djλ
2
n)−

N∑

j=1

αjΛjλ
2
n

N∏

r=1,r 6=j

(s+Drλ
2
n)

]
,

P1,q+1(λn, s) = 2λnαq

N∏

r=1,r 6=q

(s+Drλ
2
n), Pq+1,k(λn, s) = Λqλ

3
nP1k(λn, s).

Решение задачи электродинамики ищем в форме (0 < ξ < 1)

{
E(x, τ)

H(x, τ)

}
=

2∑

l=1

∫ τ

0

∫ 1

0

{
GE

l (x, ξ, τ − t)

GH
l (x, ξ, τ − t)

}
Fl(ξ, t) dt dξ,

что соответствует следующему представлению в пространстве преобразования Лап-
ласа: {

EL(x, s)

HL(x, s)

}
=

2∑

l=1

∫ 1

0

{
GEL

l (x, ξ, s)

GHL
l (x, ξ, s)

}
FL
l (ξ, s) dξ. (5)

Здесь GEL
l и GHL

l — трансформанты объемных функций Грина задачи электро-
динамики. Сами функции Грина GE

l и GH
l являются решением следующих задач

(δml — символ Кронекера, δ(x− ξ, τ) — функция Дирака):

GE
l

′
= −µhĠ

H
l − δ1lδ(x− ξ, τ), −GH

l

′
= εeĠ

E
l + δ2lδ(x− ξ, τ), (6)

GE
l

∣∣
x=0

= 0, GE
l

∣∣
x=1

= 0. (7)

Функции Fl(x, τ) в соответствии с (1) определяются следующим образом:

F1(x, τ) = Γu̇′ +
N∑

q=1

Xqη̇q, F2(x, τ) = Ku̇′ +
N∑

q=1

Bqη̇q.

В пространстве преобразования Лапласа они имеют вид

FL
1 (x, s) = s

(
ΓuL′ +

N∑

q=1

Xqη
L
q

)
, FL

2 (x, s) = s

(
KuL′ +

N∑

q=1

Bqη
L
q

)
. (8)

Теперь для нахождения объемных функций Грина GE
l и GH

l применяем интеграль-
ное преобразование Лапласа по времени к задаче (6), (7) и разложение искомых
функций в тригонометрические ряды Фурье по синусам и по косинусам:

µhsG
HLc
1 (0, s) = −1, (9)

λnG
ELs
l (λn, s) + µhsG

HLc
l (λn, s) = −2δ1l cosλnξ, (10)

−εesG
ELs
l (λn, s) + λnG

HLc
l (λn, s) = 2δ2l sinλnξ; (11)
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{
GEL

l (x, ξ, s)

GHL
l (x, ξ, s)

}
=

∞∑

n=0

{
GELs

l (λn, ξ, s) sinλnx

GHLc
l (λn, ξ, s) cosλnx

}
; (12)

{
GELs

l (λn, ξ, s)

GHLc
l (λn, ξ, s)

}
= 2

∫ 1

0

{
GEL

l (x, ξ, s) sinλnx

GHL
l (x, ξ, s) cosλnx

}
dx, (13)

GHLc
l (0, ξ, s) =

∫ 1v

0

GHL
l (x, ξ, s)dx. (14)

Решение системы (9)–(11) находим по формулам Крамера

GELs
1 (λn, ξ, s) = −2W

L
1 (λn, s) cosλnξ, GELs

2 (λn, ξ, s) = −2µhW
L
2 (λn, s) sinλnξ,

GHLc
1 (λn, ξ, s) = −2εeW

L
2 (λn, s) cosλnξ, GHLc

2 (λn, ξ, s) = 2WL
1 (λn, s) sinλnξ,

GHLc
1 (0, ξ, s) = −εeW

L
2 (0, s), a2 = εeµh,

WL
1 (λn, s) =

λn

λ2
n + a2s2

, WL
2 (λn, s) =

s

λ2
n + a2s2

, WL
2 (0, s) =

c

a2s
.

Переходя в пространство оригиналов, в соответствии с (12)–(14) получаем функ-
ции Грина задачи (6) и (7) [22]:

GE
l (x, ξ, τ) = −2

∞∑

n=1

[δ1lW1(λn, τ) cosλnξ + µhδ2lW2(λn, τ) sinλnξ] sinλnx,

GH
l (λn, ξ, τ) = −δ1lεe

[
W2(0, τ) + 2

∞∑

n=1

W2(λn, τ) cosλnξ cosλnx

]
+

+2δ2l

∞∑

n=1

W1(λn, s) sinλnξ cosλnx,

где

W1(λn, τ) =
1

a
sin

λnτ

a
, W2(λn, s) =

1

a2
cos

λnτ

a
, W2(0, τ) =

1

a2
H(τ).

Далее, для упрощения вычислений в граничных условиях (2) полагаем
fq+1(τ) ≡ 0.

По формулам (8) с учетом (3) находим трансформанты объемных возмущений
задачи электродинамики, которые представляем следующим образом [23]:

FL
k (x, s) =

∞∑

n=1

sfL
1 (s)F

Lc
k (λn, s) cosλnx =

∞∑

n=1

sfL
1 (s)F

Ls
k (λn, s) sinλnx,

FLc
1 (λn, s) = ΓλnG

Ls
11 (λn, s) +

N∑

q=1

XqG
Lc
q+1,1(λn, s),

FLc
2 (λn, s) = KλnG

Ls
11 (λn, s) +

N∑

q=1

BqG
Lc
q+1,1(λn, s),

FLs
k (λn, s) = −2λn

∞∑

k=1, k 6=n

∆knF
Lc
k (λn, s), ∆kn =

1− (−1)k−n

λ2
k − λ2

n

.

(15)

❒%:+.'2+ ✶✾✼



➮!"✳ $%&%'✳ ()✲'%✳ ❮,"✳ -.&✳ $.&✳ ❒%'.0%'12%✳ ❒.3%)12%✳ ➮)4,&0%'12%✳ ✷✵✷✵✳ 7✳ ✷✵✱ "9:✳ ✷

Теперь, подставляя полученные равенства в (5), получаем напряженности элек-
трического и магнитного полей в пространстве преобразования Лапласа:

EL(x, s) =
∞∑

n=1

ELs(λn, s) sinλnx, HL(x, s) =
∞∑

n=1

HLc(λn, s) cosλnx, (16)

{
ELs(λn, s)

HLc(λn, s)

}
= −

sfL
1 (s)

λ2
n + a2s2

{
λnF

Lc
1 (λn, s) + µhsF

Ls
2 (λn, s)

εesF
Lc
1 (λn, s)− λnF

Ls
2 (λn, s)

}
. (17)

3. РАСЧЕТНЫЙ ПРИМЕР

Для расчета рассматриваем пьезокерамический материал со следующими харак-
теристиками [24]:

κ112 = −1.8381 · 10
8 Гс, γ112 = 2 · 10−11 Гс, ε

(e)
22 = 1.59, µ

(h)
33 = 1.244 · 10−8,

α
(1)
11 = 5 · 1013

Эрг

моль
, D

(1)
11 = 7.74 · 10−10

см2

с
, T0 = 800 К, L = 0.1 см,

R = 8.31 · 107
Эрг

моль · К
, ρ = 3.96

г

см3
, ν = 0.25, m(q) = 26.98

г

моль
,

C1111 = 4.44 · 1012
дин

см2
, β

(1)
2 = 3 · 10−6 Гс, χ

(1)
2 = 1 · 10−23 Гс, n

(q)
0 = 0.95.

Полагаем в граничных условиях (2) f1(τ) = τe−ατ , fq+1(τ) = 0. Тогда коэффи-
циенты рядов в формулах (3), (16) и (17) с учетом (4) примут вид

uLs(λn, s) =
GLs

11 (λn, s)

(s+ α)2
, ηLcq (λn, s) =

GL
q+1,1(λn, s)

(s+ α)2
,

{
ELs(λn, s)

HLc(λn, s)

}
= −

s

(s+ α)2(λ2
n + a2s2)

{
λnF

Lc
1 (λn, s) + µhsF

Ls
2 (λn, s)

εesF
Lc
1 (λn, s)− λnF

Ls
2 (λn, s)

}
. (18)

Оригиналы этих выражений определяются следующим образом:

us(λn, τ) =
N+2∑

j=1

A
(j)
11 (λn)e

sj(λn)τ +B11(λn, τ),

ηcq(λn, τ) =
N+3∑

j=1

A
(j)
q+1,1(λn)e

sj(λn)τ + Ãq+1,1(λn)e
−Dqλ

2
nτ +Bq+1,1(λn, τ).

(19)

Здесь sj(λn) (j = 1, N + 2) — нули многочлена P (λn, s), sN+3(λn) = −Dqλ
2
n,

sN+4(λn) = −α, коэффициенты A
(j)
km(λn), Ãq+1,1(λn) и Bkm(λn, τ) находятся по форму-

лам (штрих означает производную по параметру s)

A
(j)
11 (λn) =

P11(λn, s)

[(s+ α)2P (λn, s)]
′

∣∣∣∣
s=sj(λn)

(j = 1, N + 2),

A
(r)
q+1,1(λn) =

Pq+1,1(λn, s)

[(s+ α)2Qq(λn, s)]
′

∣∣∣∣
s=sr(λn)

(r = 1, N + 3),

Ãq+1,1(λn) = −
2Λqλ

2
n

[(s+ α)2(s+Dqλ2
n)]

′

∣∣∣∣
s=−Dqλ2

n

, B̃11(λn) = lim
s→−α

[
P11(λn, s)e

sτ

P (λn, s)

]′
,
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B̃
(p)
q+1,1(λn) = lim

s→−α

[
Pq+1,1(λn, s)e

sτ

Qq(λn, s)
−

2Λqλ
2
ne

sτ

(s+ α)2(s+Dqλ2
n)

]′
.

Далее, для напряженностей электрического и магнитного полей с учетом (18)
получаем

Es(λn, τ) = −
N+6∑

j=1

Res
s=sj(λn)

{
sesτ

(s+ α)2(s+Dqλ2
n)

[
λnF

Lc
1 (λn, s) + µhsF

Ls
2 (λn, s)

]}
,

Hc(λn, τ) = −
N+6∑

j=1

Res
s=sj(λn)

{
sesτ

(s+ α)2(s+Dqλ2
n)

[
εesF

Lc
1 (λn, s)− λnF

Ls
2 (λn, s)

]}
.

(20)

Здесь sN+5(λn) = iλn/a, sN+6(λn) = −iλna, величины FLc
1 (λn, s) и FLs

2 (λn, s) опреде-
ляются по формулам (15) с учетом равенств (4).

Окончательное решение задачи записывается в виде

u(x, τ) =
∞∑

n=1

us(λn, τ) sinλnx, ηq(x, τ) =
∞∑

n=1

ηcq(λn, τ) cosλnx,

E(x, τ) =
∞∑

n=1

Es(λn, τ) sinλnx, H(x, τ) =
∞∑

n=1

Hc(λn, τ) cosλnx,

где коэффициенты рядов определяются по формулам (19), (20).
Результаты вычислений представлены на рис. 1–3. Выполненный расчет на-

глядно демонстрирует эффект связанности механического, диффузионного и элек-
тромагнитного полей. Так, несмотря на то что на поверхности слоя задано только
поле перемещений, а объемные возмущения отсутствуют, за счет взаимодействия по-
лей индуцируются массоперенос и электромагнетизм (рис. 1, б, рис. 2, а ). При этом
механические и диффузионные поля оказывают также и взаимное влияние друг на
друга (рис. 1, а, б).

а / a б / b

Рис. 1. Зависимости от времени τ и от координаты x: а — перемещения u;
б —приращения концентрации η (цвет online)

Fig. 1. Dependencies on the time τ and on the coordinate x of а — displacement u;
b —concentration increment η (color online)
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а / a б / b

Рис. 2. Зависимости от времени τ и от координаты x: а — напряженности электричес-
кого поля E; b — напряженности магнитного поля H (цвет online)

Fig. 2. Dependencies on the time τ and on the coordinate x of а — electric field strength E;
b —magnetic field strength H (color online)

Рис. 3. Зависимости напряженности электри-
ческого поля E (сплошная линия) и напря-
женности магнитного поля H (пунктирная

линия) от времени τ при x = 0.1

Fig. 3. Dependencies of the electric field
strength E (solid line) and the magnetic
field strength H (dashed line) on the time τ

at x = 0.1

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью предложенного алгоритма решена одномерная нестационарная задача
электромагнитоупругости с учетом диффузии для многокомпонентного пьезоэлек-
тромагнитного слоя. Основным достоинством данного подхода является возможность
аналитически найти оригиналы по Лапласу функций Грина и провести их ана-
лиз. Эффективность метода продемонстрирована на конкретном расчетном примере
для однородного однокомпонентного слоя, выполненного из пьезокерамического
материала.
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The paper considers a model of the linear theory of deformation of elastic continuum with diffusion

and piezoelectric effect taken into account, which describes the relationship between mechanical

deformations, mass transfer, and the internal electric field. A one-dimensional model of electro-

magnetic diffusion in a rectangular Cartesian coordinate system is used. At the present level, the

methods of solving the corresponding initial-boundary value problems based on the application of

the integral Laplace transform and decomposition into trigonometric Fourier series are described.

Based on the solution of model problems, the effect of the fields coupling on the processes of

dynamic deformation are shown. The results of the calculations are presented in analytical form

and in the form of graphs.

Keywords: electromagnetic elasticity, piezoelectromagnetism, elastic diffusion, unsteady prob-

lems.
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