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На данный момент существует ограниченное число работ, посвященных тандемам пере-

крестков. В литературе, как правило, изучаются следующие виды алгоритмов управления:

циклический алгоритм с фиксированной длительностью, циклический алгоритм с петлей,

циклический алгоритм со сменой режимов и т. д. При построении математических моде-

лей сетей массового обслуживания и тандемов в частности, как правило, применяется

описательный подход. При таком подходе задание входных потоков и алгоритмов об-

служивания производится на содержательном уровне, законы распределения длитель-

ностей обслуживания требований считаются известными и задаются с помощью инте-

гральной функции распределения времени обслуживания произвольного требования.

При этом не удается решить проблему изучения выходящих потоков из узлов, а также

рассмотреть сети с немгновенным перемещением требований между узлами и с зависимы-

ми, разнораспределенными длительностями обслуживания требований. В настоящей

работе применяется новый подход к построению вероятностных моделей тандемов конф-

ликтных систем массового обслуживания с различными алгоритмами управления в узлах.

В рамках этого подхода удается решить проблему выбора описаний ω элементарных исхо-

дов случайного эксперимента и математически корректно определить случайный процесс,

описывающий эволюцию рассматриваемой системы, а также решить перечисленные вы-

ше частные задачи. На основе конструктивно заданного вероятностного пространства

удается строго обосновать достижимость одних состояний из других, тем самым полно-

стью описав единственный класс существенных состояний марковской цепи, описывающей

динамику тандема.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В работах [1–8] представлены различные модели тандемов управляющих систем
обслуживания в постановке задач автомобильного трафика. Исходной задачей для
исследования в настоящей работе яляется анализ тандема двух последовательных
перекрестков, автомобили между которыми перемещаются немгновенно и обслу-
живание на одном из перекрестков допускает продление. Формулируя задачу в
терминах управляющих систем обслуживания, будем предполагать, что в первой
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системе тандема обслуживаются конфликтные потоки по циклическому алгоритму,
а во второй — по алгоритму с продлением. Данная тандемная сеть подробно описана
в работах [9, 10]. Развиваемый там подход позволил представить тандем систем
как единую систему массового обслуживания. Напомним существенные моменты из
описания системы. На вход обслуживающему устройству поступают четыре вход-
ных потока требований: Π1, Π2, Π3 и Π4. Требования входного потока Πj посту-
пают в очередь Oj с неограниченной вместимостью, j ∈ {1, 2, 3, 4}. Требования
из очереди Oj обслуживаются в порядке поступления. Требования входных пото-
ков Π1 и Π3 формируются внешней средой, имеющей всего одно состояние. Каж-
дый из этих потоков является неординарным пуассоновским потоком. Обозначим
λ1 и λ3 интенсивности потоков групп требований потоков Π1 и Π3 соответственно.
Производящая функция количества требований в группе по потоку Πj имеет вид

fj(z) =
∑

∞

ν=1 p
(j)
ν zν , j ∈ {1, 3}. Предполагается, что fj(z) сходится для любого z ∈ C

такого, что |z| < (1+ε), ε > 0. После обслуживания требования из очереди O1 посту-
пают обратно в систему как требования потока Π4. Требования потока Π4, в свою
очередь, после обслуживания поступают в систему в качестве требований потока
Π2. Потоки Π2 и Π3 конфликтные в том смысле, что их требования не могут быть
обслужены одновременно.
Зафиксируем положительные целые числа d, n0, n1, . . ., nd. Тогда множество

состояний обслуживающего устройства будет выглядить следующим образом:
Γ = {Γ(k,r) : k = 0, 1, . . . , d; r = 1, 2, . . . nk}. В состоянии Γ(k,r) сервер находится в
течение неслучайного времени T (k,r). Алгоритм смены состояний учитывает как пре-
дыдущее состояние прибора, так и длину очереди O3 в момент принятия решения и
формально описан в работе [9].
Для задания процесса обслуживания используются потоки насыщения Πнас1 , Π

нас
2 ,

Πнас3 , Π
нас
4 . Число требований в потоке насыщения Π

нас
j за время T (k,r) неслучайно и

равно ℓ(k, r, j), если обслуживающее устройство находится в состоянии Γ(k,r) ∈ Γ.
Представленная система массового обслуживания может рассматриваться как

кибернетическая управляющая система. Схема управляющей системы представлена
на рисунке.

Схема СМО как управляющей кибернетической системы
The queuing system as a cybernetic system scheme
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На схеме присутствуют следующие блоки: внешняя среда с одним состоянием,
входные полюса (входные потоки Π1, Π2, Π3, Π4 и потоки насыщения Π

нас
1 , Π

нас
2 , Π

нас
3 ,

Πнас4 ), внешняя память (очереди O1, O2, O3, O4), устройство по переработке внешней
памяти (устройства поддержания дисциплин очередей δ1, δ2, δ3, δ4), внутренняя
память (обслуживающее устройство, ОУ), устройство по переработке внутренней
памяти (граф переходов из одного состояния ОУ в другое), выходные полюса (вы-
ходные потоки Πвых1 , Π

вых
2 , Π

вых
3 , Π

вых
4 ).

В работе [2] были выделены информация, координаты и функция данной
системы. Это позволило конструктивно задать последовательности случайных ве-
личин и случайных элементов, описывающих дискретную временную шкалу наблю-
дения и состояния всех блоков схемы. В частности, в качестве дискретной временной
шкалы выбрана последовательность τ0 = 0, τ1, τ2, . . . моментов смены состояния
обслуживающего устройства. Обозначим Γi ∈ Γ, i = 1, 2, . . . , состояние обслу-
живающего устройства в течение времени (τi−1; τi] и Γ0 ∈ Γ — его состояние в
момент времени τ0, и пусть κj,i ∈ Z+ — количество требований в очереди Oj в
момент времени τi, , i > 0. Было доказано, что стохастическая последовательность
{(Γi,κ1,i,κ2,i,κ3,i,κ4,i); i = 0, 1, . . .} является однородной цепью Маркова.

2. КЛАССИФИКАЦИЯ СОСТОЯНИЙ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ
{(Γi,κi); i = 0, 1, . . .}

Теперь поставим вопрос о существенных состояниях марковской цепи

{(Γi,κi); i = 0, 1, . . .},

которая описывает динамику исследуемой в работе кибернетической системы. Мы
последовательно рассмотрим состояния разного вида и определим сообщающиеся
подклассы. На первом этапе выясним, что состояния вида

(Γ(0,r̃), x̃), r̃ = 1, n0, x̃ = (0, 0, L+ 1, 0)

являются существенными (леммы 1, 2, 3). Лемма 1, в частности, говорит о том, что
из состояний продления с произвольным количеством требований в очередях O1, O2

и O4 можно перейти с ненулевой вероятностью также в состояние продления, но с
пустыми очередями O1, O2 и O4.

Лемма 1. Состояния вида

(Γ(0,r̃), (0, 0, x̃3, 0)), r̃ = 1, n0, x̃3 > x3,0

достижимы из состояний вида

(Γ(0,r0), x0), r0 = 1, n0, x
0 ∈ Z

4
+, x

0 = (x1,0, x2,0, x3,0, x4,0), x3,0 6 L.

Доказательство. Доказательство состоит из нескольких этапов. Сначала, осно-
вываясь на заложенных в построенное вероятностное пространство свойствах, дока-
зывается, что вероятность каждого шага в цепочке

(Γ(0,r0), x0)→ (Γ(0,r0⊕01), x1)→ (Γ(0,r0⊕02), x2)→ . . .→ (Γ(0,r0⊕0N2), xN2)

для любого N2 > 0 положительна. Вектора xj, j > 1, определим ниже.
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Пусть система стартовала в состоянии (Γ0,κ0) = (Γ(0,r0), x0). Из построения сле-
дует, что

Γ1 = h(Γ0,κ3,0) = h(Γ(0,r0), x3,0) = Γ(0,r0⊕01),

где отображение h(·, ·) определено в работе [10].
Положим

x1 = (x1,1, x2,1, x3,1, x4,1) = (max {0, x1,0 − ℓ(0, r0 ⊕0 1, 1)};

max {0, x2,0 + x4,0 − ℓ(0, r0 ⊕0 1, 2)}; x3,0; min {x1,0, ℓ(0, r0 ⊕0 1, 1)}) .

В общем случае

Pr({ω : Γj+1 = Γ(0,r0⊕0j+1),κj+1 = xj+1}|{ω : Γj = Γ(0,r0⊕0j),κj = xj}) > 0

для

xj+1 = (max {0, x1,j − ℓ(0, r0 ⊕0 j + 1, 1)};

max {0, x2,j + x4,j − ℓ(0, r0 ⊕0 j + 1, 2)}; x3,0; min {x1,j, ℓ(0, r0 ⊕0 j + 1, 1)}) ,

где j = 1, 2, . . ., N2. Число N2 будет определено ниже.
Для некоторого N1 > 0 количества требований x1,N1

, x2,N1
и x4,N1

в соответст-
вующих очередях O1, O2 и O4 рано или поздно станут равными нулю, т.е.

Pr({ω : ΓN1
= Γ(0,r0⊕0N1),κN1

= xN1}|{ω : ΓN1−1 = Γ(0,r0⊕0(N1−1)),κN1−1 = xN1−1}) > 0,

для xN1 = (0; 0; x3,0; 0). Поскольку все состояния продления образуют цикл (а толь-
ко такие графы переходов рассматриваются в работе), то существует такое число
N2 > N1, что r0 ⊕0 N2 = r̃ ⊖0 1 и

Pr({ω : ΓN2
= Γ(0,r0⊕0N2),κN2

= xN2}|{ω : ΓN2−1 = Γ(0,r0⊕0(N2−1)),κN2−1 = xN2−1}) > 0,

где xN2 = (0, 0, x3,0, 0). Для завершения доказательства теперь необходимо рассмот-
реть переход

(Γ(0,r0⊕0N2), xN2)→ (Γ(0,r̃), xN2+1),

т. е. оценить вероятность

Pr({ω : ΓN2+1 = Γ(0,r̃),κN2+1 = xN2+1}|{ω : ΓN2
= Γ(0,r0⊕0N2),κN2

= xN2}),

где
(ΓN2+1,κN2+1) = (Γ(0,r0⊕0N2)), xN2+1) = (Γ(0,r̃), (0, 0, x̃3, 0))

есть конечное состояние.
Положим N = N2 + 1 и соберем все воедино:

Pr({ω : ΓN = Γ(0,r̃),κN = xN}|{ω : Γ0 = Γ(0,r0),κ0 = x0}) =

= Pr({ω : ΓN2+1 = Γ(0,r̃),κN2+1 = xN2+1}|{ω : Γ0 = Γ(0,r0),κ0 = x0}) >

> Pr(C|{ω : Γ0 = Γ(0,r0),κ0 = x0}),

где

C =
{

ω : ΓN2+1 = Γ(0,r̃),κN2+1 = xN2+1
}

∩
{

ω : ΓN2
= Γ(0,r̃⊖01),κN2

= xN2

}

∩ . . .
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. . . ∩
{

ω : Γ2 = Γ(0,r0⊕02),κ2 = x2
}

∩
{

ω : Γ1 = Γ(0,r0⊕01),κ1 = x1
}

.

Наконец, из теоремы умножения и марковского свойства заключаем, что

Pr
({

ω : ΓN = Γ(0,r̃),κN = xN
} ∣

∣

∣

{

ω : Γ0 = Γ(0,r0),κ0 = x0
})

>

> Pr
({

ω : ΓN2+1 = Γ(0,r̃),κN2+1 = xN2+1
} ∣

∣

∣

{

ω : ΓN2
= Γ(0,r̃⊖01),κN2

= xN2

})

×

×Pr
({

ω : ΓN2
= Γ(0,r̃⊖01),κN2

= xN2

}
∣

∣

∣

{

ω : ΓN2−1 = Γ(0,r̃⊖02),κN2−1 = xN2−1
})

×

× . . .× Pr
({

ω : Γ2 = Γ(0,r0⊕02),κ2 = x2
} ∣

∣

∣

{

ω : Γ1 = Γ(0,r0⊕01),κ1 = x1
})

×

×Pr
({

ω : Γ1 = Γ(0,r0⊕01),κ1 = x1
} ∣

∣

∣

{

ω : Γ0 = Γ(0,r0),κ0 = x0
})

> 0,

что и требовалось доказать. Таким образом, каждый переход в цепочке переходов

(Γ(0,r0), x0)→ (Γ(0,r0⊕01), x1)→ (Γ(0,r0⊕02), x2)→ . . .→ (Γ(0,r0⊕0N2), xN2)→ (Γ(0,r̃), xN2+1)

от начального до конечного состояния имеет ненулевую вероятность. �

Дальнейшие результаты приведем без доказательства.
В лемме 2 показано, как из произвольного состояния цикла k0 > 0 перейти в

состояние продления с заданным количеством требований 0, 0, L + 1, 0 в очередях
O1, O2, O3, O4 соответственно.

Лемма 2. Состояния вида

(Γ(0,r̃), x̃), r̃ = 1, n0, x̃ = (0, 0, L+ 1, 0)

достижимы из состояний вида

(Γ(k0,r0), x0), k0 > 0, r0 = 1, nk0 , x0 ∈ Z
4
+.

Лемма 3 заключает о том, что состояния вида (Γ(0,r̃), (0, 0, L + 1, 0)) являются
существенными. Наличие некоторого множества существенных состояний позволит
в дальнейшем найти все оставшиеся существенные состояния.

Лемма 3. Состояния вида

(Γ(0,r̃), x̃), r̃ = 1, n0, x̃ = (0, 0, L+ 1, 0)

достижимы из любых состояний системы, т. е. из состояний вида

(Γ(k0,r0), x0), k0 = 0, d, r0 = 1, nk0 , x0 ∈ Z
4
+.

Таким образом, состояния (Γ(0,r̃), x̃) являются существенными.

В леммах 4, 5, 6 определяются состояния, сообщающиеся с существенными
состояниями (Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L + 1, 0), r0 = 1, n0. Таким способом определится
все множество существенных состояний. В частности, лемма 4 касается состояний
циклов.
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Лемма 4. Состояния вида

(Γ(k̃,r̃), x̃), x̃ = (0, 0, x̃3, 0), x̃3 > max
{

0, L+ 1−
r̃

∑

s=1

ℓ(k̃, s, 3)
}

,

r̃ = 1, nk̃, k̃ > 0, Γ(k̃,1) = h3(r0)

достижимы из состояний вида

(Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L+ 1, 0), r0 = 1, n0.

Лемма 5. Состояния вида

(Γ(0,r̃), x̃), x̃ = (0, 0, x̃3, 0), x̃3 > max
{

0, L+ 1−

n
k̃

∑

s=1

ℓ(k̃, s, 3)
}

,

где k̃ = 1, d, r̃ = 1, n0, достижимы из состояний вида

(Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L+ 1, 0), r0 = 1, n0.

Лемма 6. Состояния вида
(Γ(0,r̃), x̃),

где

x̃ = (0, 0, x̃3, 0), x̃3 > max
{

0, L+ 1−max
k=1,d

{

nk
∑

s=1

ℓ(k, s, 3)
}}

, r̃ = 1, n0,

достижимы из состояний вида

(Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L+ 1, 0), r0 = 1, n0.

Лемма 7. Если состояния вида

(Γ(0,r̃), (0, 0,min{L, x̃3}, 0)), r̃ = 1;n0, x̃3 > 0

достижимы из начальных состояний вида

(Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L+ 1, 0), r0 = 1;n0,

то тогда из начальных состояний достижимы и состояния вида

(Γ(0,r̃), x̃), x̃ ∈ {y = (y1, y2, y3, y4) ∈ Z4
+ : y3 = x̃3; (y1 > 0)→ (y4 > ℓ(0, r̃, 1))}.

Лемма 8. Состояния вида (Γ(0,r̃), x̃), где x̃ таково, что x̃1 > 0, x̃2 > 0, а также

x̃3 > max
{

0, L+ 1−max
k=1,d

{

n
k̃

∑

s=1

ℓ(k̃, s, 3)
}}

,

и
x̃4 > 0 и (x1 > 0)⇒ (x4 > ℓ(0, r̃, 1))

достижимы из состояний вида

(Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L+ 1, 0), Γ(0,r0) ∈ Γ.
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Лемма 9. Состояния вида

(Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L+ 1, 0), r0 = 1, n0

достижимы из состояний вида (Γ(k̃,r̃), x̃), где k̃ = 1, d, r̃ = 1, nk̃ и x̃ таково, что

x̃3 > max
{

0, L+ 1−
r̃

∑

s=1

ℓ(k̃, s, 3)
}

,

и

(x̃1 > 0)⇒ (x̃4 > ℓ(k̃, r̃, 1)).

Теорема 1. Состояния вида (Γ(k̃,r̃), x̃), где k̃ = 0, d, r̃ = 1, nk̃, x̃ ∈ Z
4
+,

(x̃1 > 0)⇒ (x̃4 > ℓ(k̃, r̃, 1)), (1)

x̃3 > max
{

0, L+ 1−
r̃

∑

s=1

ℓ(k, s, 3)
}

, если k̃ > 0, (2)

x̃3 > max
{

0, L+ 1−max
k=1,d

{

n
k̃

∑

s=1

ℓ(k̃, s, 3)}
}

, если k̃ = 0, (3)

и только они достижимы из состояний

(Γ(0,r0), x0), x0 = (0, 0, L+ 1, 0), r0 = 1, n0

и, следовательно, являются существенными.

В заключение введем множества

S3
0,r =

{

(Γ(0,r), x3) : x3 ∈ Z+, x3 > L− max
k=1,2,...,d

{

nk
∑

t=1

ℓ(k, t, 3)
}}

, 1 6 r 6 n0,

S3
k,r =

{

(Γ(k,r), x3) : x3 ∈ Z+, x3 > L−
r

∑

t=1

ℓ(k, t, 3)
}

, 1 6 k 6 d, 1 6 r 6 nk.

Из доказанных лемм 3–9 также следует другая теорема.

Теорема 2. Множество существенных состояний марковской цепи {(Γi,κ3,i);

i = 0, 1, . . .} имеет вид
(

⋃

16r6n0

S3
0,r

)

∪
(

⋃

16k6d
16r6nk

S3
k,r

)

.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенная классификация позволяет сузить множество состояний марков-
ской цепи {(Γi,κi); i = 0, 1, . . .} до множества существенных состояний. В даль-
нейшем исследовании, связанном с поиском необходимых и достаточных условий
существования стационарного распределения, несущественные состояния могут
быть отброшены, поскольку марковская цепь в них никогда не вернется.
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There is a limited list of papers about crossroads tandems. Usually the following service algo-

rithms are under consideration: a cyclic algorithm with fixed duration, a cyclic algorithm with a loop

a cyclic algorithm with regime changes etc. To construct a formal mathematical model of queuing

systems nets and crossroads tandems in particular a descriptive approach is usually used. Using

this approach input flows and service algorithms are set at the level of content, service duration

distribution is known and set via a particular customer service distribution function. However with

this approach one can not find nodes output flows distribution, as well as investigate customers’

noninstanteneous transfering between systems and with dependent, different service time

distributions. In this paper a new approach is utilized to construct probability models of tandems

for conflict queuing systems with different service algorithms in subsystems. Within this approach
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one can solve a problem of choosing the description for ω elementary outcomes of the stochastic

experiment and mathematically correctly define the stochastic process, which describes the entire

system, as well as solve the above mentioned problems. Based on a constructively given proba-

bilistic space one can strictly justify the reachability of one state from another the other which in

turn gives a full description of the entire essential state space.

Keywords: stationary distribution, cybernetic control system, cyclic algorithm with prolongations,

conflict flows, multidimensional denumerable discrete-time Markov chain, essential state.
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