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ВВЕДЕНИЕ

Автоматное отображение относится к классу функций, областями определения и значений кото-

рых являются последовательности элементов из конечных множеств. Разработаны различные формы

представления автоматных отображений: дискретными детерминированными автоматами с конечны-

ми или счетно-бесконечными множествами состояний, конструкциями языка регулярных выражений,

структурно-функциональными схемами композиции автоматов и др. В статье продолжается иссле-

дование геометрической формы автоматных отображений и использование геометрических образов

автоматных отображений в задачах контроля и диагностирования систем, которые представлены в

работах [1–20].

Автоматное отображение это бинарное отношение вида ϕ : X∗ × Y ∗, где X∗ и Y ∗ — множества

конечных последовательностей элементов конечных множеств X и Y , удовлетворяющее условиям:

1) бинарное отношение ϕ является отображением;

2) для любой последовательности p ∈ Pr1ϕ выполняется равенство |p| = |ϕ(p)|, то есть прообраз

и образ по отображению ϕ имеют одинаковую длину;

3) для любой последовательности p ∈ Pr1ϕ любой ее префикс p′ принадлежит области определения

отображения ϕ, т.е. p′ ∈ Pr1ϕ;

4) если p ∈ Pr1ϕ, то для любого префикса p′ последовательности p выполняется равенство

|p′| = |ϕ(p′)|.

Автоматные отображения обладают важными для практики и теории свойствами.

1. В классе всех автоматных отображений содержится собственный подкласс отображений, реа-

лизуемых конечными детерминированными автоматами, которые используются как математиче-

ские модели для дискретных технических, биологических, информационных и других систем.

2. Преобразования, определяемые машинами Тьюринга, представимы в форме автоматных отобра-

жений. На основании гипотезы о связи машин Тьюринга с алгоритмами это означает, что любой

алгоритм может быть представлен как автоматное отображение, реализуемое дискретным де-

терминированным автоматом со счетно-бесконечным множеством состояний.
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3. Любому автоматному отображению вида ϕ : X∗ → Y ∗ соответствует дискретный детерминиро-

ванный автомат вида A = (S,X, Y, δ, λ, s0), где S — множество состояний автомата, X и Y —

конечные множества входных и выходных сигналов, s0 ∈ S, δ : S × X → S и λ : S × X → Y —

функции переходов и выходов, в котором входные и выходные последовательности сигналов

связаны уравнениями динамики:

s(t + 1) = δ(s(t), x(t)), y(t) = λ(s(t), x(t)),

где t ∈ N+.

Для случая конечного множества состояний автомата разработаны различные классы автоматов:

автоматы типов Мили и Мура, автоматы без выходов, автономные автоматы и другие. При счетно

бесконечном множестве состояний S к автомату A может быть преобразована машина Тьюринга. Ма-

шина Тьюринга может быть представлена как дискретный детерминированный автомат со счетно бес-

конечным множеством состояний. Дискретные автоматные отображения не принадлежат к числовым

структурам и для них не используются мощные математические идеализации актуальной бесконеч-

ности, непрерывности, бесконечно малых величин, предельного перехода, суммирования бесконечных

рядов, абстрактных пространств и т. п.

Использование непрерывной числовой математики в постановках и решениях задач теории автома-

тов основывается на связи дискретных символьных структур (автоматных отображений) с числовыми

структурами. Основу для разработки таких связей составляют взаимно однозначные отображения

множеств дискретных объектов в множества числовых структур (множества чисел, точек, интерва-

лов) и интерпретация точек геометрических кривых линий как моделей связи прообразов и образов

автоматных отображений.

В статье рассматривается представление автоматных отображений для дискретных детермини-

рованных автоматов с конечным или счетно-бесконечным множеством состояний геометрическими

образами в форме точек на аналитически заданных кривых. Для этого определяются линейные по-

рядки на множествах входных и выходных последовательностей, приводятся формулы для вычисления

номеров входных последовательностей, показывается, что порядок расположения на осях системы ко-

ординат номеров входных и выходных последовательностей может быть произвольным с сохранением

отношения неравенства между геометрическими образами автоматных отображений. Приводится ме-

тод построения дискретного автомата по выбранным ориентации геометрической кривой и точкам,

выбранным на ней для представления автоматного отображения. Изложен метод построения автомата

по геометрическому образу, основывающийся на покрытии геометрической кривой сеткой с заданными

размерами клеток сетки. Кроме того, приведены геометрические формы для классификации наборов

траекторий изменения состояний автомата и классификации частей наборов таких траекторий.

Одними из основных результатов (изложенных в статье) являются: метод оценки сложности по-

следовательностей на основе рекуррентного из Z-рекуррентного определения последовательностей;

метод оценки сложности геометрических кривых по выбранным на них последовательностям точек и

на числовых показателях рекуррентных определений последовательностей таких точек. Метод опре-

деления структуры причинно-следственных связей событий, в котором используются рекуррентное

из Z-рекуррентное определения последовательностей. Методы применимы для оценки сложности ав-

томатных отображений и последовательностей операторов в схемах Янова для алгоритмов.

1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ОБРАЗ АВТОМАТНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ

Любое автоматное отображение ϕ вида ϕ : X∗ → Y ∗ может быть определено на основе функцио-

нирования инициального дискретного детерминированного автомата A = (S,X, Y, δ, λ, s0) с конечным

или счетно бесконечным множеством состояний S:

ϕ =
⋃

p∈Pr1ϕ

{(p, λ(s0, p)}. (1)

Задание автоматного отображения ϕ формулой (1) требует определения функций δ и λ переходов

и выходов автомата, что существенно ограничивает эффективность исследования автоматных отобра-

жений как функций. Следующая теорема вводит независимые от δ и λ средства задания автоматных

отображений.
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Теорема 1. Пусть X и Y — конечные непустые множества и ψ — отображение вида

ψ : X∗ → Y, (2)

в котором для любого p ∈ Pr1ψ любой префикс последовательности p принадлежит множеству

Pr1ψ, где Pr1ψ — область определения отображения ψ.

Бинарное отношение ϕ ⊂ X∗×Y ∗, для которого Pr1ϕ = Pr1ψ и для любой последовательности

p ∈ Pr1ϕ, где p = xi1xi2 . . . xin
и n ∈ N+, выполняются условие |ϕ(p)| = 1 и равенство

ϕ = ψ(xi1)ψ(xi1xi2) . . . ψ(xi1xi2 . . . xin
), (3)

является автоматным отображением.

Доказательство. Условие 1 в определении автоматного отображения, выполняется для бинарного

отношения ϕ на основании равенства |ϕ(p)| = 1 для любой последовательности p ∈ Pr1ϕ. Формула (3)

по построению определяет для каждой пары (p, ϕ(p)) ∈ ϕ равенство |p| = |ϕ(p)|, т. е. выполнение усло-
вия 2. Свойство 3 автоматного отображения выполняется для бинарного отношения ϕ на основании

предположения о множестве Pr1ψ и также предполагаемого равенства Pr1ϕ = Pr1ψ. По построению

правой части равенства (3) и возможности рассматривать это равенство для любого (непустого) пре-

фикса последовательности получаем, что бинарное отношение ϕ удовлетворяет условию 4 автоматного

отображения. ¤

Несмотря на простоту теоремы 1, она имеет принципиально важное значение.

Во-первых, на основании теоремы 1 любое автоматное отображение ϕ вида ϕ : X∗ → Y ∗, в ко-

тором посимвольная связь прообраза и образа определяется при соблюдении условий автоматности

1–4 заменяется отображением вида (2) с расшифровкой вида (3). Существенным является то, что

на отображение (2) наложено только одно условие: Pr1ψ с каждой принадлежащей Pr1ψ последо-

вательностью в нее включаются все префиксы последовательности. Фактически, любое отображение

вида (2), дополненное формулой (3), представляет автоматное отображение.

Во-вторых, представление отображения (2) в геометрической форме будет содержать размещение

множеств X∗ на оси абсцисс (в неограниченном или в конечном отрезке оси) и размещение мно-

жества Y на некотором конечном отрезке оси ординат. Это удобно для визуального представления

геометрического образа.

Задача удобного и эффективного размещения множества последовательностей X∗ и множества Y

существенно сокращается, если учитывать ориентацию геометрических образов на решение конкрет-

ной задачи — распознавание автоматов в конечном семействе автоматов средствами экспериментов.

В качестве экспериментов в дальнейшем будет рассматриваться простой безусловный эксперимент

распознавания автомата в заданном конечном семействе автоматов при условии, что автоматы опре-

делены геометрическими образами. В этом случае принципиальная возможность распознавания авто-

матов, когда автоматные отображения вида (2) уже преобразованы в числовые структуры, не зависит

от способов взаимно однозначного размещения элементов множеств X∗ и Y на осях прямоугольной

декартовой системы координат. Этот факт представим следующей теоремой.

Теорема 2. Пусть X и Y — конечные непустые множества, α = {ψi}i∈I — семейство отоб-

ражений, где ψi : U → Y , U ⊂ X∗, для любых i, j ∈ I Pr1ψi = Pr1ψj = U и для каждого p ∈ U все

префиксы p принадлежат множеству U . Тогда для любых взаимно однозначных отображений

«в» hX : X∗ в−→ N+ и hY : Y
в−→ {i1, i2, . . . , i|Y |}, где i1 < i2 < . . . < i|Y | имеет место

ψi 6= ψj → ∃ p ∈ U : hY (ψi(p)) 6= hY (ψj(p)). (4)

Доказательство. Утверждение теоремы 2 следует из того, что при выполнении неравенства

ψi 6= ψj для некоторого p ∈ U имеет место (p, ψi(p)) 6= (p, ψj(p)). Последнее неравенство воз-

можно только тогда, когда при взаимно однозначном отображении hY выполняется неравенство

hY (ψi(p)) 6= hY (ψj(p)). ¤

В результате проведенных исследований удалось найти такой линейный порядок на множестве X∗,

при котором достаточно просто решаются следующие задачи: задача определения номера r(p) для

p ∈ U и задача определения для рассматриваемого p ∈ U номера r(p) по линейному порядку. Опреде-

лим такой линейный порядок, обозначив ≺ и при следующих правилах.
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Правило 1. На множестве X = {x1, x2, . . . , xk} определяется линейный порядок x1 ≺ x2 ≺
≺ . . . ≺ xk. Линейный порядок ≺ распространяется на множество X∗ по правилам 2 и 3.

Правило 2. Для любых p, p′ ∈ X∗ |p| < |p′| → p ≺ p′ и пустая последовательность e ≺ p.

Правило 3. Для любых p, p′ ∈ X∗, для которых p = p′, их отношение по линейному порядку

повторяет отношение их наименьших неравных префиксов.

Как отмечалось, введенный линейный порядок обладает свойствами, представленными теорема-

ми 2 и 3.

Теорема 3. Пусть на множестве X∗, где X = {x1, x2, . . . , xk}, правилами 1–3 определен ли-

нейный порядок ≺, тогда для любой последовательности xi1xi2 . . . xin
, где n ∈ N+ и n > 2, номер

r(xi1xi2 . . . xin
) по линейному порядку ≺ определяется формулой

r(xi1xi2 . . . xin
) =

n−1
∑

j=1

kj + r(xi1 − 1) × kn−1 + r(rk(xi2)rk(xi3) . . . rk(xin
)), (5)

где r(x) — число x в десятичной системе счисления, а rk(x) — число x в k-ичной системе счисле-

ния, соответствующее номеру элемента по линейному порядку ≺ .

Доказательство. Число r(xi1xi2 . . . xin
) рассмотрим как сумму трех слагаемых. Первое слагаемое

определяет число последовательностей размерностей от 1 до n − 1. Последовательность xi1xi2 . . . xin

входит в множество последовательностей длины n, для которых xi1 является префиксом. Каждое

множество последовательностей длины n с фиксированным префиксом содержит kn−1 последователь-

ностей. Число таких множеств, предшествующих множеству последовательностей с префиксом xi1 ,

равно r(xi1 − 1). Это определяет вхождение в сумму второго слагаемого. Для определения третьего

слагаемого воспользуемся следующими свойством представления чисел в разных системах счисле-

ния. На основании того, что X = {x1, x2, . . . , xk}, элементы множества X в соответствии с линейным

порядком ≺ могут быть перенумерованы так, что их номера соответствуют цифрам k-ичной систе-

мы счисления. Тогда число rk(xi2)rk(xi3) . . . rk(xin
) будет номером по порядку ≺, представленным в

k-ичной системе счисления, во множестве всех последовательностей длины n с префиксом xi1 . Вклю-

чение числа r(rk(xi2)rk(xi3) . . . rk(xin
)) в правую часть равенства (5) завершает определение номера

r(xi1xi2 . . . xin
). ¤

Формула (5), указанная в теореме 3, позволяет определять номер любой последовательности в ли-

нейно упорядоченном множестве (X∗,≺). В силу единственности представления числа r(xi1xi2 . . . xin
)

правой формулой в равенстве 5 на основании теоремы 3 по любому целому положительному числу,

рассматриваемому как номер последовательности, однозначно определяется сама последовательность.

Для построения геометрического образа автоматного отображения разработаны все требующиеся

структуры: специальная форма автоматного отображения, содержащая отображение ψ : X∗ → Y ,

и использование отображения ψ на основании формулы (5); линейный порядок ≺, позволяющий

эффективно вычислять связь последовательности с ее номером по линейному порядку ≺ и обрат-

ную связь номера с последовательностью; взаимно однозначные отображения «в» hX : X∗ в−→ N+ и

hY : Y
в−→ {i1, i2, . . . , i|Y |} для размещения элементов множеств X∗ и Y на осях прямоугольной декар-

товой системы координат. Эти средства позволяют представлять автоматные отображения точками в

прямоугольной декартовой системе координат.

Выбор взаимно однозначных отображений hX и hY не ограничен и, следовательно, предостав-

ляет возможности для выбора любого расположения точек геометрического образа на аналитически

заданных геометрических кривых линиях.

2. МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБРАЗОВ АВТОМАТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Пусть W ⊂ X∗ и H(W ) — множество всех последовательностей, являющихся элементами множе-

ства W или префиксами последовательностей из W . Любое отображение g вида g : H(W ) → Y с ис-

пользованием формулы 3 определяет автоматное отображение ϕg вида ϕg : X∗ → Y ∗. Геометрический

образ автоматного отображения ϕg однозначно определяется тройкой 〈g, hX , hY 〉, где hX : X∗ в−→ R и

hY : Y
в−→ {1, 2, . . . , |Y |} — взаимно однозначные отображения «в». Введенному линейному порядку ≺

на множестве X∗ соответствует взаимно однозначное отображение h
′

x вида h
′

x : X∗ в−→ N+, что позво-

ляет представлять hx суперпозицией h
′

x и взаимно однозначного отображения h
′′

вида h
′′

: N+ в−→ R.
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В методе построения инициального дискретного детерминированного автомата A = (S,X, Y, δ,

λ, s0) с конечным или счетно-бесконечным множеством состояний S основными этапами являются:

• выбор аналитически заданной геометрической кривой линии y = f(x) на плоскости в прямо-

угольной декартовой системе координат;

• выбор направления обхода рассматриваемой геометрической кривой линии;

• выбор точек на кривой;

• выбор конечной последовательности полуинтервалов △y1
,△y2

, . . . ,△yl
, покрывающих некоторый

полуинтервал △y на оси ординат.

Пусть аналитически заданная на плоскости в прямоугольной декартовой системе координат гео-

метрическая кривая y = f(x) рассматривается на интервале (α, β) оси абсцисс и

a = max
α6x6β

f(x), b = min
α6x6β

f(x).

На оси абсцисс выбираем полуинтервал [a, b) с разбиением на полуинтервалы [a, c1), [c1, c2),

. . . , [cl−1, b), обозначая их △y1
, △y2

, . . . , △yl
. Геометрический образ определяется для начально-

го фрагмента автоматного отображения, содержащего выбранное множество из k первых пар ав-

томатного отображения. Для этого в соответствии с линейным порядком ≺ выбирается множе-

ство U последовательностей от первой до k-й U = {p1, p2, . . . , pk}. Область определения отоб-

ражения hX ограничивается до множества U и для представления элементов множества U на

оси абсцисс используются точки hX(p1), hX(p2), . . . , hX(pk). Для заданной кривой y = f(x)

определяются последовательность точек f(hX(p1)), f(hX(p2)), . . . , f(hX(pk)). Последовательность

точек (hX(p1), f(hX(p1))), (hX(p2), f(hX(p2))), . . . , (hX(pk), f(hX(pk))) является геометрическим

образом для k первых пар автоматного отображения ϕg. Для того чтобы последовательность

(hX(p1), f(hX(p1))), (hX(p2), f(hX(p2))), . . . , (hX(pk), f(hX(pk))) рассматривать как часть геомет-

рического образа автоматного отображения, каждой паре (pi, f(hX(pi))), 1 6 i 6 k, геометрическо-

го образа с числовыми координатами сопоставляется пара (pi, yj), где f(hX(pi)) ∈△yj
автоматного

отображения. Таким образом, начальный фрагмент геометрического образа автоматного отображе-

ния построен. Для построения геометрического образа полного автоматного отображения требуется

определить задание взаимно однозначного отображения «в» на области определения рассматриваемой

геометрической кривой линии y = f(x).

3. РЕКУРРЕНТНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНЕЧНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

При построении, анализе свойств и распознавании последовательностей существенным является

рассмотрение взаиморасположения элементов. Для решения задачи определения свойств последова-

тельностей, базирующихся на анализе взаиморасположения элементов, разработаны два метода: ме-

тод получения числовых показателей для вариантов рекуррентных определений последовательностей

и метод Z-рекуррентного определения показателей последовательностей на основе использования

бинарного отношения.

Спектр числовых показателей рекуррентного определения последовательностей. Метод полу-

чения числовых показателей для вариантов рекуррентных определений последовательностей включает

построение пяти уровней Ω0, Ω1, Ω2, Ω3, Ω4 числовых показателей, в которых числовые показатели

следующего уровня Ωi+1 углубляют характеристику взаиморасположения элементов в последователь-

ности по отношению к предшествующему уровню Ωi.

Для последовательности ξ = (u(1), u(2), . . . , u(t), . . .) элементов из конечного множества U ис-

пользуется рекуррентная форма F (u(t − m), u(t − m + 1), . . . , u(t − 1)) = u(t).

Определение последовательности рекуррентной формой F (или последовательности рекуррентных

форм) реализуется на основе совмещения переменных рекуррентной формы с элементами последова-

тельности ξ по правилу: для любого t, t > m (или t принадлежит рассматриваемому интервалу целых

положительных чисел)

F (u(t − m), u(t − m + 1), . . . , u(t − 1)) = u(t). (6)

Рекуррентная форма (6) для случая, когда элементы последовательности ξ представлены с ис-

пользованием индексов элементов, принимает вид

F (zt+1, zt+2, . . . , zt+m) = zt+m+1.
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По предположению независимые и зависимые переменные рекуррентных форм определены на

конечном множестве U , т. е. рекуррентной форме F соответствует конечное отображение вида

F : Um → U . Это позволяет эффективно задавать рекуррентные формы, конечные семейства ре-

куррентных форм и правила их применения при определении последовательностей.

Спектр Ω(ξ) для последовательности ξ имеет 5 уровней: Ω(ξ) = (Ω0(ξ),Ω1(ξ)),Ω2(ξ)),Ω3(ξ)),

Ω4(ξ))). В спектре числовыми значениями представлены порядки рекуррентных форм, длины от-

резков последовательности, определяемые отдельными рекуррентными формами и количества смен

рекуррентных форм.

По определению Ω0(ξ) = m0(ξ), где m0(ξ) — наименьший порядок рекуррентной формы, опреде-

ляющей всю последовательность ξ. На уровне Ω1(ξ) спектра Ω(ξ)) расположено m0 чисел (m0 ∈ N+),

определяющих для порядков от 1 до m0 размеры наибольших начальных отрезков последовательно-

сти ξ, определяемых используемой рекуррентной формой.

Уровень Ω2(ξ)) содержит m0 чисел, показывающих, сколько раз для рассматриваемого порядка

рекуррентных форм потребовалось заменять рекуррентные формы при определении последователь-

ности ξ. На уровне Ω3(ξ)) каждое число смен рекуррентных форм, показанное на уровне Ω2(ξ)),

заменено последовательностью чисел, представляющих длины отрезков, определяемых отдельными

рекуррентными формами.

По построению спектр динамических показателей определения последовательности состоит из

числовых значений:

• наименьшего порядка m0(ξ) рекуррентной формы, определяющей всю последовательность ξ;

• набор наименьших длин d1(ξ), d2(ξ), , . . . , dm0(ξ) префиксов последовательности ξ, задаваемых

рекуррентными формами соответственно порядков 1, 2, . . . ,m0;

• набор чисел r1(ξ), r2(ξ), . . . , rm0(ξ) смен рекуррентных форм порядков 1, 2, . . . ,m0, задающих

всю последовательность;

• набор наборов длин

d1
1(ξ), d

1
2(ξ), . . . , d

1
r1(ξ)+1(ξ)d

2
1(ξ), d

2
2(ξ), . . . , d

2
r2(ξ)+1(ξ) . . . dm0

1 (ξ) = |ξ| (7)

отрезков последовательности ξ , где dm
j (ξ) — длина j-го отрезка в определении рекуррентной

формой порядка m последовательности ξ.

Используя введенные обозначения, определим спектр параметров, характеризующих последова-

тельность, как следующую структуру:

• Ω0(ξ̄) = 〈m0(ξ̄)〉;
• Ω1(ξ̄) = 〈d1(ξ̄), d2(ξ̄), . . . , dα(ξ̄)〉;
• Ω2(ξ̄) = 〈r1(ξ̄), r2(ξ̄), . . . , rα(ξ̄)〉;
• Ω3(ξ̄) = 〈Ω1

3(ξ̄),Ω
2
3(ξ̄), . . . ,Ω

α
3 (ξ̄)〉, где α = m0(ξ̄) и Ωj

3(ξ̄) = 〈dj
1(ξ̄), d

j
2(ξ̄), . . . , d

j
nj

(ξ̄)〉 (nj — но-

мер последнего отрезка в определении последовательности ξ̄ как последовательности отрезков,

определяемых отдельными рекуррентными формами порядка j);

• Ω4(ξ̄) = Θ(Ω3(ξ̄)), где Θ — оператор замены в Ω3(ξ̄) величин длин отрезков весами использо-

ванных рекуррентных форм для определения отрезков.

Четвёртый уровень Ω4(ξ̄) спектра Ω(ξ̄) к характеристике последовательности ξ̄ по количеству

изменений правил, определяющих взаиморасположение элементов в последовательности, и величинам

областей действия правил, представленной на уровнях Ω1(ξ̄)–Ω3(ξ̄), добавляет оценки сложности

правил и величины области использования правил. В достаточно общем случае можно вводить веса

правил (рекуррентных форм) и веса реализации правил, используемых при определении отрезка.

Например, для каждого шага применения рекуррентной формы F (z0
1 , z0

2 , . . . , z0
m) = z0

m+1, т. е. для

набора (z0
1 , z0

2 , . . . , z0
m) задается вес Θ(z0

1 , z0
2 , . . . , z0

m) в числовой форме, и сумма весов всех шагов

применения рекуррентной формы для последовательности полагается весом последовательности.

Первые четыре уровня Ω0(ξ),Ω1(ξ),Ω2(ξ) и Ω3(ξ) спектра Ω(ξ) характеризуют алгоритмические

свойства определения последовательности ξ и её строение.

Пример 1 (числовые показатели определены А. С. Епифановым). Пусть ξn(π) и ξn(ǫ) — последова-

тельности длины n цифр, представляющие начальные отрезки определения иррациональных чисел π

и ǫ. Для величины n = 1000000 выполняется отношение Ω0(ξn(π)) 6 Ω0(ξn(ǫ)).
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Пример 2 (числовые показатели определены А. С. Епифановым). Пусть ξn(
√

2) и ξn(ln 2) —

последовательности длины n цифр, представляющие начальные отрезки определения иррациональных

чисел
√

2 и ln 2. Для n ∈ {50, 1000, 5000, 50000, 150000, 200000, 250000, 300000, 350000, 400000,
450000, 500000, 550000, 850000, 900000} выполняется равенство Ω0(ξn(

√
2)) = Ω0(ξn(ln 2)).

Это означает, что функциональная зависимость элемента (цифры) от предшествующих элементов

в начальных отрезках длины n последовательностей, определяющих числа
√

2 и ln 2, представлена

одним и тем же количеством предшествующих элементов.

4. Z-РЕКУРРЕНТНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Рассмотренные в п. 3 рекуррентные определения последовательностей и представление опреде-

лений числовыми показателями на уровнях Ω0, Ω1, . . . , Ω4 позволяют дать тонкие характеристики

формальных взаимозависимостей между знаками в последовательностях. Содержательная (и фор-

мальная) интерпретация зависимостей построена в форме функциональной зависимости. Для исполь-

зования рекуррентных определений последовательностей в приложениях введем варианты новых Z-

рекуррентных определений последовательностей. Для этого в «шаблон» функциональной зависимости

элементов последовательности будем использовать не в форме

zt+1, . . . , zt+m → zt+m+1, (8)

а в виде следующего бинарного отношения:

(zi1 , zi2 , . . . , zik1
) →























(z1
j1

, z1
j2

, . . . , z1
jk2

),

(z2
j1

, z2
j2

, . . . , z2
jk2

),

. . .

(zh
j1

, zh
j2

, . . . , zh
jk2

).

(9)

Форма Z-рекуррентного определения последовательности реализуется применением любой пары

последовательностей из следующего набора пар:

((zi1 , zi2 , . . . , zik1
), (z1

j1
, z1

j2
, . . . , z1

jk2

)),

((zi1 , zi2 , . . . , zik1
), (z2

j1
, z2

j2
, . . . , z2

jk2

)),

. . .

((zi1 , zi2 , . . . , zik1
), (zh

j1
, zh

j2
, . . . , zh

jk2

)).

Z-рекуррентное определение последовательностей предоставляет более мощные характеристи-

ки взаиморасположения элементов в последовательности, чем рекуррентное определение последо-

вательностей. Такие числовые характеристики позволяют использовать их при решении ряда во-

просов: определение сложности взаиморасположения элементов в последовательности, распознава-

ние на основе сравнения по сложности последовательностей выходных сигналов, построение клас-

сификации последовательностей по показателям сложности и др. Будем предполагать, что для

формулы Z-рекуррентного определения последовательностей выполняются следующее отношение:

1 6 i1 < i2 < . . . < ik1
, 1 6 j1 < j2 < . . . < jk2

, k1 < k2, 1 < k2 и {i1, i2, . . . , ik1
} ∩ {j1, j2, . . . , jk2

} = ∅.

Будем полагать, что Z-рекуррентное определение последовательности с заданным бинарным отно-

шением ϕW
z ∈ W k1 × W k2 выполняется для последовательности ξ = 〈a1, a2, . . . , ac〉, если для любых

t от 0 до C − k2 имеет место ((at+i1 , at+i2 , . . . , at+ik1
), (at+j1 , at+j2 , . . . , at+jk2

)) ∈ ϕW
z .

5. Z-РЕКУРРЕНТНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫХ СВЯЗЕЙ
В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СОБЫТИЙ

Употребляемыми схемами для представления причинно-следственных связей являются следующие

схемы: <причина> → <следствие> и <группа причины: активная причина и причина-условие> →
→ <группа следствие: следствие 1 и следствие 2 (транслируемое условие)>. Если элементы последо-

вательности ξ = (u(1), u(2), . . . , u(t), . . .) интерпретировать как события, находящиеся в причинно-

следственной зависимости, то уточнение структуры причинно следственных зависимостей можно
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определить на основе рекуррентного определения и Z-рекуррентного определения последователь-

ности ξ. Форма (6) рекуррентного определения выражает функциональную зависимость с причинно-

следственной интерпретацией событий от некоторых непосредственно предшествующих по времени

или линейному порядку событий. Z-рекуррентное определение последовательностей является более

мощным средством и имеет форму покрытия последовательности с преобразованием промежуточной

формы последовательностей. Элемент zt+ν Z-рекуррентно определяется в последовательности ξ как

элемент единого набора, соответствующего заданному бинарному отношению вида

(zt+i1 , zt+i2 , . . . , zt+ik1
), (zv

t+j1
, zv

t+j2
, . . . , zv

t+jk2

).

Покрытие последовательности ξ при Z-рекуррентном определении последовательностей про-

изводится слева направо от начала последовательности ξ. Z-рекуррентная форма определя-

ет последовательность ξ, если вся последовательность ξ допускает покрытие наборами вида

(zv
t+j1

, zv
t+j2

, . . . , zv
t+jk2

).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основными результатами статьи являются: метод оценки сложности последовательностей на ос-

нове рекуррентного и Z-рекуррентного определений последовательностей; метод оценки сложности

геометрических кривых по выбранным на них последовательностям точек с использованием числовых

показателей рекуррентных определений последовательностей таких точек; метод построения геомет-

рических образов автоматного отображения и оценка его сложности по рекуррентному определению

геометрического образа; новое Z-рекуррентное определение последовательности. Разработан метод

определения структуры причинно-следственных связей событий, в котором используются рекуррент-

ное и Z-рекуррентное определения последовательностей. Методы применимы для оценки сложности

автоматных отображений, произвольных последовательностей, процессов событий.
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The Geometric Form of Automaton Mappings, Recurrent
and Z-recurrent Definition of Sequences

V. A. Tverdokhlebov

Vladimir A. Tverdokhlebov, Saratov State University, 83, Astrakhanskaya st., 410012, Saratov, Russia; Institute of Precision Mechanics

and Control, Russian Academy of Sciences, 24, Rabochaya st., 410028, Saratov, Russia, tverdokhlebovva@list.ru

For automaton mappings we present a method to construct geometric images, a method for complexity estimate by geometric forms,

a method of Z-recurrent definition of sequences. A method for complexity estimate for finite sequences by recurrent and Z-recurrent

numerical indicators is proposed. Numerical indicators of recurrent and Z-recurrent definitions of sequences are systematized into

the spectrum of recurrent definitions with 5 levels of numerical indicators. The spectrum includes the order of a recurrent form, the

numerical characteristics of various types of recurrent sequences, etc.

Key words: automaton mappings, geometric images, recurrent sequence, Z-recurrent sequences, sequences, complexity estimate

of a sequence.
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