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1. АФФИННЫЕ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ И СТРУКТУРА МУЛЬТИСДВИГА
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Определение 1. Пусть H — гильбертово пространство и

W0,W1 : H → H — изометрические операторы, действующие в про-

странстве H. Будем говорить, что пара изометрий W0 и W1 опре-

деляет структуру мультисдвига, если существует вектор e ∈ H

такой, что семейство

Wα0
. . . Wαk−1

e, αν ∈ {0, 1}, 0 6 ν 6 k − 1, k > 0,

образует ортонормированный базис пространства H.

Понятие мультисдвига введено и изучено в работах [1–3]. Рас-

смотрим пример структуры мультисдвига в гильбертовом простран-

стве H = L2
0(0, 1), состоящем из всех 1-периодических функций

f(x), x ∈ R, таких, что f ∈ L2(0, 1) и
∫ 1

0
f(x) dx = 0. Именно для

f ∈ L2
0(0, 1) положим

W0f(x) = f(2x), W1f(x) = r(x)f(2x),

где r(x) = 1 при x ∈ [m,m+1/2) и r(x) = −1 при x ∈ [m+1/2,m+1),

m ∈ Z, — периодическая функция Хаара –Радемахера –Уолша.
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Теорема 1. Операторы W0 и W1 изометрические, их образы ортогональны. Пространство

H = L2
0(0, 1) разлагается в прямую ортогональную сумму

H = R ⊕ W0H ⊕ W1H,

где R = Span [r] — одномерное подпространство, натянутое на функцию r.

Доказательство. Во-первых, поскольку |r(x)| = 1, то при i ∈ {0, 1} имеем:

‖Wif‖
2 =

∫ 1

0

|ri(x)f(2x)|2 dx =
1

2

∫ 2

0

|f(x)|2 dx = ‖f‖2.

Далее, для любых функций f и g получим:

(W0f,W1g) =

∫ 1

0

r(x)f(2x)g(2x) dx =

∫ 1/2

0

f(2x)g(2x) dx −

∫ 1

1/2

f(2x)g(2x) dx = 0,

что означает ортогональность образов операторов W0 и W1. Теперь заметим, что пространство

H = L2
0(0, 1) инвариантно относительно операторов W0 и W1. В самом деле, при i ∈ {0, 1} для

любой функции f ∈ L2
0(0, 1) находим

∫ 1

0

Wif(x) dx =

∫ 1

0

ri(x)f(2x) dx =

∫ 1/2

0

f(2x) dx + (−1)i

∫ 1

1/2

f(2x) dx =

=
1

2

∫ 1

0

f(x) dx +
(−1)i

2

∫ 2

1

f(x) dx = 0.

Далее, функция r ортогональна образам W0H и W1H, так как

(Wif, r) =

∫ 1

0

ri(x)f(2x)r(x) dx =

∫ 1/2

0

f(2x) dx − (−1)i

∫ 1

1/2

f(2x) dx = 0.

Наконец, пусть некоторая функция h ∈ H ортогональна образам W0H и W1H, т. е. (h,Wif) = 0 для

всех f ∈ H, i ∈ {0, 1}. Тогда

0 =

∫ 1

0

h(x)ri(x)f(2x) dx =

∫ 1/2

0

h(x)f(2x) dx + (−1)i

∫ 1

1/2

h(x)f(2x) dx =

=
1

2

∫ 1

0

(
h(x

2 ) + (−1)ih(x+1
2 )

)
f(x) dx.

Это означает, что функция h(x
2 ) + (−1)ih(x+1

2 ) ортогональна произвольной функции f ∈ L2
0(0, 1) и

поэтому является тождественной постоянной на интервале (0, 1). Так как i ∈ {0, 1} также произволь-

но, то функции h(x
2 ) и h(x+1

2 ) являются тождественными постоянными на интервале (0, 1). Таким

образом, h(x) ≡ c0 при 0 < x < 1
2 и h(x) ≡ c1 при 1

2 < x < 1. Так как
∫ 1

0
h(x) dx = 0, то h(x) = c0r(x),

т. е. h ∈ R = Span [r]. Следовательно, одномерное подпространство R совпадает с ортогональным

дополнением суммы W0H ⊕ W1H в пространстве H. Теорема 1 доказана. ¤

Утверждения теоремы 1 можно записать в операторном виде:

W ∗
i Wj = δijI, W0W

∗
0 + W1W

∗
1 = I − P,

где P — оператор ортогонального проектирования на одномерное подпространство R = Span [r].

Действительно, для любых f, g ∈ H и i, j ∈ {0, 1} имеем

(f,W ∗
i Wjg) = (Wif,Wjg) = δij(f, g) = (f, δijIg)

в силу изометричности операторов W0 и W1 и ортогональности их образов. Оператор Pi = WiW
∗
i

является оператором ортогонального проектирования на образ изометрии WiH, поскольку

P 2
i = WiW

∗
i WiW

∗
i = WiIW ∗

i = Pi, P ∗
i = (WiW

∗
i )∗ = WiW

∗
i = Pi,
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т. е. Pi : H → H — ортопроектор и

PiH = WiW
∗
i H ⊂ WiH, WiH = WiIH = WiW

∗
i WiH = PiWiH ⊂ PiH,

т. е. PiH = WiH. Осталось заметить, что

(P + P0 + P1)H = R ⊕ W0H ⊕ W1H = H,

т. е. P +P0 +P1 = I. Следует отметить, что расширения операторов W0 и W1 на пространство L2(0, 1)

периодических функций f(x), определяемые равенствами

V0f(x) = f(2x), V1f(x) = r(x)f(2x),

являются представлением алгебры Кунца O2, что означает выполнение соотношений

V ∗
i Vj = δijI, V0V

∗
0 + V1V

∗
1 = I.

Таким образом, операторная структура мультисдвига {W0,W1} является сужением на подпростран-

ство L2
0(0, 1) представления {V0, V1} в пространстве L2(0, 1) банаховой C∗-алгебры Кунца O2.

Обозначим A =
⋃∞

k=0{0, 1}k — множество всех мультииндексов α = (α0, . . . , αk−1), состоя-

щих из нулей и единиц: αν ∈ {0, 1}, 0 6 ν 6 k − 1. Положим |α| = k — длина мультиин-

декса α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A (при k = 0 длину пустого мультииндекса полагаем равной нулю).

Пусть далее αβ = (α0, . . . , αk−1, β0, . . . , βl−1) — конкатенация мультииндексов α = (α0, . . . , αk−1) и

β = (β0, . . . , βl−1).

Имеется естественное взаимнооднозначное соответствие между множествами N и A, определяемое

двоичным разложением n =
∑k−1

ν=0 αν2ν + 2k натурального числа n. При фиксированном k = 0, 1, . . .

каждому n ∈ [2k, 2k+1) соответствует мультииндекс α = (α0, . . . , αk−1) длины |α| = k (в частности,

при k = 0 имеем n = 1 и соответствующий мультииндекс α пустой). В дальнейшем мы часто будем

использовать замену индекса n на α и наоборот.

С помощью мультииндекса α ∈ A удобно записать произведение операторов

Wα = Wα0
. . . Wαk−1

, α = (α0, . . . , αk−1),

— первым действует оператор Wαk−1
, последним — Wα0

(при k = 0 пустое произведение равно

тождественному оператору I). Для функции f ∈ L2
0(0, 1) и каждого n ∈ N положим

fn(x) = fα(x) = Wαf(x) = rα0(x) . . . rαk−1(2k−1x)f(2kx) = f(2kx)
k−1∏

ν=0

rαν

ν (x),

где rk(x) = r(2kx), k > 0, — функции Радемахера. Кроме того, пусть f0(x) ≡ 1.

Определение 2. Последовательность функций {fn(x)}∞n=0 назовем аффинной системой функций

типа Уолша, порожденной функцией f(x).

Аффинные системы функций типа Уолша были введены в работе [4] и изучались также в рабо-

тах [?, 5, 6]. Если в качестве порождающей функции выбрать w(x) = r(x), то система {wn}
∞
n=0 будет

классической системой Уолша в нумерации Пэли. Функции Уолша (без постоянной w0(x) ≡ 1)

wn(x) = wα(x) = Wαw(x) = Wα0
. . . Wαk−1

w(x) = rk(x)
k−1∏

ν=0

rαν

ν (x), n ∈ N,

образуют ортонормированный базис пространства H = L2
0(0, 1). Поэтому согласно определению 1

операторы W0 и W1 определяют структуру мультисдвига.

Для подпространства L ⊂ H и мультииндекса α ∈ A обозначим Lα = WαL. В частности,

Rα = WαR = Span [wα] — одномерное подпространство, натянутое на функцию Уолша wα. При

этом

H =
⊕

α∈A

Rα.

Всюду далее соотношение L ⊖ L′ = L′′ означает, что L = L′ ⊕ L′′.
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Теорема 2. Для каждого k > 0 справедливо представление

H ⊖

( ⊕

|α|<k

Rα

)
=

⊕

|α|=k

Hα.

Доказательство. Сразу заметим, что при k = 0 представление H ⊖ {0} = H тривиально. Далее

рассуждаем по индукции. При k = 1 по теореме 1 выполняется представление H ⊖R = W0H ⊕W1H.

Предположим, что искомое представление уже доказано при некотором k > 1. Подействуем на пред-

ставление изометриями W0 и W1, получим:

W0H ⊖

( ⊕

|α|<k

W0Rα

)
=

⊕

|α|=k

W0Hα, W1H ⊖

( ⊕

|α|<k

W1Rα

)
=

⊕

|α|=k

W1Hα.

Отсюда с учетом ортогональности образов W0H и W1H находим

(W0H ⊕ W1H) ⊖

( ⊕

0<|α|<k+1

Rα

)
=

⊕

|α|=k+1

Hα

и по теореме 1 окончательно будем иметь

H ⊖

( ⊕

|α|<k+1

Rα

)
= (R ⊕ W0H ⊕ W1H) ⊖

( ⊕

|α|<k+1

Rα

)
=

⊕

|α|=k+1

Hα.

Получили искомое представление с заменой k на k + 1. Теорема 2 доказана. ¤

Из теоремы 2 вытекает, что
∞⋂

k=0

⊕

|α|=k

Hα = {0}.

Действительно, если функция h принадлежит подпространству
⊕

|α|=k Hα для всех k > 0, то h

ортогональна каждому подпространству Rα, α ∈ A, и поэтому h = 0.

2. ПОЛНОТА АФФИННЫХ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ

В этом пункте рассматривается вопрос: при выполнении каких условий на порождающую функ-

цию f(x) аффинная система типа Уолша {fn(x)}∞n=0 является полной в пространстве L2(0, 1)?

Сразу заметим, что поскольку f0(x) ≡ 1, то полнота системы {fn(x)}∞n=0 в L2(0, 1) равносильна

полноте системы {fn(x)}∞n=1 = {fα(x)}α∈A в H = L2
0(0, 1). Обозначим

M(f) = Span [fα]α∈A ⊂ H

— замыкание линейной оболочки аффинной системы (без единичной постоянной).

Начнем со следующего простого критерия полноты аффинной системы.

Теорема 3. Для полноты аффинной системы функций типа Уолша {fn(x)}∞n=0 необходимо и

достаточно выполнения условия r ∈ M(f).

Доказательство. Условие r ∈ M(f) необходимо, так как полнота аффинной системы означа-

ет, что M(f) = H. Обратно, пусть выполнено условие r ∈ M(f). Заметим, что подпространство

M(f) ⊂ H инвариантно относительно мультисдвига, т. е. W0M(f) ⊂ M(f) и W1M(f) ⊂ M(f), отку-

да Mα(f) = WαM(f) ⊂ M(f) для всех α ∈ A. Видим, что из условия r ∈ M(f) следует включение

Rα ⊂ Mα(f) ⊂ M(f). Следовательно, имеем H =
⊕

α∈A
Rα ⊂ M(f), так что M(f) = H и аффинная

система полна. Теорема 3 доказана. ¤

Из теоремы 3 непосредственно вытекает следующее необходимое условие полноты аффинной си-

стемы.

Теорема 4. Если аффинная система функций типа Уолша {fn(x)}∞n=0 является полной, то

(f, r) =

∫ 1/2

0

f(x) dx −

∫ 1

1/2

f(x) dx 6= 0.
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Доказательство. В противном случае f ⊥ R. Кроме того, при |α| = k > 1 с учетом теоремы 2

имеем fα ∈ Hα ⊥
⊕

|β|<k Rβ ⊃ R. Поэтому r ⊥ M(f), что противоречит критерию теоремы 3.

Теорема 4 доказана. ¤

Всюду в дальнейшем полагаем, что функция f ∈ L2
0(0, 1) нормирована условием

(f, r) =

∫ 1/2

0

f(x) dx −

∫ 1

1/2

f(x) dx = 1.

Рассмотрим ряд Фурье –Уолша функции f :

f =
∞∑

n=0

f̂nwn = w +
∞∑

k=1

∑

|α|=k

f̂αwα,

где f̂n = f̂α = (f, wn) = (f, wα) — коэффициенты Фурье функции f по системе Уолша {wn}
∞
n=0,

причем (f, w0) = 0 и (f, w1) = 1.

Теорема 5. Если
∞∑

k=1

( ∑

|α|=k

|f̂α|
2

)1/2

6 1,

то аффинная система функций типа Уолша {fn(x)}∞n=0 является полной.

Доказательство. Предположим, что h ∈ L2
0(0, 1) и (h, fα) = 0 для всех α ∈ A. Покажем, что

h = 0. Для этого подействуем оператором W β , β ∈ A, на разложение функции f в ряд Фурье –Уолша.

Получим:

fβ = W βf = W βw +

∞∑

k=1

∑

|α|=k

f̂αW βWαw = wβ +

∞∑

k=1

∑

|α|=k

f̂αwβα.

Отсюда находим, что коэффициенты Фурье –Уолша ĥα = (h,wα) функции h для всех β ∈ A удовле-

творяют соотношениям

(h, fβ) = ĥβ +

∞∑

k=1

∑

|α|=k

¯̂
fαĥβα = 0.

С учетом условия теоремы имеем:

|ĥβ | 6

∞∑

k=1

( ∑

|α|=k

|f̂α|
2

)1/2( ∑

|α|=k

|ĥβα|
2

)1/2

6 sup
k>1

( ∑

|α|=k

|ĥβα|
2

)1/2

,

откуда ∑

|β|=l

|ĥβ |
2

6 sup
k>1

∑

|β|=l

∑

|α|=k

|ĥβα|
2 = sup

k>1

∑

|γ|=l+k

|ĥγ |
2.

Итерируя последнюю оценку, будем иметь:
∑

|β|=l

|ĥβ |
2

6 sup
k1>1

. . . sup
ks>1

∑

|γ|=l+k1+···+ks

|ĥγ |
2 → 0

при s → ∞. Поэтому ĥβ = 0 для всех β ∈ A, так что h = 0. Теорема 5 доказана. ¤

Пример 1. Пусть f = w +
∑

|α|=k f̂αwα при фиксированном k > 1. Покажем, что условие

F =
∑

|α|=k

|f̂α|
2

6 1

необходимо и достаточно для полноты аффинной системы {fn}
∞
n=0. Достаточность этого условия

прямо следует из доказанной теоремы 5. Докажем необходимость. Предположим противное, а именно

пусть F > 1. Рассмотрим функцию

h = w +

∞∑

s=1

(−1)s

F s

∑

|α(1)|=k

· · ·
∑

|α(s)|=k

f̂α(1) . . . f̂α(s)wα(1)...α(s) .
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Здесь α(1) . . . α(s) — конкатенация набора из s мультииндексов α(1) = (α
(1)
0 , . . . , α

(1)
k−1), . . . ,

α(s) = (α
(s)
0 , . . . , α

(s)
k−1) длины k и внутренняя s-кратная сумма распространяется на все такие на-

боры. Функция h определена корректно, так как

‖h‖2 = 1 +

∞∑

s=1

1

F 2s

∑

|α(1)|=k

· · ·
∑

|α(s)|=k

|f̂α(1) |2 . . . |f̂α(s) |2 = 1 +

∞∑

s=1

F s

F 2s
< ∞.

Далее, вычислим скалярное произведение

(h, fβ) = ĥβ +
∑

|α|=k

¯̂
fαĥβα.

Из определения функции h видим, что ĥβ = ĥβα = 0, если |β| 6= ks ни при каком s = 0, 1, . . . . Пусть

поэтому |β| = ks для некоторого s = 0, 1, . . . . Тогда

ĥβ =
(−1)s

F s
f̂α(1) . . . f̂α(s) , ĥβα =

(−1)s+1

F s+1
f̂α(1) . . . f̂α(s) f̂α,

где β = α(1) . . . α(s) и второе равенство следует из первого после замены индекса s на s + 1 с учетом

того, что |α| = k и |βα| = k(s + 1). Следовательно, имеем:

(h, fβ) =
(−1)s

F s
f̂α(1) . . . f̂α(s) +

∑

|α|=k

¯̂
fα

(−1)s+1

F s+1
f̂α(1) . . . f̂α(s) f̂α = 0

по определению величины F =
∑

|α|=k |f̂α|
2. Таким образом, получаем (h, fβ) = 0 для всех β ∈ A,

что противоречит полноте аффинной системы. ¤

Рассмотрим матрицу Грама Gf = {(fi, fj)}
∞
i,j=1 аффинной системы типа Уолша {fn(x)}∞n=0. (По-

скольку (f0, fn) = 0 для всех n ∈ N, то нулевые строка и столбец исключены из матрицы Gf .) Из

теоремы 2 работы [4] непосредственно следует

Теорема 6. Для всякой ненулевой функции f ∈ L2
0(0, 1) существует и притом единственная

с точностью до унимодулярной постоянной функция g ∈ L2
0(0, 1) такая, что аффинная система

функций типа Уолша {gn(x)}∞n=0 является полной и при этом Gf = Gg.

Сформулированная теорема 6 показывает, что произвольная (ненулевая) аффинная система функ-

ций типа Уолша допускает пополнение с сохранением структуры аффинной системы, а также жест-

кости пространственного расположения, которая определяется ее матрицей Грама.

3. МИНИМАЛЬНОСТЬ АФФИННЫХ СИСТЕМ ФУНКЦИЙ

Пусть по-прежнему ряд Фурье –Уолша функции f ∈ H = L2
0(0, 1) имеет вид

f = w +

∞∑

k=1

∑

|α|=k

f̂αwα.

По числовой последовательности {f̂n}
∞
n=1 = {f̂α}α∈A коэффициентов Фурье –Уолша функции f опре-

делим числовую последовательность {f̂∗
n}

∞
n=1 = {f̂∗

α}α∈A следующим образом. Положим f̂∗
1 = 1 и

для каждого n > 2, которому соответствует мультииндекс α = (α0, . . . , αk−1) длины |α| = k > 1,

определим f̂∗
n = f̂∗

α = f̂∗(α0, . . . , αk−1) из рекуррентных соотношений:

k∑

ν=0

f̂(α0, . . . , αν−1)
¯̂
f∗(αν , . . . , αk−1) = 0.

Зададим функции f∗
n = f∗

α посредством равенств

f∗(α0, . . . , αk−1) =
k∑

ν=0

f̂∗(αν , . . . , αk−1)w(α0, . . . , αν−1), α ∈ A.

Кроме того, пусть f∗
0 (x) ≡ 1.
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Теорема 7. Последовательность функций {f∗
n(x)}∞n=0 образует биортогонально сопряженную

систему к аффинной системе функций типа Уолша {fn(x)}∞n=0.

Доказательство. Функция f0 = f∗
0 ≡ 1 ортогональна всем функциям fn и f∗

n, n ∈ N. Требуется

проверить соотношения (fn, f∗
m) = δnm для n,m ∈ N. Для этого перейдем от натуральных индексов

n и m к мультииндексам α = (α0, . . . , αk−1) и β = (β0, . . . , βl−1). Вычислим

(fα, f∗
β) =

l∑

ν=0

(fα, w(β0, . . . , βν−1))
¯̂
f∗(βν , . . . , βl−1).

Заметим, что в силу результатов п. 1

(fα, w(β0, . . . , βν−1)) = (Wα0
. . . Wαk−1

f,Wβ0
. . . Wβν−1

w) =

= δα0β0
. . . δαk−1βk−1

(f, w(βk, . . . , βν−1)).

Поэтому в том случае, когда k 6 ν и α0 = β0, . . . , αk−1 = βk−1, имеем:

(fα, w(β0, . . . , βν−1)) = f̂(βk, . . . , βν−1).

Во всех остальных случаях (fα, w(β0, . . . , βν−1)) = 0. Таким образом, при k 6 ν и

α0 = β0, . . . , αk−1 = βk−1 окончательно получим:

(fα, f∗
β) =

l∑

ν=k

f̂(βk, . . . , βν−1)
¯̂
f∗(βν , . . . , βl−1),

иначе (fα, f∗
β) = 0. Но при k < l последняя сумма снова обращается в нуль, что следует из рекур-

рентных соотношений, определяющих числа f̂∗
α, в которых мультииндекс α заменен на мультииндекс

(βk, . . . , βl−1) длины l − k > 1. Наконец, при k = l скалярное произведение (fα, f∗
β) отлично от нуля

лишь в случае α = β, при этом (fα, f∗
α) = f̂(∅)

¯̂
f∗(∅) = f̂1

¯̂
f∗
1 = 1. Теорема 7 доказана. ¤

Теорема 8. Биортогонально сопряженная система {f∗
n(x)}∞n=0 является полной в простран-

стве L2(0, 1).

Доказательство. Из определения биортогонально сопряженной системы видим, что каждая функ-

ция f∗
n является полиномом по системе Уолша порядка n со старшим коэффициентом равным 1.

Отсюда следует ее полнота. ¤

Заметим, что теорема 8 справедлива лишь при сделанном нами предположении, что первый ко-

эффициент Фурье –Уолша f̂1 порождающей функции f аффинной системы отличен от нуля. Можно

показать, что аффинная система типа Уолша {fn(x)}∞n=0 является минимальной для любой ненулевой

порождающей функции f , однако явный вид биортогонально сопряженной системы будет отличаться

от приведенного выше для случая f̂1 = 1.

Как следует из результатов п. 1 функции аффинной системы имеют вид

fn =

∞∑

k=n

cn,kwk, n = 1, 2, . . . ,

а функции построенной нами биортогонально сопряженной системы имеют вид

f∗
n =

n∑

k=1

dn,kwk, n = 1, 2, . . . .

Отсюда следует, что совпадение систем {fn(x)}∞n=0 и {f∗
n(x)}∞n=0 происходит в том и только том

случае, когда порождающая функция f совпадает с функцией Уолша w с точностью до унимодулярной

постоянной. Поэтому аффинная система функций типа Уолша является полной ортонормированной

системой тогда и только тогда, когда f = κw, |κ| = 1. Тем не менее класс неполных ортонорированных

аффинных систем типа Уолша достаточно широк, как показывает следующая теорема (см. [4]).
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Теорема 9. Для любой ненулевой функции f ∈ L2
0(0, 1) существует и притом единственная

с точностью до унимодулярной постоянной функция ϕ ∈ L2
0(0, 1) такая, что аффинная система

функций типа Уолша {ϕn(x)}∞n=0 является ортонормированной и при этом

Span {fn}
∞
n=0 = Span {ϕn}

∞
n=0.

Пример 2. Простым примером ортонормированной аффинной системы функций типа Уолша

{ϕn(x)}∞n=0 служат аффинные системы, порожденные функциями вида

ϕ =
∑

|α|=k

ϕ̂αwα,
∑

|α|=k

|ϕ̂α|
2 = 1,

при фиксированном k > 0.

Замечание. Аффинные системы функций типа Уолша по своей структуре подобны аффинным

системам (системам сжатий и сдвигов функции) хааровского типа. Последние изучались в работах

многих авторов (см., например, [7–13]). Теоремы 5, 7 и 8 данной статьи являются аналогами некото-

рых результатов, полученных П. А. Терехиным в [14–19].
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The question on completeness and minimality of Walsh affine systems is considered. On the basis of functional-analytical structure

of multishift in Hilbert space, which being the generalized analogue of the operator of simple one-side shift and closely connected

with Cuntz algebra representations, we give definition of Walsh affine system. Various criteria and tests of completeness of affine
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ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ СДВИГОВ В ПОЛЕ p-АДИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

А. М. Водолазов1, С. Ф. Лукомский2

1Водолазов Александр Михайлович, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры компьютерной алгебры и

теории чисел, Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского,

vam21@yandex.ru
2Лукомский Сергей Федорович, доктор физико-математических наук, профессор кафедры математического ана-

лиза, Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского,

LukomskiiSF@nfo.sgu.ru

В 2010 г. S. Albeverio, С. Евдокимов и М. Скопина доказали, что если система сдвигов (ϕ(x−̇h)) ступенчатой функции

ϕ ортонормирована, функция ϕ порождает ортогональный p-адический кратно масштабный анализ (КМА), то носитель

ее преобразования Фурье лежит в единичном шаре. Мы доказываем, что в некоторых случаях требование «ϕ порождает

КМА» можно опустить. В общем случае мы указываем количество линейно независимых ступенчатых функций, сдвиги

которых образуют ортонормированную систему.

Ключевые слова: ортогональные системы сдвигов, поле p-адических чисел, p-адический КМА.
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ВВЕДЕНИЕ

Первые примеры вейвлетов на нуль-мерных группах принадлежат В. Ленгу [1–3] и относятся

к случаю двоичной группы Кантора. Начиная с этого момента можно выделить две группы работ.

С одной стороны, начались исследования кратно масштабного и вейвлет-анализа на группах Ви-

ленкина [4–7], с другой стороны — на полях p-адических чисел Qp. Оказалось, что эти две теории

существенно отличаются. В случае групп Виленкина при любых натуральных M , N можно построить

ступенчатую ортогональную масштабирующую функцию ϕ, порождающую кратно масштабный анализ

(КМА), которая постоянна на смежных классах по подгруппе GM и имеет носитель suppϕ ⊂ G−N ,

где (Gn) — основная цепочка подгрупп, порождающая топологию [7]. Для групп p-адических чисел

ситуация иная. Если ступенчатая ортогональная масштабирующая функция ϕ, порождающая КМА,
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