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Multilinear polynomials H (x̄, ȳ) and R(x̄, ȳ), the sum of which is the Chang polynomial F (x̄, ȳ) have been introduced in

this paper. It has been proved by mathematical induction method that each of them is a consequence of the standard polynomial

S−(x̄). In particular it has been shown that the double Capelli polynomial of add degree C2m−1(x̄, ȳ) is also a consequence

of the polynomial S−

m(x̄, ȳ). The minimal degree of the polynomial C2m−1(x̄, ȳ) in which it is a polynomial identity of matrix

algebra Mn(F ) has been also found in the paper. The results obtained are the transfer of Chang’s results over to the double Capelli

polynomials of add degree.
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В настоящей статье изучается приближение полиномами Виленкина в весовых пространствах Lp. Авторы доказывают

результат типа Бутцера – Шерера об эквиалентности между порядком наилучшего приближения функции f и поряд-

ком возрастания обобщенных производных, а также аппроксимативными свойствами полинома наилучшего приближе-

ния tn(f). Даны некоторые приложения к приближению линейными средними рядов Фурье – Виленкина.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть P = {pj}
∞

j=1 ⊂ N, причем 2 6 pj 6 N для всех j ∈ N. По определению Z(pj) =

= {0, 1, . . . , pj − 1}, m0 = 1 и mn = p1 . . . pn для n ∈ N. Каждое число x ∈ [0, 1) имеет разложение

x =
∞
∑

j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Z(pj). (1)
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Это разложение единственно, если для x = k/mn, 0 < k < mn, мы берем разложение с конечным

числом xj 6= 0. Каждое число k ∈ Z+ может быть записано единственным образом в виде

k =

∞
∑

j=1

kjmj−1, kj ∈ Z(pj). (2)

Если x и y представлены в виде (1), то по определению x⊕y = z =
∞
∑

j=1

zjm
−1
J , zj ∈ Z(pj), zj = xj +yj

(mod pj). Аналогично определяется x ⊖ y. Для данного x ∈ [0, 1) с разложением (1) and k ∈ Z+ с

разложением (2) полагаем χk(x) = exp

(

2πi

(

∞
∑

j=1

xjkj/pj

))

. Система {χk}
∞

k=0, называемая мульти-

пликативной, или системой Виленкина, является ортонормированной и полной в L1[0, 1] (см. [1, § 1.5]),

причем при k < mn функции χk(x) постоянны на In
j := [(j − 1)/mn, j/mn), n ∈ Z+, 1 6 j 6 mn.

Множество всех In
j обозначим через Ω. Введем коэффициенты Фурье по системе {χk}

∞

k=0 формулой

f̂(k) =
∫ 1

0
f(t)χk(t) dt, k ∈ Z+, и частичные суммы Фурье равенством Sn(f)(x) =

n−1
∑

k=0

f̂(k)χk(x),

n ∈ N.

Пусть 1 < p < ∞. Положительная измеримая на [0, 1) (т. е. весовая) функция w(x) принадлежит

классу Макенхаупта Ap, если

(

|I|−1

∫

I

w(x) dx

) (

|I|−1

∫

I

w−1/(p−1)(x) dx

)p−1

6 C < ∞ (3)

для всех I ∈ Ω (|I| означает меру Лебега множества I).

Через Lp
w[0, 1), где 1 6 p < ∞ и w(x) — весовая функция, обозначим банахово простран-

ство измеримых на [0, 1) функций с конечной нормой ‖f‖p,w =
(

∫ 1

0
|f(x)|pw(x) dx

)1/p

. Как обычно,

Pn = {f ∈ L1[0, 1) : f̂(k) = 0, k > n}, En(f)p,w = inf{‖f − tn‖p,w : tn ∈ Pn}, n ∈ N. При w(x) ≡ 1

получаем классическое пространство Lp[0, 1) с нормой ‖ · ‖p. С помощью неравенства Гельдера легко

показывается, что Lp
w[0, 1) ⊂ L1[0, 1) при 1 < p < ∞ и w ∈ Ap. Будем говорить, что существует

P-производная f [r] функции f ∈ Lp
w[0, 1) порядка r > 0 (в Lp

w[0, 1)), если ряд
∞
∑

j=0

jrf̂(j)χj является

рядом Фурье функции f [r] ∈ Lp
w[0, 1). Это условие равносильно тому, что ряд

∞
∑

j=0

jrf̂(j)χj сходится в

Lp
w[0, 1) к f [r] (см. [3]).

В работе [4] был установлен ряд теорем о приближениях по системе {χk}
∞

k=0 в Lp
w[0, 1), являющих-

ся аналогами результатов о приближении тригонометрическими полиномами в весовых пространствах

(см. [5–7]).

Теорема A. 1. Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, r ∈ N и для f ∈ Lp
w[0, 1) существует f [r] ∈ Lp

w[0, 1).

Тогда En(f)p,w 6 Cn−r‖f [r]‖p,w.

2. Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, r ∈ N и tn ∈ Pn. Тогда ‖t
[r]
n ‖p,w 6 C(p, w)‖tn‖p,w.

Теорема B. Пусть 1 < p < ∞, γ = min(2, p), w ∈ Ap, r ∈ N и f ∈ Lp
w[0, 1). Если сходится ряд

∞
∑

k=1

krγ−1Eγ
k (f)p,w, то существует f [r] ∈ Lp

w[0, 1) и при этом

En(f [r])p,w 6 C



nrEn(f)p,w +

(

∞
∑

k=n+1

krγ−1Eγ
k (f)p,w

)1/γ


 .

Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, r ∈ N и W rLp
w[0, 1) состоит из функций g ∈ Lp

w[0, 1), для которых

существует g[r] ∈ Lp
w[0, 1), с полунормой ‖g[r]‖p,w. Рассмотрим K-функционал

Kr(f, t) = Kr(f, t, Lp
w[0, 1),W rLp

w[0, 1)) = inf{‖f − g‖p,w + t‖g[r]‖p,w : g ∈ W rLp
w[0, 1)}.
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Обычный модуль непрерывности в Lp[0, 1) = Lp
1[0, 1) вида ω∗(f, δ) = sup

06h<δ
‖f(·⊕h)−f(·)‖p,1 в весо-

вом пространстве не является адекватной характеристикой функции из-за отсутствия инвариантности

нормы ‖·‖p,w относительно обобщенного сдвига. Но с помощью величины Kr(f, t, Lp
w[0, 1),W rLp

w[0, 1))

можно записать аналоги классических теорем Д. Джексона и С. Н. Бернштейна (см. [8, § 5.1 и § 6.1]).

Теорема C (см. [4]). Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, r ∈ N и γ = min(p, 2). Тогда для всех f ∈ Lp
w[0, 1)

и n ∈ N справедливы неравенства

En(f)p,w 6 CKr(f, n−r)

и

Kr(f, n−r) 6 Cn−r

(

n
∑

k=1

[krEk(f)p,w]γk−1

)1/γ

.

Далее, пусть ω(t) возрастает и непрерывна на [0, 1] и ω(0) = 0 (обозначение ω ∈ Φ). Если

f ∈ Lp
w[0, 1) и Kr(f, n−r) = O(ω(n−1)), n ∈ N, то будем писать f ∈ Hω,r

p,w, при r = 1 будем пи-

сать f ∈ Hω
p,w.

Целью нашей работы является получение условий, эквивалентных соотношению En(f)p,w =

= O(n−r−α), n ∈ N, в терминах обобщенных производных, полиномов наилучшего приближения

и K-функционала Kr(f, t). Тригонометрический аналог этого результата см. в [9, теорема 2.2]. В

невесовом случае для системы Уолша (частный случай системы {χk}
∞

k=0 при pi ≡ 2) см. [10, тео-

рема 4.4]. Кроме того, даны приложения теорем A–C к приближениям линейными средними рядов

Фурье по системе {χk}
∞

k=0 в пространстве Lp
w[0, 1).

1. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, r ∈ N, 0 < α < r, f ∈ Lp
w[0, 1) и полином tn(f) ∈ Pn

таков, что ‖f − tn(f)‖p,w = En(f)p,w, n ∈ N. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) En(f)p,w = O(n−r−α), n ∈ N;

2) существует f [r] ∈ Lp
w[0, 1) и Kr(f

[r], n−r) = O(n−α), n ∈ N;

3) для всех s ∈ [0, r] ∩ Z существует f [s] ∈ Lp
w[0, 1) и справедливо соотношение

‖f [s] − t[s]n (f)‖p,w = O(ns−r−α), n ∈ N;

4) ‖t
[s]
n (f)‖p,w = O(ns−r−α), n ∈ N, где s ∈ N, s > r + α.

Если вместо 0 < α < r потребовать α > 0, то утверждения 1), 3) и 4) эквивалентны.

Доказательство. Установим 1) ⇒ 4). Пусть mk 6 n < mk+1 и s > r + α. В силу части 2)

теоремы A и условия 1) имеем:

‖t[s]n (f)‖p,w 6 ‖t[s]n (f) − t[s]mk
(f)‖p,w +

k
∑

i=1

‖t[s]mi
(f) − t[s]mi−1

(f)‖p,w 6

6 C1

(

ns‖tn(f) − tmk
(f)‖p,w +

k
∑

i=1

ms
i‖tmi

(f) − tmi−1
(f)‖p,w

)

6

6 2C1

(

nsEmk
(f)p,w +

k
∑

i=1

ms
i Emi−1

(f)p,w

)

6 C2

(

nsm−r−α
k +

k
∑

i=1

ms
i m

−r−α
i−1

)

6 C3n
s−r−α.

Здесь использовано неравенство вида

‖tmi
(f) − tmi−1

(f)‖p,w 6 ‖tmi
(f) − f‖p,w + ‖f − tmi−1

(f)‖p,w 6 2Emi−1
(f)p,w, (4)

ограниченность отношений n/mk и mi/mi−1, а также хорошо известное соотношение
k
∑

i=1

mβ
i 6 C4m

β
k ,

β > 0, k ∈ N.
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Докажем, что 4) влечет 1). Пусть снова mk 6 n < mk+1. В силу полуаддитивности наилучшего

приближения по функции находим, что

En(f)p,w 6 Emk
(f)p,w 6 Emk

(f − tmk+1
(f))p,w + Emk

(tmk+1
)p,w = Emk+1

(f)p,w + Emk
(tmk+1

)p,w.

Записывая аналогичные неравенства

Emk+i−1
(f)p,w − Emk+i

(f)p,w 6 Emk+i−1
(tmk+i

(f))p,w

и складывая их по i > 1 с учетом того, что lim
k→∞

Emk
(f)p,w = 0, получаем:

Emk
(f)p,w 6

∞
∑

i=1

Emk+i−1
(tmk+i

(f))p,w. (5)

Согласно части 1) теоремы A и условию 4) для некоторого s > r + α

Emk+i−1
(tmk+i

(f))p,w 6 C5m
−s
k+i−1‖t

[s]
mk+i

(f)‖p,w 6 C6m
−r−α
k+i .

Подставляя последнее неравенство в (5) и используя известное неравенство
∞
∑

j=k

m−β
j 6 C7m

−β
k , β > 0,

k ∈ N, находим, что

En(f)p,w 6 Emk
(f)p,w 6 C8m

−r−α
k 6 C9n

−r−α, n ∈ N.

Для доказательства импликации 3) ⇒ 1) сначала подставим в неравенство части 1) теоремы A

функцию f − t∗n(f), где t∗n(f) ∈ Pn, (t∗n)[r] = ϕn и ϕn ∈ Pn удовлетворяет равенству ‖f [r] −ϕn‖p,w =

= En(f [r])p,w, и получим

En(f)p,w = En(f − t∗n)p,w 6 C10n
−r‖f [r] − ϕn‖p,w = C10n

−rEn(f [r])p,w. (6)

Из условия 3) при s = r следует, что En(f [r])p,w 6 C11n
−α, n ∈ N, поэтому условие 1) вытекает

из (6).

Установим, что 1) влечет 3). Пусть s ∈ [1, r] ∩ N . В силу неравенства (4) и части 2) теоремы A

имеем при l > k:

‖t[s]ml
(f) − t[s]mk

(f)‖p,w 6

l
∑

i=k+1

‖t[s]mi
(f) − t[s]mi−1

(f)‖p,w 6

6 C12

l
∑

i=k+1

ms
i Emi−1

(f)p,w 6 C13

l
∑

i=k+1

ms−r−α
i−1 6 C14m

s−r−α
k .

Из последнего неравенства вытекает фундаментальность последовательности {t
[s]
mk

(f)}∞k=1 в Lp
w[0, 1)

и сходимость этой последовательности к некоторой функции ϕ в Lp
w[0, 1). Так как tmk

(f) → f в

Lp
w[0, 1) и тем более в L1[0, 1), то lim

k→∞

t̂mk
(f)(n) = f̂(n), n ∈ Z+, и аналогично lim

k→∞

̂
t
[s]
mk

(f)(n) = ϕ̂(n),

n ∈ Z+. Но
̂
t
[s]
mk

(f)(n) = nst̂mk
(f)(n), n ∈ Z+, и поэтому ϕ̂(n) = nsf̂(n), n ∈ Z+, т. е. существует

f [s] = ϕ ∈ Lp
w[0, 1). Далее, если mk 6 n < mk+1, то

‖t[s]n (f) − t[s]mk+1
(f)‖p,w 6 C15n

sEn(f)p,w 6 C16n
s−r−α, n ∈ N,

откуда следует, что lim
n→∞

‖t
[s]
n (f) − f [s]‖p,w = 0. Теперь, используя снова (4) и часть 2) теоремы A,

имеем:

‖t[s]n (f) − f [s]‖p,w 6 ‖t[s]n (f) − t[s]mk+1
(f)‖p,w +

∞
∑

i=k+1

‖t[s]mi
(f) − t[s]mi−1

(f)‖p,w 6
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6 C17

(

nsn−r−α +

∞
∑

i=k+1

ms
i+1m

−r−α
i

)

6 C18n
s−r−α.

При s = 0 условие 3) сразу следует из условия 1).

Докажем, что 1) ⇒ 2). Так как ряд
∞
∑

k=1

krγ−1k−(r+α)γ сходится при α > 0, по теореме B выводим

существование f [r], причем

En(f [r])p,w 6 C19



nr−r−α +

(

∞
∑

k=n+1

k−αγ−1

)1/γ


 6 C20n
−α, n ∈ N.

Теперь по теореме C находим, что

Kr(f
[r], n−r) 6 C21n

−r

(

n
∑

k=1

(krk−α)γk−1

)1/γ

6 C22n
−rnr−α = C22n

−α.

В последнем неравенстве необходимо, чтобы (r−α)γ − 1 > −1, т. е. r > α. Предыдущие утверждения

верны и без этого ограничения. Обратное утверждение, 2) ⇒ 1), вытекает из (6) и первого неравенства

теоремы C. Теорема доказана.

2. ПРИБЛИЖЕНИЕ ЛИНЕЙНЫМИ СРЕДНИМИ РЯДОВ ФУРЬЕ ПО МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ СИСТЕМАМ

Теорема 2. Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, f ∈ Lp
w[0, 1), r ∈ N и Zr

n(f) =
n−1
∑

k=0

(1 − kr/nr)f̂(k)χk(x).

Тогда ‖f − Zr
n(f)‖p,w 6 CKr(f, n−r).

Доказательство. Известно, что при выполнении условий теоремы справедливо неравенство

‖Sn(f)‖p,w 6 C1‖f‖p,w (см. [3]), откуда стандартным образом выводится неравенство

‖f − Sn(f)‖p,w 6 (C1 + 1)En(f)p,w, n ∈ N.

Имеем:

‖f − Zr
n(f)‖p,w 6 ‖f − Sn(f)‖p,w + ‖Sn(f) − Zr

n(f)‖p,w 6

6 (C1 + 1)En(f)p,w + n−r‖S[r]
n (f)‖p,w =: I1 + I2.

Из теоремы C вытекает оценка I1 6 C2Kr(f, n−r). Пусть ε > 0 и g ∈ W rLp
w[0, 1) такова, что

Kr(f, n−r) > ‖f − g‖p,w + n−r‖g[r]‖p,w − ε.

Тогда в силу части 2) теоремы A и упомянутого выше результата из [3] выводим оценку

I2 = n−r‖S[r]
n (f)‖p,w 6 n−r‖S[r]

n (f − g)‖p,w + n−r‖S[r]
n (g)‖p,w 6

6 C3n
−rnr‖f − g‖p,w + n−r‖Sn(g[r])‖p,w 6 C4(‖f − g‖p,w + n−r‖g[r]‖p,w) 6 C4(Kr(f, n−r) + ε).

В силу произвольности ε > 0 получаем I2 6 C4Kr(f, n−r). Объединяя оценки I1 и I2, доказываем

неравенство теоремы. Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, f ∈ Lp
w[0, 1) и σn(f) =

n
∑

k=1

Sk(f)/n. Тогда

‖f − σn(f)‖p,w 6 CK1(f, n−1).

Следующие две теоремы являются весовыми аналогами результатов из [11]. Будем писать ω ∈ B1,

если ω ∈ Φ и справедливо неравенство kω(k−1) 6 Clω(l−1) при k, l ∈ N, k 6 l.
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Теорема 3. Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap, ω ∈ B1 и f ∈ Hω
p,w (т. е. K1(f, n−1) = O(ω(n−1)), n ∈ N).

Пусть двойная последовательность {ank}
∞

n,k=1 удовлетворяет условиям

ank > 0, ank = 0 при k > n,

n
∑

k=1

ank = 1, (7)

и
n−1
∑

k=1

|ank − an,k+1| 6 Kann, n ∈ N. (8)

Тогда для линейных средних Tn(f) =
n
∑

k=1

ankSk(f) верно неравенство

‖f − Tn(f)‖p,w 6 Cnannω(n−1), n ∈ N.

Доказательство. В силу условия (7) имеем:

Tn(f) − f =

n
∑

k=1

ankSk(f) −

n
∑

k=1

ankf =

n
∑

k=1

ank(Sk(f) − f).

Применяя преобразование Абеля и следствие 1, находим, что

‖f − Tn(f)‖p,w =

∥

∥

∥

∥

∥

n−1
∑

k=1

(ank − an,k+1)k(σk(f) − f) + nann(σn(f) − f)

∥

∥

∥

∥

∥

p,w

6

6

n−1
∑

k=1

|ank − an,k+1|k‖σk(f) − f‖p,w + nann‖σn(f) − f‖p,w 6

6 C1

(

n−1
∑

k=1

|ank − an,k+1|kω(k−1) + nannω(n−1)

)

.

Используя условие ω ∈ B1 и неравенство (8), получаем ‖f − Tn(f)‖p,w 6 C2nannω(n−1). Теорема

доказана.

Следствие 2. Если выполнены все условия теоремы 3, кроме (8), и последователь-

ность {ank}
n
k=1 возрастает по k при фиксированном n ∈ N, то

‖f − Tn(f)‖p,w 6 Cnannω(n−1), n ∈ N.

Следствие 3. Если выполнены все условия теоремы 3 и, кроме того, последователь-

ность {nann}
∞

n=1 ограничена, то

‖f − Tn(f)‖p,w 6 Cω(n−1), n ∈ N.

Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 3, кроме (8), которое заменено на

n−1
∑

k=1

|an,k − an,k+1| 6 Kan,1, n ∈ N. (9)

Тогда ‖f − Tn(f)‖p,w 6 Cnan1ω(n−1), n ∈ N.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 3 в силу неравенства (9) и условия ω ∈ B1

имеем:

‖f − Tn(f)‖p,w 6 C1

(

n−1
∑

k=1

|ank − an,k+1|kω(k−1) + nannω(n−1)

)

6

6 C2(nan,1ω(n−1) + nan,1ω(n−1)). (10)

Но благодаря (9) справедливо также неравенство
n−1
∑

k=1

(an,k+1−an,k) 6 Kan,1, откуда ann 6 (K+1)an1.

Из последнего неравенства и (10) следует неравенство теоремы. Теорема доказана.

256 Научный отдел



С. С. Волосивец, Т. В. Лихачева. Некоторые вопросы приближения полиномами

Следствие 4. Пусть выполнены все условия теоремы 4, кроме (9), и последовательность

{ank}
n
k=1 убывает по k для любого n ∈ N. Тогда ‖f − Tn(f)‖p,w 6 Cnan1ω(n−1), n ∈ N.

Следствие 5. Пусть выполнены все условия теоремы 4 и nan1 = O(1), n ∈ N. Тогда

‖f − Tn(f)‖p,w 6 Cω(n−1), n ∈ N.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00238).
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ПОЧТИ КОНТАКТНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА С N -СВЯЗНОСТЬЮ
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На многообразии с почти контактной метрической структурой (ϕ, ~ξ, η, g, X, D) и эндоморфизмом N : D → D вводится

понятие N -связности ∇N . Находятся условия, при которых N -связность совместима с почти контактной метрической

структурой: ∇Nη = ∇Ng = ∇N ~ξ = 0. Исследуются отношения между связностью Леви – Чивиты, связностью Схоу-

тена – ван Кампена и N -связностью. С помощью N -связности находятся условия, при которых почти контактная метри-

ческая структура является почти контактной кэлеровой структурой.

Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, N -связность, связность Схоутена – ван Кампена, тензор кри-

визны N -связности, почти контактные кэлеровы пространства.
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ВВЕДЕНИЕ

Начало теории метрически аффинных пространств — (псевдо) римановых многообразий, наде-

ленных линейной связностью с ненулевым кручением — было положено Э. Картаном (E. Cartan)

в 1922 г. [1]. Наибольшим интересом среди метрических связностей с кручением пользуется по-

лусимметрическая связность, систематическое исследование которой проведено К. Яно (K. Yano) в

работе [2]. Четвертьсимметрическая связность определена в 1975 г. С. Голабом (S. Golab) [3]. В

работе [4] определяется связность, специально приспособленная к решению задач неголономной гео-

метрии и названная позже связностью Схоутена – ван Кампена. В. В. Вагнер [5] использует связность

Схоутена – ван Кампена для построения теории кривизны неголономного многообразия коразмерности

1. Определяемая при этом связность Вагнера, как показано в настоящей работе, является связностью

в векторном расслоении, естественным образом возникающем на неголономном многообразии. Мы

вводим новый тип линейной связности с кручением, которая определяется на многообразии с почти

контактной метрической структурой (ϕ, ~ξ, η, g,X,D) и эндоморфизмом N : D → D. При надлежащем

выборе эндоморфизма N построенная нами связность (названная в работе N -связностью) совпадает

со связностью Вагнера.

Работа построена следующим образом. В параграфе 1.содержатся основные сведения о почти кон-

тактных метрических пространствах. В параграфе 2.дается определение N -связности. Находятся усло-

вия метричности N -связности. Исследуются отношения между связностью Леви–Чивиты, связностью

Схоутена – ван Кампена и N -связностью. В частности, показывается, что N -связность является более

общей связностью, чем связность Схоутена – ван Кампена. Более подробные сведения о связности

Схоутена – ван Кампена содержатся в работе [4]. В параграфе 3.находится выражение для тензора

кривизны N -связности. В параграфе 4.N -связность рассматривается на многообразиях с почти кон-

тактной кэлеровой структурой и на многообразиях Кенмоцу.
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