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В 2010 г. S. Albeverio, С. Евдокимов и М. Скопина доказали, что если система сдвигов (ϕ(x−̇h)) ступенчатой функции

ϕ ортонормирована, функция ϕ порождает ортогональный p-адический кратно масштабный анализ (КМА), то носитель

ее преобразования Фурье лежит в единичном шаре. Мы доказываем, что в некоторых случаях требование «ϕ порождает

КМА» можно опустить. В общем случае мы указываем количество линейно независимых ступенчатых функций, сдвиги

которых образуют ортонормированную систему.
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ВВЕДЕНИЕ

Первые примеры вейвлетов на нуль-мерных группах принадлежат В. Ленгу [1–3] и относятся

к случаю двоичной группы Кантора. Начиная с этого момента можно выделить две группы работ.

С одной стороны, начались исследования кратно масштабного и вейвлет-анализа на группах Ви-

ленкина [4–7], с другой стороны — на полях p-адических чисел Qp. Оказалось, что эти две теории

существенно отличаются. В случае групп Виленкина при любых натуральных M , N можно построить

ступенчатую ортогональную масштабирующую функцию ϕ, порождающую кратно масштабный анализ

(КМА), которая постоянна на смежных классах по подгруппе GM и имеет носитель suppϕ ⊂ G−N ,

где (Gn) — основная цепочка подгрупп, порождающая топологию [7]. Для групп p-адических чисел

ситуация иная. Если ступенчатая ортогональная масштабирующая функция ϕ, порождающая КМА,

c© Водолазов A. М., Лукомский С. Ф., 2016



A. М. Водолазов, С. Ф. Лукомский. Ортогональные системы сдвигов в поле p-адических чисел

имеет носитель suppϕ ⊂ G−N и постоянна на смежных классах по подгруппе GM , то M = 0 [8, 9].

Оказывается, что в некоторых случаях в последнем утверждении можно не требовать, чтобы ϕ была

масштабирующей и порождала КМА. Достаточно потребовать, чтобы система сдвигов ϕ(x−̇h) бы-

ла ортонормированной и выполнялось условие |ϕ̂(G⊥
N )| = 1. Доказательству этого утверждения и

посвящена настоящая статья.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Пусть p — простое, G — локально компактная нуль-мерная группа с основной цепочкой подгрупп

(Gn)n∈ Z, (Gn/Gn+1)
♯ = p, базисной последовательностью gn ∈ Gn \ Gn+1. Последнее означает, что

любой элемент x ∈ G однозначно представим в виде суммы ряда

x =
+∞
∑

n=−∞

xngn, xn = 0, p − 1,

в котором количество слагаемых с отрицательными номерами конечно. Отображение

λ(x) =

+∞
∑

n=−∞

xnpn, xn = 0, p − 1

переводит группу G в полупрямую [0,+∞). Его обычно называют отображением Монна. Пусть (gn)

удовлетворяют условиям pgn = gn+1. Группа с таким условием называется группой p-адических

чисел. Она есть аддитивная группа поля Qp всех p-адических чисел, т. е. G = Q+
p . Конкретной

реализацией такой группы является совокупность бесконечных в обе стороны последовательностей

x = (..., 0, xk, xk+1, ...), k ∈ Z, xl = 0 при l < k и xl = 0, p − 1. Операция сложения в

такой группе определяется покоординатно по модулю p с переносом единицы, возникающей при

переполнении, в следующий разряд направо. Основная цепочка в этом случае состоит из подгрупп

Gn = {x = (..., 0, xn, xn+1, ...) : xl = 0, p − 1}, n ∈ Z.

В качестве gn удобно выбирать элементы gn = (..., 0, 1n, 0n+1, ...). Обозначим

H0 = {h = a−1g−1+̇a−1g−2+̇ . . . +̇a−sg−s : s ∈ N},

H
(N)
0 = {h = a−1g−1+̇a−1g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N}, N ∈ N.

Множество H0 есть множество сдвигов, так как при отображении Монна оно переходит в множество

целых неотрицательных чисел.

Через X будем обозначать множество характеров группы G, через G⊥
n — аннуляторы подгрупп Gn.

Совокупность аннуляторов (G⊥
n )n∈Z образуют возрастающую последовательность:

G⊥
n ⊂ G⊥

n+1,
⋂

n∈Z

G⊥
n = 1, (G⊥

n+1/G⊥
n )♯ = p,

⋃

n∈Z

G⊥
n = X.

При каждом k ∈ Z выбираем характеры rk ∈ (G⊥
k+1 \ G⊥

k ) и фиксируем их. Характеры rk называют

функциями Радемахера. Любой характер χ ∈ X однозначно представим в виде произведения

χ =
∏

k∈Z

rαk

k =

m
∏

k=−∞

rαk

k , αk = 0, p − 1,

в котором лишь конечное число показателей αk с положительными номерами отлично от нуля.

Лемма 1. Для любой локально-компактной нуль-мерной группы

1)
∫

G⊥

0

(χ, x) dν(χ) = 1G0
(x);

2)
∫

G0

(χ, x) dµ(x) = 1G⊥

0
(χ).

Первое равенство доказано в [7], второе равенство двойственно первому.
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Лемма 2. Для любой локально-компактной нуль-мерной группы и для любого n ∈ Z

1)
∫

G⊥
n

(χ, x) dν(χ) = pn
1Gn

(x);

2)
∫

Gn

(χ, x) dµ(x) = 1
pn 1G⊥

n
(χ).

Доказательство. Докажем первое равенство. Пусть A — оператор растяжения. Используя ра-

венство
∫

X

f(χA ) dν(χ) = p

∫

X

f(χ) dν(χ), 1Gn
(x) = 1G0

(A nx)

и лемму 1, имеем:
∫

G⊥
n

(χ, x) dν(χ) =

∫

X

1G⊥
n
(χ)(χ, x) dν(χ) = pn

∫

X

(χA
n, x)1G⊥

n
(χA

n) dν(χ) =

= pn

∫

X

(χ,A nx)1G⊥

0
(χ) dν(χ) = pn

1G0
(A nx) = pn

1Gn
(x).

Второе равенство доказывается аналогично. ¤

Лемма 3. Пусть G — локально-компактная нуль-мерная группа и χn,s = rαn
n r

αn+1

n+1 . . . r
αn+s

n+s

характер, не принадлежащий G⊥
n . Тогда

∫

G⊥
n χn,s

(χ, x) dν(χ) = pn(χn,s, x)1Gn
(x).

Доказательство. По аналогии с предыдущим имеем:
∫

G⊥
n χn,s

(χ, x) dν(χ) =

∫

X

1G⊥
n
(χ)(χn,sχ, x) dν(χ) =

∫

G⊥
n

(χn,s, x)(χ, x) dν(χ) = pn(χn,s, x)1Gn
(x). ¤

2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ СДВИГОВ

Теорема 1. Пусть M,N ∈ N, G = Q+
p , ϕ ∈ DM (G−N ) . Система сдвигов (ϕ(x−̇h))

h∈H
(N)
0

—

будет ортонормированной тогда и только тогда, когда

p−1
∑

α−N ,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . r
αM−1

M−1 )|2(r
α−N

−N . . . r
αM−1

M−1 , bM−1gM−1+̇ . . . +̇b−Ng−N ) =

=











pN , если все bj = 0,

0, если bM−1 = ... = b0 = p − 1 и b2
−1 + ... + b2

−N 6= 0,

0, если bM−1 = ... = b0 = 0 и b2
−1 + ... + b2

−N 6= 0.

Доказательство. Пусть h1, h2 ∈ H
(N)
0 . Учитывая лемму 3, получаем:

∫

G

ϕ(x−̇h1)ϕ(x−̇h2) dµ(x) =

∫

G

ϕ(x)ϕ(x−̇(h2−̇h1)) dµ(x) =

∫

X

|ϕ̂(χ)|2(χ, (h2−̇h1)) dν(χ) =

=

∫

G⊥

M

|ϕ̂(χ)|2(χ, (h2−̇h1)) dν(χ) =

p−1
∑

α−N ,...,αM−1=0

∫

G⊥

−N
r

α−N

−N
...r

αM−1
M−1

|ϕ̂(χ)|2(χ, (h2−̇h1)) dν(χ) =

=

p−1
∑

α−N ,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2
∫

G⊥

−N
r

α−N

−N
...r

αM−1
M−1

(χ, (h2−̇h1)) dν(χ) =

=
1G−N

(h2−̇h1)

pN

p−1
∑

α−N ,...,αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . r
αM−1

M−1 )|2(r
α−N

−N . . . r
αM−1

M−1 , (h2−̇h1)). (1)

258 Научный отдел



A. М. Водолазов, С. Ф. Лукомский. Ортогональные системы сдвигов в поле p-адических чисел

Пусть вначале h1 6= h2. Так как h1, h2 ∈ H
(N)
0 и h1−̇h2 6= 0, то либо

h1−̇h2 = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N ,

либо

h1−̇h2 = b−1g−1+̇b−2g−2+̇ . . . +̇b−Ng−N +̇

+∞
∑

k=0

(p − 1)gk.

При этом если h1−̇h2 = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N , то

h2−̇h1 = b−1g−1+̇b−2g−2+̇ . . . +̇b−Ng−N +̇

∞
∑

k=0

(p − 1)gk.

Поэтому
∫

G

ϕ(x−̇h1)ϕ(x − h2) dµ(x) = 0

тогда и только тогда, когда

p−1
∑

α−N ...α0...αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2(r
α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 , b−1g−1+̇

+̇b−2g−2+̇ . . . +̇b−Ng−N ) = 0

и

p−1
∑

α−N ...α0...αM−1=0

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2(r
α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 ,

M−1
∑

k=0

(p − 1)gk+̇

+̇b−1g−1+̇b−2g−2+̇ . . . +̇b−Ng−N ) = 0.

При h1 = h2 утверждение леммы очевидно. ¤

Определим систему pN+M -мерных векторов

el(G
⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 ), l = l−N + l−N+1p + · · · + l0p
N + l1p

N+1 + · · · + lM−1p
N+M−1

равенствами

el(G
⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 ) =
1

p
M+N

2

e
−2πi

pM+N (l−N+···+lM−1pN+M−1)(αM−1+αM−2p+···+α−N pN+M−1)
. (2)

Ясно, что векторы (el)
pN+M

−1
l=0 образуют ортонормированную систему. Поэтому условие ортогональ-

ности в теореме 1 можно представить в виде

c0 = p
N−M

2 , c1 = c2 = · · · = cpN−1 = 0, cpN (pM−1)+j = 0 (j = 1, 2, . . . , pN − 1), (3)

где cl — коэффициенты Фурье разложения функции |ϕ̂|2 по системе (el), т.е.

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 )|2 =

pM+N
−1

∑

l=0

clel(G
⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 . . . r

αM−1

M−1 ). (4)

Если |ϕ̂(G⊥
−N )| = 1, то, полагая в этом равенстве α−N = · · · = αM−1 = 0, получаем:

pM+N
−1

∑

l=0

cl ·
1

p
M+N

2

= |ϕ̂(G⊥
−N )|2 = 1,

т. е.
pM+N

−1
∑

l=0

cl = p
M+N

2 . (5)
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Теорема 2. Пусть M = 1, p = 2, N ∈ N, ϕ̂ ∈ D−N (G⊥
1 ) и |ϕ̂(G⊥

−N | = 1. Если система сдвигов

(ϕ(x−̇h))h∈H0
есть ортонормированная система, то ϕ̂(G⊥

1 \ G⊥
0 ) = 0.

Доказательство. Из (3) и (4) следует, что

|ϕ̂|2 = c0e0 + c2N e2N . (6)

Из (2) видим, что e0 ≡ 1

2
N+1

2

. Найдем значения el(G
⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 ) при l = 2N . Имеем:

el(G
⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 ) =

1

2
N+1

2

e
2πi

2N+1 2N (α0+α−1·2+···+α−N2N ) =











1

2
N+1

2

, если α0 = 0,

−
1

2
N+1

2

, если α0 = 1.
(7)

Из (6) и (5) при χ = 1 следует

c0
1

2
N+1

2

+ c2N

1

2
N+1

2

= 1.

Так как c0 = 2
N−1

2 , то отсюда находим, что c2N = c0 = 2
N−1

2 . Тогда из (7) следует, что

|ϕ̂(G⊥
−Nr

α−N

−N . . . rα0
0 )|2 =











c0

2
N+1

2

+
c2N

2
N+1

2

= 1, если α0 = 0,

c0

2
N+1

2

−
c2N

2
N+1

2

= 0, если α0 = 1,

и теорема доказана. ¤

Покажем теперь, что в общем случае доказанная теорема неверна. Рассмотрим систему линейных

уравнений:






















x1 + · · · + xn = n,

α11x1 + · · · + α1nxn = 0,

. . .

αm1x1 + · · · + αmnxn = 0,

(8)

в которой αij ∈ C, ранг системы (8) равен m + 1 и вектор (1, 1, ..., 1) ∈ Rn является решением этой

системы. Определим для системы (8) вспомогательную систему:











































Re (α11)x1 + · · · + Re (α1n)xn = 0,

. . .

Re (αm1)x1 + · · · + Re (αmn)xn = 0,

Im (α11)x1 + · · · + Im (α1n)xn = 0,

. . .

Im (αm1)x1 + · · · + Im (αmn)xn = 0,

(9)

где Re (z), Im (z) действительная и мнимая части комплексного числа z.

Лемма 4. Любое решение α = (α1, α2, . . . , αn) системы (8), у которого все координаты αi > 0

можно найти как линейную комбинацию:

α = (α′ + m(α′)α0)
n

nm(α′) +
∑n

i=1 α′
i

, (10)

где константа m(α′) определена равенством

m(α′) =

{

min{α′
i}, если существует α′

i < 0,

0, если все α′
i > 0,

(11)

a0 = (1, 1, ..., 1) ∈ Rn и α′ — произвольное решение системы (9), отличное от −m(α′)α0.
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Доказательство. Пусть α = (α1, α2, . . . , αn) — неотрицательное решение системы (8), т. е. αi > 0.

Тогда при всех j комплексное число

αj1α1 + · · · + αjnαn = 0,

и, значит,

Re (αj1α1 + · · · + αjnαn) = 0, Im (αj1α1 + · · · + αjnαn) = 0.

Так как αi ∈ R, то

Re (αj1α1 + · · · + αjnαn) = Re (αj1)α1 + · · · + Re (αjn)αn = 0,

Im (αj1α1 + · · · + αjnαn) = Im (αj1)α1 + · · · + Im (αjn)αn = 0.

Следовательно, α — решение системы (9), и равенство (10) выполнено при α′ = α. В этом случае

m(α′) = 0, так как все αi > 0, а
∑n

i=1 αi = n.

Пусть теперь α′ — произвольное решение системы (9). Проверим, что α, определенное по фор-

муле (10), является решением системы (8) и все компоненты αi > 0. Последнее условие следует из

определения m(α′). Так как α′ является решением системы (9), то α′ есть решение системы (8) без

первого уравнения. Учитывая, что a0 = (1, 1, ..., 1) есть решение системы (8), то α является решением

системы (8) без первого уравнения. А так как α
′

6= −m(α
′

)α0, то из (10) следует, что α удовлетворяет

и первому уравнению. Лемма доказана. ¤

Лемма 5. Если α0, α
′

1, . . . , α
′

r — фундаментальная система решений системы (9), то соответ-

ствующие решения α1, . . . , αr системы (8) являются линейно независимыми.

Доказательство. Пусть γ1α1 + · · · + γrαr = 0, и существует γj 6= 0. Тогда

γ1(α
′

1 + m(α
′

1)α0) + · · · + γr(α
′

r + m(α
′

r)α0) = 0,

γ1α
′

1 + · · · + γrα
′

r + (m(α
′

1) + · · · + m(α
′

r))α0) = 0,

и так как существует γj 6= 0, то это противоречит линейной независимости векторов α0, α
′

1, . . . , α
′

r. ¤

Теорема 3. Пусть p — простое число и выполнено одно из условий:

1) p > 5 и M ∈ N;

2) p < 5 и M > 2, M ∈ N.

Тогда существуют функции ϕ ∈ DM (G−N ), сдвиги котрой на элементы H0 образуют орто-

нормированную систему в L2(Qp). Количество линейно независимых функций ϕ в пространстве

DM (G−N ) не меньше pN+M − 4(pN − 1).

Доказательство. Рассмотрим систему линейных уравнений из теоремы 1. Из леммы 3 следует,

что α0 = (1, . . . , 1) является решением системы. Эта система имеет pN+M неизвестных и 2(pN −1)−1

уравнений, а вспомогательная система имеет 4(pN − 1) уравнений. Следовательно, из лемм 3 и 4

получаем, что система линейных уравнений из теоремы 1 имеет не меньше pN+M − 4(pN − 1) ли-

нейно независимых решений. При p > 5, M ∈ N и p = 2, 3, M > 2 выполняется неравенство

pN+M − 4(pN − 1) > 1, значит, система имеет решение, отличное от α0 = (1, . . . , 1). ¤

Работа подготовлена частично в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки

России (проект № 1.1520.2014/К), а также при финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-01-

00152).
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