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На многообразии с почти контактной метрической структурой (ϕ, ~ξ, η, g, X, D) и эндоморфизмом N : D → D вводится

понятие N -связности ∇N . Находятся условия, при которых N -связность совместима с почти контактной метрической

структурой: ∇Nη = ∇Ng = ∇N ~ξ = 0. Исследуются отношения между связностью Леви – Чивиты, связностью Схоу-

тена – ван Кампена и N -связностью. С помощью N -связности находятся условия, при которых почти контактная метри-

ческая структура является почти контактной кэлеровой структурой.
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ВВЕДЕНИЕ

Начало теории метрически аффинных пространств — (псевдо) римановых многообразий, наде-

ленных линейной связностью с ненулевым кручением — было положено Э. Картаном (E. Cartan)

в 1922 г. [1]. Наибольшим интересом среди метрических связностей с кручением пользуется по-

лусимметрическая связность, систематическое исследование которой проведено К. Яно (K. Yano) в

работе [2]. Четвертьсимметрическая связность определена в 1975 г. С. Голабом (S. Golab) [3]. В

работе [4] определяется связность, специально приспособленная к решению задач неголономной гео-

метрии и названная позже связностью Схоутена – ван Кампена. В. В. Вагнер [5] использует связность

Схоутена – ван Кампена для построения теории кривизны неголономного многообразия коразмерности

1. Определяемая при этом связность Вагнера, как показано в настоящей работе, является связностью

в векторном расслоении, естественным образом возникающем на неголономном многообразии. Мы

вводим новый тип линейной связности с кручением, которая определяется на многообразии с почти

контактной метрической структурой (ϕ, ~ξ, η, g,X,D) и эндоморфизмом N : D → D. При надлежащем

выборе эндоморфизма N построенная нами связность (названная в работе N -связностью) совпадает

со связностью Вагнера.

Работа построена следующим образом. В параграфе 1.содержатся основные сведения о почти кон-

тактных метрических пространствах. В параграфе 2.дается определение N -связности. Находятся усло-

вия метричности N -связности. Исследуются отношения между связностью Леви–Чивиты, связностью

Схоутена – ван Кампена и N -связностью. В частности, показывается, что N -связность является более

общей связностью, чем связность Схоутена – ван Кампена. Более подробные сведения о связности

Схоутена – ван Кампена содержатся в работе [4]. В параграфе 3.находится выражение для тензора

кривизны N -связности. В параграфе 4.N -связность рассматривается на многообразиях с почти кон-

тактной кэлеровой структурой и на многообразиях Кенмоцу.
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1. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПОЧТИ КОНТАКТНЫХ МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

Пусть X — гладкое многообразие нечетной размерности n = 2m + 1, ΓTX — C∞(X)-модуль

гладких векторных полей на X. Все многообразия, тензорные поля и другие геометрические объекты

предполагаются гладкими класса C∞. Почти контактной метрической структурой на X называется

совокупность (ϕ, ~ξ, η, g) тензорных полей на X, где ϕ — тензор типа (1, 1), называемый структурным

эндоморфизмом, ~ξ и η — вектор и ковектор, называемые структурным вектором и контактной формой

соответственно, g — (псевдо) риманова метрика. При этом

η(~ξ) = 1, ϕ(~ξ) = 0, η ◦ ϕ = 0,

ϕ2~x = −~x + η(~x)~ξ, g(ϕ~x, ϕ~y) = g(~x, ~y) − η(~x)η(~y), dη(~ξ, ~x) = 0, ~x, ~y ∈ ΓTX.

Кососимметрический тензор Ω(~x, ~y) = g(~x, ϕ~y) называется фундаментальной формой структуры.

Многообразие, на котором фиксирована почти контактная метрическая структура, называется почти

контактным метрическим многообразием. В случае, когда Ω = dη, почти контактная метрическая

структура называется контактной метрической структурой. Почти контактная метрическая структу-

ра называется нормальной, если Nϕ + 2dη ⊗ ~ξ = 0, где Nϕ — кручение Нейенхейса, образованное

тензором ϕ. Нормальная контактная метрическая структура называется сасакиевой структурой. Мно-

гообразие с заданной на нем сасакиевой структурой называется сасакиевым многообразием. Пусть

D — гладкое распределение коразмерности 1, определяемое формой η, D⊥ = Span (~ξ) — его оснаще-

ние. Если ограничение формы ω = dη на распределении D дает невырожденную форму, то в этом

случае вектор ~ξ однозначно определяется из условий η(~ξ) = 1, ker ω = Span (~ξ), и называется вектором

Риба.

Будем называть почти контактную метрическую структуру почти нормальной, если выполняется

условие

Nϕ + 2(dη ◦ ϕ) ⊗ ~ξ = 0. (1)

Почти нормальное почти контактное метрическое пространство в дальнейшем назовем почти кон-

тактным кэлеровым пространством, если его фундаментальная форма замкнута. Почти контакт-

ное метрическое пространство назовем почти K-контактным метрическим пространством, если

L~ξ
g = 0. В случае, когда форма имеет максимальный ранг, соответствующее пространство называют

K-контактным.

Как следует из (1), почти нормальная контактная метрическая структура очевидным образом явля-

ется сасакиевой структурой. Сасакиевы пространства пользуются большой популярностью у исследо-

вателей почти контактных метрических пространств по двум основным причинам. С одной стороны,

существует большое количество интересных и содержательных примеров сасакиевых структур, с

другой стороны — многообразия Сасаки обладают очень важными и естественными свойствами. В

то же время почти контактные кэлеровы пространства наследуют ряд важных свойств сасакиевых

пространств, что оказывается очень существенным в тех случаях, когда почти контактное метри-

ческое пространство в принципе не может быть сасакиевым пространством [6]. Почти контактное

метрическое пространство называется пространством Кенмоцу, если выполняются условия dη = 0,

dΩ = 2η ∧ Ω. Почти контактное метрическое пространство является многообразием Кенмоцу тогда и

только тогда, когда выполняется условие [7]

(∇~xϕ)~y = −η(~y)ϕ~x − g(~x, ϕ~y)~ξ. (2)

Карту K(xα) (α, β, γ = 1, . . . , n; a, b, c, e = 1, . . . , n − 1) многообразия X будем называть

адаптированной к распределению D, если D⊥ = Span

(

∂

∂xn

)

[8]. Пусть P : TX → D — про-

ектор, определяемый разложением TX = D ⊕ D⊥, и K(xα) — адаптированная карта. Векторные

поля P (∂a) = ~ea = ∂a − Γn
a∂n линейно независимы и в области определения соответствующей карты

порождают систему D: D = Span (~ea). Таким образом, мы имеем на многообразии X неголоном-

ное поле базисов (~eα) = (~ea, ∂n) и соответствующее ему поле кобазисов (dxa, Θn = dxn + Γn
adxa).

Непосредственно проверяется, что [~ea~eb] = Mn
ab∂n, где компоненты Mn

ab образуют так называемый
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тензор неголономности [5]. Если потребовать, чтобы во всех используемых адаптированных картах

выполнялось равенство ~ξ = ∂n, то, в частности, окажется справедливым равенство [~eα~eb] = 2ωba∂n,

где ω = dη. Адаптированным будем называть также базис ~ea = ∂a − Γn
a∂n, как базис, определяе-

мый адаптированной картой. Заметим, что имеет место равенство ∂nΓn
a = 0. Пусть K(xα) и K(xα′

) —

адаптированные карты, тогда при условии, что ~ξ = ∂n, получаем следующие формулы преобразования

координат: xa = xa(xa′

), xn = xn′

+ xn(xa′

).

Тензорное поле t типа (p, q), заданное на почти контактном метрическом многообразии, назовем

допустимым (к распределению D), если t — полилинейное отображение t: Γ(D)p ×Γ(D∗)q → F (X),

где F (X) — алгебра гладких функций на X. Координатное представление допустимого тензорного по-

ля в адаптированной карте имеет вид: t = tab~ea⊗dxb. Здесь и далее мы для удобства, по возможности,

ограничиваемся тензором типа (1, 1).

Из определения почти контактной структуры следует, что аффинор ϕ является допустимым тен-

зорным полем типа (1, 1). Поле аффинора ϕ, учитывая его свойства, мы называем допустимой почти

комплексной структурой. Форму ω = dη, также являющуюся допустимой формой, уместно в таком

случае назвать допустимой симплектической формой.

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных координатах подчиня-

ется следующему закону:

tab = Aa
a′Ab′

b ta
′

b′ ,

где Aa
a′ =

∂xa

∂xa′
.

Замечание 1. Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует, что

производные ∂ntab являются вновь компонентами допустимого тензорного поля. Кроме того, обращение

в нуль производных ∂ntab не зависит от выбора адаптированных координат. Последнее обстоятельство

подкрепляется тем фактом, что (L~ξ
t)a

b = ∂ntab .

Замечание 2. Допустимую тензорную структуру, для которой выполняется равенство ∂ntab = 0,

будем называть проектируемой (в литературе можно встретить и другие термины структур с подобным

свойством: «базисные», «полубазисные» и т. д.). Как будет следовать из дальнейшего, допустимые

проектируемые структуры естественным образом могут рассматриваться как структуры, заданные на

многообразии меньшей размерности.

Введем в рассмотрение допустимые тензорные поля h~x, C(~x, ~y), C~x, ψ~x, L~x, полагая, что

h~x = 1
2 (L~ξ

ϕ)(~x), C(~x, ~y) = 1
2 (L~ξ

g)(~x, ~y), g(C~x, ~y) = C(~x, ~y), g(~x, ψ~y) = ω(~x, ~y), L~x = C~x − ψ~x, ~x,

~y ∈ ΓTX. В случае контактного метрического пространства эндоморфизм ψ совпадает с эндоморфиз-

мом ϕ.

В адаптированных координатах получаем: ha
b = 1

2∂nϕa
b , Cab = 1

2∂ngab, Ca
b = gdaCdb, ψc

a = gbcωab.

Будем использовать следующие обозначения для связности и коэффициентов связности Леви–

Чивиты тензора g: ∇̃, Γ̃α
βγ . В результате непосредственных вычислений убеждаемся в справедливости

следующей теоремы.

Теорема 1. Коэффициенты связности Леви–Чивиты почти контактного метрического про-

странства в адаптированных координатах имеют вид

Γ̃c
ab = Γc

ab, Γ̃n
ab = ωba − Cab, Γ̃b

an = Γ̃b
na = Cb

a − ψb
a = Lb

a, Γ̃n
na = 0, Γ̃α

nn = 0,

где Γa
bc = 1

2gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc).

2. СПЕЦИАЛЬНЫЕ СВЯЗНОСТИ НА МНОГООБРАЗИЯХ С ПОЧТИ КОНТАКТНОЙ МЕТРИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ

Пусть X — многообразие с почти контактной метрической структурой (ϕ, ~ξ, η, g,X,D) и

N : D → D — эндоморфизм распределения почти контактной структуры. Бежанку (A. Bejancu) [9]

определяет связность ∇B на многообразии Сасаки с помощью формулы

∇
B
~x ~y = ∇̃~x~y − η(~x)∇̃~y

~ξ − η(~y)∇̃~x
~ξ + (ω + c)(~x, ~y)~ξ.
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В адаптированных координатах отличными от нуля компонентами ΓBα

βγ связности ∇B являются

ΓBa

bc = Γa
bc = 1

2gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc). Построенная Бежанку связность является метрической в

случае, когда почти контактная метрическая структура является K-контактной. Действительно, так

как ∇B
n gab = ∂ngab, то метричность связности Бежанку эквивалентна обращению в нуль производной

∂ngab. Определим на многообразии с почти контактной метрической структурой связность ∇N с

помощью равенства ∇N
~x ~y = ∇B

~x ~y + η(~x)N~y. Назовем введенную связность N -связностью. Отличными

от нуля компонентами N -связности — самое большее — будут ΓN a

bc = Γa
bc = 1

2gad(~ebgcd+~ecgbd−~edgbc),

ΓN a

nc = Na
c . Кручение N -связности определяется равенством SN (~x, ~y) = 2ω(~x, ~y)~ξ +η(~x)N~y−η(~y)N~x.

Имеет место

Теорема 2. Пусть N — симметрический оператор. N -связность является метрической связ-

ностью тогда и только тогда, когда выполняется условие

g(N~x, ~y) =
1

2
L~ξ

(~x, ~y). (3)

Равенство ∇Ng = 0 в координатах перепишется в виде

∇
N
c gab = ∇̆

N
c gab = ~ecgab − Γd

cagdb − Γd
cbgad = 0, (4)

∇
N
n gab = ∂ngab − N c

agcb − N c
b gac = 0. (5)

Доказательство. Равенство (4) выполняется всегда в силу метричности связности ∇̆, а равен-

ство (5) (при условии, что N -симметрический оператор) эквивалентно равенству (3). ¤

Связность Схоутена – ван Кампена ∇S определяется с помощью следующего равенства [6]:

∇
S
~x~y = (∇̆~x~y h)h + (∇̆~x~y v)v,

где ~y h = P~y, ~y v = Q~y, P , Q — проекторы на распределения D и D⊥ соответственно.

Вычисляя компоненты связности Схоутена – ван Кампена, непосредственно убеждаемся в справед-

ливости следующей теоремы.

Теорема 3. N -связность совпадает со связностью Схоутена– ван Кампена тогда и только

тогда, когда N = C − ψ = L.

В качестве следствия теорем 3 получаем следующую теорему.

Теорема 4. N -связность является адаптированной связностью к почти контактной метри-

ческой структуре: ∇Nη = ∇Ng = ∇N ~ξ = 0 тогда и только тогда, когда N — симметрический

оператор такой, что g(N ~X, ~Y ) = 1
2L~ξ

g( ~X, ~Y ).

3. ТЕНЗОР КРИВИЗНЫ N -СВЯЗНОСТИ

Внутренняя связность [5, 8] определяет параллельный перенос допустимых векторов вдоль допу-

стимых кривых. Тензор кривизны внутренней связности, названный Вагнером [5] тензором Схоутена,

является допустимым тензором и определяется равенством

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y], ~z], ~x, ~y ∈ ΓD.

Координатное представление тензора Схоутена в адаптированных координатах имеет вид:

Rd
abc = 2~e[aΓd

b]c + 2Γd
[a‖e‖Γ

e
b]c. В случае, когда распределение D не содержит интегрируемого рас-

пределения размерности n − 2, обращение в нуль тензора кривизны Схоутена равносильно тому, что

параллельный перенос допустимых векторов вдоль допустимых кривых не зависит от пути перено-

са [5]. Назовем тензор Схоутена тензором кривизны распределения D, а распределение D, в случае

обращения в нуль тензора Схоутена, — распределением нулевой кривизны. Внутренняя линейная

связность может быть определена [10] заданием горизонтального распределения над пространством

некоторого векторного расслоения. В случае внутренней связности в качестве такого расслоения

выступает распределение D. Будем говорить, что над распределением D задана связность, если рас-

пределение D̃ = π−1
∗ (D), где π : D → X — естественная проекция, разбивается в прямую сумму
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вида D̃ = HD ⊕ V D, где V D — вертикальное распределение на тотальном пространстве D. Задание

эндоморфизма N : D → D позволяет определить N -продолженную связность — связность в вектор-

ном расслоении с тотальным пространством D, осуществляющую параллельный перенос допустимых

векторов вдоль произвольных кривых многообразия X.

В подходящем образом выбранной системе координат [10] векторные поля (~εa = ∂a − Γn
a∂n −

− Γb
acx

n+c∂n+b, ~u = ∂n − Na
b xn+b∂n+a, ∂n+a) определяют на D неголономное поле базисов, а формы

(dxa, Θn = dxn + Γn
adxa, Θn+a = dxn+a + Γa

bcx
n+cdxb + Na

b xn+bdxn) — соответствующее поле

кобазисов. Проводя необходимые вычисления, получаем следующие структурные уравнения:

[~εa, ~εb] = 2ωba~u + xn+d(2ωbaN c
d + Rc

bad)∂n+c, (6)

[~εa, ~u] = xn+d(∂nΓc
ad −∇aN c

d)∂n+c, (7)

[~εa, ∂n+b] = Γc
ab∂n+c. (8)

Из (6)–(8) получаем выражение для тензора кривизны N -продолженной связности:

K(~x, ~y)~z = R(~x, ~y)~z + 2ω(~x, ~y)N~z, (9)

K(~ξ, ~x)~y = P (~x, ~y) − (∇~xN)~y, ~x, ~y, ~z ∈ ΓD. (10)

Здесь P a
bc = ∂nΓa

bc — компоненты допустимого тензора типа (2, 1).

Замечание 3. Для (почти) K-контактных пространств тензор кривизны Схоутена наделен теми

же свойствами, что и тензор кривизны риманова многообразия. В более общем случае это не так.

Теорема 5. Значения тензора кривизны K(~x, ~y)~z, ~x, ~y, ~z ∈ ΓTX N -связности однозначно

определяются равенствами (9), (10).

Доказательство теоремы 5 сводится к непосредственному вычислению компонент тензора кривиз-

ны N -связности.

4. N -СВЯЗНОСТЬ НА МНОГООБРАЗИИ С ПОЧТИ КОНТАКТНОЙ КЭЛЕРОВОЙ СТРУКТУРОЙ

И СТРУКТУРОЙ КЕНМОЦУ

Пусть X — многообразие с почти контактной кэлеровой структурой [9]. Имеет место (см. [6]):

Теорема 6. Почти контактная метрическая структура является почти контактной кэле-

ровой структурой тогда и только тогда, когда выполняются равенства L~ξ
g = 0, ∇1ϕ = 0, где

∇1 — N -продолженная связность с нулевым эндоморфизмом.

Следующая теорема является следствием теоремы 6.

Теорема 7. Почти контактная метрическая структура является почти контактной кэле-

ровой структурой тогда и только тогда, когда L~ξ
g = 0 и эндоморфизм N коммутирует с

эндоморфизмом ϕ.

Доказательство. Имеет место равенство:

∇
N
n ϕa

b = ∇
1
nϕa

b + Na
c ϕc

b − N c
b ϕa

c .

Таким образом, как следует из теоремы 6, почти контактная метрическая структура является почти

контактной кэлеровой структурой тогда и только тогда, когда Na
c ϕc

b − N c
b ϕa

c = 0, что и доказывает

теорему. ¤

Пусть теперь X — многообразие Кенмоцу. Равенство (2) влечет следующее равенство [7]:

L~ξ
g = 2(g − η ⊗ η).

Отсюда следует, что L~ξ
g(~x, ~y) = 2g(~x, ~y), ~x, ~y ∈ ΓD. Сравнивая последнее равенство с равен-

ством (3), убеждаемся в справедливости следующей теоремы.
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Теорема 8. Если ∇N
n — метрическая N -связность многообразия Кенмоцу, то g(~x, ~y) =

= g(N~x, ~y), ~x, ~y ∈ ΓD.

Другими словами, для метрической N -связности многообразия Кенмоцу эндоморфизм N совпадает

с тождественным оператором.
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On a manifold with an almost contact metric structure (ϕ, ~ξ, η, g, X, D) and an endomorphism N : D → D, a notion of the

N -connection is introduced. The conditions under which an N -connection is compatible with an almost contact metric structure

∇Nη = ∇Ng = ∇N ~ξ = 0 are found. The relations between the Levi – Civita connection, the Schouten – van-Kampen connection

and the N-connection are investigated. Using the N-connection the conditions under which an almost contact metric structure is an

almost contact Kahlerian structure are investigated.

Key words: almost contact metric structure, N -connection, Schouten – van-Kampen connection, curvature tensor of N -connection,
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А. А. Герус1, С. А. Гриценко2

1Герус Артур Андреевич, аспирант кафедры математики, Белгородский государственный национальный исследователь-

ский университет, artur-gerus@bsu.edu.ru
2Гриценко Светлана Александровна, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры теоретической и математи-

ческой физики, Белгородский государственный национальный исследовательский университет, sgritsenko@bsu.edu.ru

В работе исследуется математическая модель акустики в гетерогенной среде с двумя компонентами, разделенными

общей границей. Одна из компонент является ограниченной жидкой областью, другая — упругим телом. Упругое те-

ло пронизано системой пор, заполненных жидкостью. Дифференциальные уравнения модели, описывающие движение

жидкости и совместное движение твердого скелета и жидкости в порах, базируются на классических законах механики

сплошной среды и содержат быстро осциллирующие коэффициенты, зависящие от малого параметра, равного отношению

среднего размера пор к размеру рассматриваемой области. Быстро осциллирующие коэффициенты делают невозможным

применение модели для численных расчетов. В работе доказывается существование обобщенного решения начально-

краевой задачи. На основе метода двухмасштабной сходимости Г. Нгуетсенга выводятся усредненные уравнения (т. е.

уравнения, не содержащие быстро осциллирующих коэффициентов) для различных случаев. Полученные приближенные

модели могут быть полезны для численных расчетов.
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пороупругость, усреднение периодических структур, двухмасштабная сходимость.

DOI: 10.18500/1816-9791-2015-15-3-264-272

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматриваемая ограниченная область Q ∈ R3 представляет собой единичный куб: Q = (0, 1) ×

× (0, 1) × (0, 1), в котором пороупругая среда занимает область Ω = (0, 1) × (0, 1) × (0, a), 0 < a < 1,

а область Ω(f), занятая жидкостью, есть открытое дополнение области Ω:

Q = Ω ∪ Ω(f)
∪ S(0), S(0) = ∂Ω ∩ ∂Ω(f).

Движение жидкости в пороупругой области Ω описывается системой уравнений:
(

χε

c̄ 2
f

+
1 − χε

c̄ 2
s

)

p + ∇ · w = 0, (1)

(̺fχε + (1 − χε)̺s)
∂2

w

∂t2
= ∇ · P + ̺ε

F, (2)

P = χεᾱµD

(

x,
∂w

∂t

)

+ (1 − χε)ᾱλD(x,w) − p I, (3)

где χε(x) — характеристическая функция порового пространства Ωε
f ∈ Ω, c̄s и c̄f — скорость звука в

твердой и жидкой части соответственно, ρ — плотность среды, F — заданный вектор распределенных

массовых сил, l — средний размер пор, L — характерный размер рассматриваемой области, малый

параметр ε = l/L. Здесь и далее в работе используются обозначения

B : C = tr(BCT ),
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