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Рассматривается конечномерная задача о наилучшем приближении в метрике Хаусдорфа выпуклого тела шаром произ-

вольной нормы с фиксированным радиусом. Показано, что в случае, когда приближаемое тело и шар нормы являются

многогранниками, задача сводится к задаче линейного программирования. Это позволяет предложить получение при-

ближённого решения задачи через предварительную аппроксимацию приближаемого компакта и единичного шара нормы

многогранниками.

Ключевые слова: выпуклое тело, метрика Хаусдорфа, функция расстояния, аппроксимация, субдифференциал.

1. Пусть D — заданное выпуклое тело из конечномерного действительного пространства R
p,

а n(x) — некоторая норма на R
p. Рассматривается задача

φ(x, r) ≡ h(D,Bn(x, r)) → min
x∈Rp

. (1)

Здесь Bn(x, r) = {y ∈ R
p : n(x − y) 6 r} — шар радиуса r с центром в точке x,

h(A,B) = max
{

sup
a∈A

inf
b∈B

n(a − b), sup
b∈B

inf
a∈A

n(a − b)
}

— (2)

расстояние Хаусдорфа между множествами A и B, индуцированное нормой n(·).

Впервые задача о приближении выпуклого компакта евклидовым шаром в метрике Хаусдорфа,

причём произвольного радиуса, т. е. когда функция φ(x, r) минимизируется по (x, r) ∈ R
p × R+,

рассматривалась в [1]. Для случая произвольной нормы эта задача исследовалась в работе [2].

В работе [3] показано, что задача (1) своими решениями для значений радиуса r из определённых

диапазонов, выражает решения задач об описанном и вписанном шарах для D и задачи наилучшего

приближения шаром произвольного радиуса. Авторам известны и другие задачи по шаровым оцен-

кам выпуклого компакта (например, задача об асферичности [4]), на которое распространяется это

универсальное свойство задачи (1).

Важное значение имеет полученная в [2] формула, выражающая расстояние Хаусдорфа (2) между

выпуклым компактом D и шаром Bn(x, r):

h(D,Bn(x,R)) = max{R(x) − r, P (x) + r}. (3)

c© Дудов С. И., Осипцев М. А., 2014
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Здесь функция R(x) выражает расстояние в норме n(·) от точки x до самой удалённой от неё точки

из D, т. е.

R(x) = max
y∈D

n(x − y),

а функция P (x) определяется формулой

P (x) = ρD(x) − ρΩ(x),

где Ω = Rp \ D, ρA(x) = min
y∈A

n(x − y) — расстояние от точки x до множества A в норме n(·).

Известно [5–7], что функции R(x) и ρD(x) выпуклы на R
p, а ρΩ(x) вогнута на D. Функция P (x),

введённая в [8], также является выпуклой на R
p. Эти факты позволяют считать задачу (1) зада-

чей выпуклого программирования и применять для её численного решения широкий спектр методов

оптимизации, например [6, 9], используя формулы субдифференциалов функций R(x) и P (x) (см.,

например, [2]).

Цель данной работы — показать, что в случае, когда выпуклое тело D и шар нормы n(·) являются

многогранниками, задача (1) сводится к задаче линейного программирования. Этот факт может быть

положен в основу подхода к получению приближённого решения задачи (1) через предварительную

аппроксимацию компакта D и единичного шара нормы n(·) многогранниками. Отметим, что данный

приём уже применялся для других задач по шаровым оценкам выпуклого компакта, например, [4, 10].

В работе будут использованы следующие обозначения:

A, intA, coA — замыкание, внутренность, выпуклая оболочка множества A;

〈x, y〉 — скалярное произведение элементов x и y;

K(x,A) — конус возможных направлений множества A в точке x;

K+ — сопряжённый конус к конусу K;

K(A) — коническая оболочка множества A;

∂f(x) — субдифференциал выпуклой функции в точке x;

n∗(x) — полярная норма по отношению к норме n(·);

0p = (0, 0, . . . , 0) ∈ R
p, A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

2. Если шар нормы n(·) является многогранником, норма представима в виде

n(x) = max
i=1,m

|〈Bi, x〉|. (4)

При этом вектора {±Bi : i = 1,m} — это нормали к граням многогранников, являющихся шарами.

Естественно считать {±Bi : i = 1,m} угловыми точками множества M = co {±Bi : i = 1,m} и

0p ∈ int M . Очевидно, полярная норма n∗(v) = max
n(x)61

〈v, x〉 является функцией Минковского множе-

ства M .

Для нормы (4) легко получается представление функции R(x) в виде максимума от аффинных

функций:

R(x) = max
i=1,m

max{〈Bi, x〉 − bi1 , bi2 − 〈Bi, x〉}, (5)

где bi1 = min
y∈D

〈Bi, y〉, bi2 = max
y∈D

〈Bi, y〉.

Пусть также выпуклое тело D является многогранником, заданным в виде

D = {y ∈ R
p : 〈Aj , y〉 6 aj , j = 1, l}, (6)

где Aj ∈ R
p, aj ∈ R. Предполагается, что 0p ∈ int co {Aj : j = 1, l}, а также без потери общности

n∗(Aj) = 1, j = 1, l. Очевидно, для точки x ∈ D справедливо

ρΩ(x) = min
j=1, l

ρωj
(x), (7)

где ωj = {y ∈ R
p : 〈Aj , y〉−aj = 0}, j = 1, l, — гиперплоскости, образующие грани многогранника D.

Известно, что

ρωj(x) =
〈Aj , y〉 − aj

n∗(Aj)
. (8)
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Поэтому из (6)–(8), учитывая n∗(Aj) = 1, получаем:

ρΩ(x) = min
j=1, l

{aj − 〈Aj , x〉}, ∀ x ∈ D. (9)

3. Теперь, как и для функции R(x) (см. (5)), получим представление функции P (x) в виде мак-

симума от аффинных функций. Обозначим G(α) = {x ∈ R
p : ρD(x) 6 α}. Нетрудно доказать, что

справедлива

Лемма 1. Если α > 0, то

G(α) = D + Bn(0p, α). (10)

Поскольку множества D и Bn(0p, α) являются многогранниками, то из леммы 1 вытекает, что и

множество G(α) также является многогранником. Предположим, что нам известно его представление

в виде

G(α) = {y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 6 dj(α), j = 1, k}, (11)

где Cj ∈ R
p, dj(α) ∈ R, n∗(Cj) = 1 и все гиперплоскости

{y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 = dj(α), j = 1, k}

являются опорными к G(α).

Замечание 1. Нетрудно видеть, что набор нормалей {Cj : j = 1, k} к граням многогранника G(α)

можно считать инвариантными относительно значений α > 0. Как следует из (4), (6) и (10), в этот

набор входят {Aj : j = 1, l} и {Bi : i = 1,m}, но при этом, как показывают простые примеры, могут

содержаться и другие элементы. Вопрос практического получения набора {Cj : j = 1, k} обсудим

в § 4.

Лемма 2. Для точек x /∈ D справедлива формула

ρD(x) = max
j=1,k

{〈Cj , x〉 − cj}, (12)

где cj = max
y∈D

〈Cj , y〉.

Доказательство. Гиперплоскости

πj ≡ {y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 = cj}, j = 1, k

являются опорными для тела D, причём

D ⊂ π+
j ≡ {y ∈ R

p : 〈Cj , y〉 6 cj}, j = 1, k.

Поэтому имеют место неравенства

ρD(x) > ρπ+

j
(x), j = 1, k. (13)

Поскольку n∗(Cj) = 1, то, учитывая формулу (8) расстояния от точки до гиперплоскости, получаем:

ρπ+

j
(x) = max{0, 〈Cj , x〉 − cj}. (14)

Из (13) и (14) следует

ρD(x) > max
j=1,k

{〈Cj , x〉 − cj}. (15)

Точка x /∈ D является граничной для множества G(α) при α = ρD(x), а значит, ввиду представ-

ления G(α) в виде (11),

J(x) ≡ {j ∈ [1 : k] : 〈Cj , x〉 = dj(α)} 6= Ø.

Покажем, что для произвольного индекса j0 ∈ J(x) выполняется

ρD(x) = ρπ+

j0

(x). (16)

Предположим противное, т. е. учитывая (13),

ρD(x) > ρ+
πj0

(x). (17)
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Пусть точка y0 принадлежит проекции точки x на гиперплоскость πj0 :

〈Cj0 , y0〉 = cj0 , n(x − y0) = ρπj0
(x). (18)

Гиперплоскость πj0 является опорной к D, а гиперплоскость {y ∈ R
p : 〈Cj0 , 〉 = dj0(α)}, содержащая

точку x, является опорной к G(α). Поэтому из (10), (11) следует D ⊂ intG(α), а следовательно,

〈Cj0 , x〉 > 〈Cj0 , y0〉, (19)

ρπ+

j0

(x) = ρπj0
(x) = 〈Cj0 , x〉 − cj0 . (20)

Пусть точка z ∈ πj0

⋂
D. Рассмотрим точку

z∗ = z +
ρD(x)

n(x − y0)
(x − y0) ∈ D + Bn(0p, α). (21)

Поскольку точки z и y0 содержатся в πj0 , то 〈Cj0 , z〉 = 〈Cj0 , y0〉. Учитывая также 〈Cj0 , x〉 = dj0(α),

из (17)–(21) получаем:

〈Cj0 , z∗〉 = 〈Cj0 , z〉 +
ρD(x)

n(x − y0)
〈Cj0 , x − y0〉 = (

ρD(x)

n(x − y0)
− 1)〈Cj0 , x − y0〉 + dj0(α) > dj0(α).

Это противоречит тому, что z∗ ∈ D +Bn(0p, α) ввиду (10), (11). Тем самым мы доказали справед-

ливость равенства (16). А тогда ввиду (20) имеем:

ρD(x) = 〈Cj0 , x〉 − cj0 . (22)

Из (15) и (22) получаем (12). Лемма доказана.

Теорема 1. Для любого x ∈ R
p справедлива формула

P (x) = max
j=1,k

{〈Cj , x〉 − cj}, (23)

где {Cj j = 1, k} — нормали к граням многогранника G(α) в представлении (11), причём n∗(Cj) = 1,

а cj = max
y∈D

〈Cj , y〉.

Доказательство. Гиперплоскости πj = {y ∈ R
p : 〈Cj , y〉 = cj}, j = 1, k, являются опорными к D.

Поэтому расстояние от точки x ∈ D до любой из них не меньше чем до множества Ω = Rp \ D. Таким

образом, имеем:

ρΩ(x) 6 min
j=1,k

ρπj
(x) = min

j=1,k

{cj − 〈Cj , x〉}, x ∈ D. (24)

Как указывалось в замечании 1, набор {Aj : j = 1, l} входит в набор нормалей {Cj : j = 1, k}.

Поэтому и опорные гиперплоскости ωj = {y ∈ R
p : 〈Aj , y〉 = aj}, j = 1, l к многограннику D (см. (6))

входят в набор {πj : j = 1, k}. А тогда из (9) и (24) следует

ρΩ(x) = min
j=1,k

{cj − 〈Cj , x〉}, ∀ x ∈ D. (25)

Теперь из (12) и (25) для функции P (x) = ρD(x)−ρΩ(x) получаем формулу (23). Теорема доказана.

4. Рассмотрим вопрос практического отыскания набора нормалей {Cj : j = 1, k} через заданные

наборы нормалей {Aj : j = 1, l} в (6) и {Bj : j = 1,m} в (4).

Известна [7] формула субдифференциала функции ρD(x) для точки x /∈ D:

∂ρD(x) = ∂n(x − z)
⋂

−K+(z, D), (26)

где z — любая точка из Qρ(x, D) = {y ∈ D : n(x−y) = ρD(x)}. Исходя из задания тела D в виде (6),

нетрудно получить формулу [6, гл. 2, § 6]

−K+(z, D) = K(co{Aj : j ∈ I(z)}). (27)
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Здесь I(z) = {j ∈ [1 : l] : 〈Aj , z〉 = aj}. Известна также формула субдифференциала нормы [5]:

∂n(x) =

{
{v ∈ R

p : n∗(v) 6 1}, если x = 0p,

{v ∈ R
p : n∗(v) = 1, 〈v, x〉 = n(x)}, если x 6= 0p.

(28)

Из формы (4) представления нормы n(·) вытекает, что многогранник M = co {±Bi : i = 1,m} яв-

ляется единичным шаром полярной нормы, т. е. M = {v ∈ R
p : n∗(v) 6 1}. Поэтому в силу (28)

возможными значениями для ∂n(x) при x 6= 0p являются вершины и грани многогранника M размер-

ности от 1 до p. Таким образом, пересечение многогранника ∂n(x − z) с многогранным конусом (27)

также является многогранником.

С другой стороны, с соответствии с субдифференциальным исчислением (см. например, [6, гл. 1,

§ 5]) из (12) следует

∂ρD(x) = co {Cj : j ∈ Jρ(x)}, x /∈ D, (29)

где Jρ(x) = {j ∈ [1 : k] : ρD(x) = 〈Cj , x〉 − cj}. Это означает, что вектора {Cj : j = 1, k} является

вершинами для многогранников ∂ρD(x) в различных точках x /∈ D. Таким образом, сравнение (26)

и (29) говорит о том, что для отыскания набора нормалей {Cj : j = 1, k} достаточно найти вер-

шины многогранников вида ∂n(x − z)
⋂

K(co {Aj : j ∈ I(z)}), которых в силу конечности наборов

{Aj : j = 1, l} и {Bj : j = 1,m} также конечное число.

5. Формулы (3), (5) и (23) позволяют записать задачу (1) в виде

φ(x, r) = max
j=1,k

i=1,m

{〈Bi, x〉 − bi1 − r, bi2 − 〈Bi, x〉 − r, 〈Cj , x〉 − cj + r} → min
x∈Rp

, (30)

где bi1 = min
y∈D

〈Bi, y〉, bi2 = max
y∈D

〈Bi, y〉, cj = max
y∈D

〈Cj , y〉.

Известным приёмом (см., например, [11]) это задача сводится к задаче линейного программирова-

ния.

Теорема 2. Задача (30) эквивалентна задаче






z → min

〈Bi, x〉 − bi1 − r 6 z, i = 1,m,

bi2 − 〈Bi, x〉 − r 6 z, i = 1,m,

〈Cj , x〉 − cj + r 6 z, j = 1, k.

(31)

При этом, если x∗ — одно из решений задачи (30), то x̂∗ = (x∗, z∗) ∈ R
p+1, где z∗ = φ(x∗, r), одно

из решений (31). И наоборот, если x̂∗ = (x∗, z∗) — одно из решений задачи (31), то x∗ — одно из

решений задачи (30), а z∗ = φ(x∗, r) — оптимальное значение целевой функции φ(x, r).

В итоге мы можем предложить следующий подход к получению приближённого решения за-

дачи (1). Следует аппроксимировать выпуклое тело многогранником, представив его в виде (6), а

также аппроксимировать единичный шар нормы n(·), представив его в виде Bn(0p, 1) = {x ∈ R
p :

〈±Bi, x〉 6 1, i = 1,m}.

Отметим, наличие широкого спектра методов полиэдральной аппроксимации выпуклых тел (см.

например, обзор [12]). После этого остаётся решить задачу линейного программирования вида (31).

Конечно, при этом возникает вопрос об устойчивости решения задачи (1) и его чувствительности к

погрешности приближения тела D и единичного шара нормы многогранниками.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 13-01-00238, 13-01-00175).
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In this paper, we consider the problem of the best approximation of a compact body by a fixed radius ball with respect to an arbitrary

norm in the Hausdorff metric. This problem is reduced to a linear programming problem in the case, when compact body and ball of

the norm are polytops.
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