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ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена изучению аппроксимативных свойств синк-приближений, используемых в тео-

реме отсчетов Уиттекера –Котельникова –Шеннона [1–4]. В связи с необходимостью развития теории

кодирования сигналов Э. Борель и E. T. Уиттекер ввели понятие кардинальной функции, сужение с

оси на отрезок [0, π] которой выглядит так:

Ln(f, x) =

n
∑

k=0

sin (nx − kπ)

nx − kπ
f

(

kπ

n

)

=

n
∑

k=0

(−1)k sin nx

nx − kπ
f

(

kπ

n

)

. (1)

К настоящему времени достаточно полно исследованы свойства синк-аппроксимаций аналити-

ческой на действительной оси функции, экспоненциально убывающей на бесконечности. Наиболее

полный обзор результатов, полученных в этом направлении до 1993 года, а также большое количе-

ство важных приложений синк-аппроксимаций можно найти в [3]. Интересный исторический обзор

исследований в этой области содержится также в [5].

Синк-приближения нашли широкое применение при построении различных численных методов

математической физики и приближения функций как одной, так и нескольких переменных [6–8] в

теории квадратурных формул [3] и теории вейвлет-преобразований или всплесков [1, 2, 4]. В [9, 10]

изучаются модификации синк-приближений, с помощью которых можно приближать произвольные

равномерно непрерывные функции, ограниченные на оси.

Результаты работ [11, 12] позволяют сделать заключение о том, что при использовании классиче-

ских синк-аппроксимаций (1) вблизи концов отрезка [0, π] возникает явление Гиббса (Уилбрейама –

Гиббса).
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Авторы гл. 13 интересной книги [13], описывающей новые перспективные направления развития

теории приближения функций с использованием интерполяционных данных, получают оценки функ-

ций и констант Лебега усеченных кардинальных функций Уиттекера, аналогичные установленным

в [15].

До появления работ [12–18], насколько нам известно, приближение такими операторами на отрезке

или ограниченном интервале осуществлялось только для некоторых классов аналитических функций

[3,19] сведением к случаю оси с помощью конформного отображения. В [18] получена оценка сверху

наилучшего приближения непрерывных, исчезающих на концах отрезка [0, π], функций линейными

комбинациями синков.

Из результатов исследований в [20] видно, что при попытке приближения негладких непрерывных

функций значениями операторов (1) возможно появление «резонанса», приводящего к неограничен-

ному росту погрешности аппроксимации на всем интервале (0, π). В этой же работе [20] установлено

отсутствие равносходимости значений операторов (1) и рядов или интегралов Фурье на классе непре-

рывных функций.

В [21, 22] и [23] предложены различные модификации синк-приближений (1), позволяющие ап-

проксимировать произвольные непрерывные функции на отрезке [0, π]. Исследование полноты системы

синков (1) в [22] в пространствах C[0, π] и C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}, позволяет

сделать вывод о тщетности попыток построить оператор в виде линейных комбинаций синков, допус-

кающий возможность равномерной аппроксимации произвольной непрерывной функции на отрезке.

В работах [22,23], кроме того, установлены новые необходимые и достаточные условия равномерной

сходимости синк-приближений (1) и некоторых их модификаций на всем отрезке [0, π].

Работа [24] посвящена исследованию аппроксимативных свойств операторов интерполирования,

построенных по решениям задач Коши с дифференциальными выражениями второго порядка. Опе-

раторы, предложенные в [24], являются обобщением классических синк-приближений (1). В [25]

приводится ряд приложений результатов работы [24] к исследованию аппроксимативных свойств

классических алгебраических интерполяционных многочленов Лагранжа с матрицей узлов интер-

полирования, каждая строка которой состоит из нулей многочленов Якоби Pαn,βn

n с параметрами,

зависящими от n.

Начиная с известной работы Крамера [26] изучаются также аналоги теорем отсчетов для опера-

торов интерполяции Лагранжа по узлам из спектра задачи Штурма–Лиувилля, например, [27].

В тесной связи с синк-приближениями находятся интерполяционные процессы Лагранжа, постро-

енные по собственным функциям задачи Штурма–Лиувилля. Г. И. Натансон в [28] получил признак

Дини–Липшица равномерной сходимости внутри интервала (0, π), т. е. равномерной на любом ком-

пакте, содержащемся в (0, π), процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля.

Исследования, проведенные в [29–31], показывают, что при сколь угодно малом изменении пара-

метров задачи Штурма–Лиувилля (потенциала q, или констант h, H) аппроксимативные свойства

процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля могут сильно измениться. В работе [32] устанавливает-

ся существование непрерывной на [0, π] функции, интерполяционный процесс Лагранжа-Штурма–

Лиувилля которой неограниченно расходится почти всюду на [0, π].

Конечно, в [16] и [24] в терминах необходимых и достаточных условий полностью описан класс

непрерывных функций, допускающих равномерное на отрезке [0, π] приближение с помощью операто-

ров синк-аппроксимаций (1). Но исследование вложений популярных классических функциональных

классов таких как множество непрерывных функций ограниченной вариации, осталось за рамками

этих публикаций. Поэтому, на наш взгляд, представляет интерес получение достаточных условий

сходимости значений операторов (1) для функций из популярных функциональных классов без пред-

варительной проверки каких-либо условий.

В настоящей работе, используя результаты и приемы доказательств, разработанные в [33–41],

установлены необходимые и достаточные условия равномерной синк-аппроксимации на отрезке функ-

ций ограниченной вариации и абсолютно непрерывных функций.

1. О ГЛАВНОЙ ЧАСТИ ПОГРЕШНОСТИ АППРОКСИМАЦИИ СИНК-ПРИБЛИЖЕНИЙ

Приведем ряд вспомогательных результатов, которыми будем пользоваться в дальнейшем. Обо-

значим xk,n = kπ/n, k ∈ Z, n ∈ N.
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Утверждение 1. (см. [16, теорема 6]). Если функция f непрерывна на отрезке [0, π], то для

всех x ∈ [0, π] имеет место следующее соотношение:

lim
n→∞

(

f(x) − Ln(f, x) −
1

2

n−1
∑

k=0

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(x)

)

= 0, (2)

где

lk,n(x) =
(−1)k sinnx

nx − kπ
.

Сходимость в (2) — поточечная на отрезке [0, π] и равномерная внутри интервала (0, π), т. е.

равномерная на каждом компакте, содержащемся в этом интервале.

Доказательство этого утверждения следует также из [15, теорема 2] или [17, теорема 6].

Обозначим подпространство пространства непрерывных на [0, π] функций, исчезающих на концах

отрезка, через C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}.

Для функций из пространства C0[0, π] результат предложения 1 может быть усилен.

Теорема 1. Если функция f непрерывна на отрезке [0, π], то поточечно на отрезке [0, π]

и равномерно внутри интервала (0, π), т. е. равномерно на каждом компакте, содержащемся

в этом интервале, имеет место соотношение (2). Сходимость в (2) является равномерной на

отрезке [0, π] тогда и только тогда, когда f ∈ C0[0, π].

Доказательство. Сделаем замену независимой переменной t = (x+π)/2, x = 2t−π, и рассмотрим

новую функцию:

f̂(t) =

{

f(2t − π) при t ∈ [π/2, π],

0 при t ∈ [0, π/2).

Из непрерывности функции f и того, что f(0) = f(π) = 0, следует принадлежность f̂ пространству

C0[0, π].

Заметив, что при x ∈ [0, π] и t ∈ [π/2, π]

Ln(f, x) =

n
∑

k=0

f(xk,n)
(−1)k sin nx

n(x − xk,n)
=

n
∑

k=o

f̂

(

xk,n + π

2

)

(−1)k sinn(2t − π)

n(2t − π − kπ
n )

=

=

n
∑

k=0

f̂

(

(k + n)π

2n

)

(−1)k+n sin 2nt

n(2t − (n+k)π
n )

=

=
2n
∑

m=n

f̂
(mπ

2n

) (−1)m sin 2nt

2n(t − mπ
2n )

=
2n
∑

m=0

f̂(tm,2n)
(−1)m sin 2nt

2n(t − tm,2n)
= L2n(f̂ , t),

воспользуемся утверждением предложения 1:

lim
n→∞

max
x∈[0, π

2
]

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) − Ln(f, x) −
1

2

n−1
∑

k=0

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(x)

∣

∣

∣

∣

∣

=

= lim
n→∞

max
t∈[π/2,3π/4]

∣

∣

∣

∣

∣

f̂(t) − L2n(f̂ , t) −
1

2

2n−1
∑

m=n

(

f̂(tm+1,2n) − f̂(tm,2n)
)

lm,2n(t)

∣

∣

∣

∣

∣

=

= lim
n→∞

max
t∈[ π

2
, 3π

4
]

∣

∣

∣

∣

∣

f̂(t) − L2n(f̂ , t) −
1

2

2n−1
∑

m=0

(

f̂(tm+1,2n) − f̂(tm,2n)
)

lm,2n(t)

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Аналогично или с помощью замены z = π − x устанавливается справедливость соотношения

lim
n→∞

max
x∈[ π

2
,π]

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) − Ln(f, x) −
1

2

n−1
∑

k=0

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(x)

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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Таким образом, равномерность сходимости по x ∈ [0, π] для функций из пространства C0[0, π] в (2)

установлена.

Пусть теперь функция f ∈ C[0, π] \ C0[0, π]. Покажем, что в этом случае сходимость в (2) не

является равномерной на [0, π]. Положим ξn = π/(2n), тогда для любой f ∈ C[0, π] установим спра-

ведливость соотношений

lim
n→∞

{

f(ξn) − Ln(f, ξn) −
1

2

n−1
∑

k=0

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(ξn)

}

= f(0)

{

1

2
−

2

π

}

, (3)

lim
n→∞

{

f(π − ξn) − Ln(f, π − ξn) −
1

2

n−1
∑

k=0

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(π − ξn)

}

= f(π)

{

1

2
−

2

π

}

. (4)

Если f ∈ C[0, π] \ C0[0, π], то выполнено хотя бы одно из условий f(0) 6= 0 или f(π) 6= 0. Для

определенности будем считать, что f(0) 6= 0.

Обозначим α(x) = f(π)−f(0)
π x + f(0). Рассмотрим тождество

f(x) − Ln(f, x) −
1

2

n−1
∑

k=0

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(x) =

(

f(x) − α(x) − Ln(f − α, x)−

−
1

2

n−1
∑

k=0

(f(xk+1,n) − α(xk+1,n) − f(xk,n) + α(xk,n)) lk,n(x)

)

+

+

(

α(x) − Ln(α, x) −
1

2

n−1
∑

k=0

(α(xk+1,n) − α(xk,n)) lk,n(x)

)

. (5)

Функция f − α ∈ C0[0, π]. Так как равномерность сходимости по x ∈ [0, π] для функций из про-

странства C0[0, π] в (2) уже установлена, первое слагаемое в (5) равномерно сходится к нулю. Выберем

последовательность ξn = π/(2n). Второе слагаемое в (5) при x = ξn в силу линейности оператора Ln,

вычислим отдельно для функций α̂(x) = f(π)−f(0)
π x и α̃(x) ≡ f(0). В случае α̂(ξn) = f(π)−f(0)

π ξn

имеем:
∣

∣

∣

∣

∣

f(π) − f(0)

π
ξn − Ln

(

f(π) − f(0)

π
·, ξn

)

−
1

2

n−1
∑

k=0

(

f(π) − f(0)

π
(xk+1,n − xk,n)

)

lk,n(ξn)

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

f(π) − f(0)

π
ξn −

1

2
(f(π) − f(0)) ln,n(ξn) −

1

2

n
∑

k=1

(lk,n(ξn) + lk−1,n(ξn))
f(π) − f(0)

π
xk,n

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

f(π) − f(0)

2n

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

f(π) − f(0)

(π − 2nπ)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2 (f(π) − f(0))

πn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

(−1)kk

(1 − 2k)(3 − 2k)

∣

∣

∣

∣

∣

.

Последняя сумма является частичной суммой сходящегося ряда, поэтому

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

f(π) − f(0)

π
ξn − Ln

(

f(π) − f(0)

π
·, ξn

)

−
1

2

n−1
∑

k=0

(

f(π) − f(0)

π
(xk+1,n − xk,n)

)

lk,n(ξn)

∣

∣

∣

∣

= 0. (6)

Следовательно, осталось подсчитать второе слагаемое в (5) при x = ξn для функции α̃ ≡ f(0).

Заметим, что
∞
∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=

π

4
.

Поэтому имеем равенство

lim
n→∞

{

α̃(ξn) − Ln(α̃, ξn) −
1

2

n−1
∑

k=0

(α̃(xk+1,n) − α̃(xk,n)) lk,n(ξn)

}

=

= lim
n→∞

{

f(0) − f(0)

n
∑

k=0

lk,n(ξn)

}

= lim
n→∞

{

f(0)

(

1 −
2

π
−

2

π

n−1
∑

k=0

(−1)k

2k + 1

)

}

= f(0)

{

1

2
−

2

π

}

.
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Отсюда с учетом (5) и (6) следует (3). Равенство (4) устанавливается аналогично или с помощью

замены t = π − x.

Невозможность равномерной сходимости в соотношении (2) для функций из множества

C[0, π] \ C0[0, π] следует из предложения 1 и (3), (4). Теорема 1 доказана. ¤

2. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОГРАНИЧЕННОЙ ВАРИАЦИИ ЗНАЧЕНИЯМИ
ОПЕРАТОРОВ СИНК-АППРОКСИМАЦИЙ

Если не оговорено иное, считаем, что на протяжении этой работы 0 6 a < b 6 π и 0 < ε < (b−a)/2.

Индексы p1, p2, m1 и m2 определяются неравенствами

xp1,n 6 a + ε < xp1+1,n, xp2,n 6 b − ε < xp2+1,n,

xk1−1,n < a 6 xk1,n, xk2,n 6 b < xk2+1,n,

m1 =

[

k1

2

]

+ 1, m2 =

[

k2

2

]

.

Здесь [z] обозначает целую часть числа z.

Теорема 2. Пусть Vf [a, b]— полная вариация непрерывной на [a, b] функции f . Если Vf [a, b] < ∞,

то имеет место равномерная сходимость

lim
n→∞

‖f − Ln(f, ·)‖C[a+ε,b−ε] = 0. (7)

Доказательство. После продолжения

f(x) =











f(a) при x < a,

f(x) при x ∈ [a, b],

f(b) при x > b,

(8)

функция f ∈ C[a, b] стала непрерывной на всем множестве действительных чисел с тем же модулем

непрерывности. Обозначим

ψk,n = f(xk+1,n) − f(xk,n) k ∈ Z;n ∈ N. (9)

Зафиксируем произвольное x ∈ [a + ε, b − ε]. Выберем индекс p = p(x, n) из соображений, что

x ∈ [xp,n, xp+1,n). Тогда x = xp,n + α(xp+1,n − xp,n) = xp,n + απ
n , где α = α(x, n) ∈ [0, 1)

x − xk,n =
p − k + α

n
π.

Пользуясь (9), оценим разность сразу для всех x ∈ [a + ε, b − ε]

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k:|p−k|>3

(−1)kψk,n

p − k + α
−

∑

k:|p−k|>3

(−1)kψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 ω
(

f,
π

n

)

∑

k:|p−k|>3

α

|p − k|(|p − k| − 1)
6 ω

(

f,
π

n

)

. (10)

Учитывая (8) и (9), разобьем сумму в (2) следующим образом:

1

2

k2
∑

k=k1

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(x) =
1

2

∑

k:k16k6k2;
|p−k|>3;

ψk,nlk,n(x) +
1

2

∑

k:k16k6k2;
|p−k|<3

ψk,nlk,n(x).

Теперь с помощью неравенства треугольника из (9), (10) равномерно для всех x ∈ [a+ε, b−ε] получаем

оценку

∣

∣

∣

∣

∣

1

2

k2
∑

k=k1

(f(xk+1,n) − f(xk,n)) lk,n(x) −
sin nx

2π

k2
∑

k=k1

′ (−1)kψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

6
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6
1

2π

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k:|p−k|>3

(−1)kψk,n

p − k + α
−

∑

k:|p−k|>3

(−1)kψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2π

∑

k:|p−k|<3

|ψk,nlk,n(x)| +
1

2π

∑

k:|p−k|<3

′ |ψk,n|

|p − k|
6

5

π
ω

(

f,
π

n

)

. (11)

Штрих у суммы в этой работе означает отсутствие слагаемого со знаменателем, равным нулю.

Отсюда и из (2) следует соотношение

lim
n→∞

(

f(x) − Ln(f, x) −
sin nx

2π

k2
∑

k=k1

′ (−1)kψk,n

p − k

)

= 0. (12)

Обратите внимание на то, что это соотношение выполняется равномерно на отрезке [a + ε, b − ε].

Равномерно на всем отрезке [0, π] в силу теоремы 1 оно имеет место тогда и только тогда, когда

f ∈ C0[0, π]. Оценим последнее слагаемое в (12) с помощью соотношения

|ψk,n| = |f(xk+1,n) − f(xk,n)| 6 ω
(

f,
π

n

)

для всех k ∈ Z;n ∈ N, (13)

и неравенства треугольника

∣

∣

∣

∣

∣

sinnx

2π

k2
∑

k=k1

′ (−1)kψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

6 2

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

m2
∑

m=m1

′ ψ2m,n

p − 2m

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

k2
∑

k=k1

′ ψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

+ O

(

ω

(

f,
1

n

))

. (14)

В силу непрерывности функции f существует последовательность натуральных чисел {ln}
∞
n=1

такая, что

ln = o(n), lim
n→∞

ln = ∞, lim
n→∞

ω

(

f,
1

n

) ln
∑

k=1

1

k
= 0. (15)

Оценим вторую сумму в (14)

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

k2
∑

k=k1

′ ψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

∑

k:|p−k|6ln

′ ψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

∑

k:|p−k|>ln

′ ψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (16)

Тогда, учитывая неравенство (13), получим оценку

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2π

∑

k:|p−k|6ln

′ ψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

2π

∑

k:|p−k|6ln

′
∣

∣

∣

∣

ψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

6
1

π
ω

(

f,
π

n

)

ln
∑

k=1

1

k
. (17)

Для исследования суммы (16) в случае k ∈ Z : |p − k| > ln применим преобразование Абеля. Теперь

из (17) и (15) получаем равномерную на [a + ε, b − ε] оценку

∣

∣

∣

∣

∣

sin nx

2π

k2
∑

k=k1

′ (−1)kψk,n

p − k

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

π
ω

(

f,
π

n

)

ln
∑

k=1

1

k
+

1

π(ln + 1)

∑

k:|p−k|>ln

|ψk,n| 6

6
1

π
ω

(

f,
π

n

)

ln
∑

k=1

1

k
+

Vf [a, b]

π(ln + 1)
= o(1). (18)

Отсюда из (12) и неравенства треугольника получаем истинность утверждения (7). Теорема 2

доказана. ¤

Замечание 1. Из результатов исследований в [12] следует, существование константы c1 и функ-

ции f ограниченной вариации на отрезке [0, π] таких, что будут выполняться соотношения

|f(ǫn) − Ln(f, ǫn)| > c1f(0), |f(π − ǫn) − Ln(f, π − ǫn)| > c1f(π)

при ǫn = π/(2n).
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Теорема 3. Пусть Vf [0, π]— полная вариация непрерывной на [0, π] функции f . Если

Vf [0, π] < ∞, то имеет место равномерная сходимость на всем отрезке [0, π] (a = 0, b = π)

lim
n→∞

‖f − Ln(f, ·)‖C[0,π] = 0 (19)

тогда и только тогда, когда f ∈ C0[0, π].

Доказательство. Равномерная аппроксимация (19) непрерывной функции ограниченной вариации,

исчезающей на концах отрезка [0, π] (a = 0, b = π), с помощью операторов (1), следует из теоремы 1

после соответствующего продолжения функции (8), так как в этом случае все оценки (9), (14), (16)–

(18) будут равномерными на всем отрезке [0, π]. Отсюда же и из (3), (4) вытекает невозможность

равномерного приближения функций ограниченной вариации из множества f ∈ C[0, π] \ C0[0, π].

Теорема 3 доказана. ¤

Следствие 1. Из теоремы 2, в частности, следует равномерное внутри интервала (a, b) при-

ближение значениями оператора синк-аппроксимаций (7) непрерывных на отрезке [0, π] и абсо-

лютно непрерывных на [a, b] функций.

Следствие 2. Из теоремы 3 следует, что абсолютная непрерывность функции f на отрезке

[0, π] гарантирует равномерную сходимость (19) на всем отрезке [0, π] (a = 0, b = π) тогда и

только тогда, когда f ∈ C0[0, π].
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Necessary and Sufficient Conditions for the Uniform on a Segment Sinc-approximations
Functions of Bounded Variation

A. Yu. Trynin

Alexandr Yu. Trynin, Saratov State University, 83, Astrakhanskaya st., 410012, Saratov, Russia, tayu@rambler.ru

The necessary and sufficient conditions for the uniform convergence of sinc-approximations of functions of bounded variation is

obtained. Separately we consider the conditions for the uniform convergence in the interval (0, π) and on the interval [0, π]. The

impossibility of uniform approximation of arbitrary continuous function of bounded variation on the interval [0, π] is settled. We

identify the main error of the sinc-approximations when approaching non-smooth functions in spaces of continuous functions and

continuous functions vanishing at the ends of the interval [0, π], equipped with the norm of Chebyshev.

Key words: uniform convergence, sinc-approximations, bounded variation, sinc-approximation.
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ОБ ОПЕРАТОРАХ С РАЗРЫВНОЙ ОБЛАСТЬЮ ЗНАЧЕНИЙ
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математической физики, Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени Н. Г. Черны-
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На базе известных операторов из теории приближения функций построены интегральные операторы с разрывной областью

значений, позволяющие получать равномерные приближения к непрерывным функциям на всем отрезке их задания.

Ключевые слова: оператор, непрерывная функция, отрезок, равномерные приближения.
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1. В теории приближения функций при решении целого ряда задач используются интегральные

операторы с дельтаобразными ядрами [1]. Это интегралы вида

Kαf =

∫ b

a

Kα(x, t)f(t) dt, (1)

удовлетворяющие условиям:

1) Kα(x, t) > 0 и интегрируема по t;

2) lim
α→α0

∫

|x−t|>η

Kα(x, t)dt = 0 равномерно для всех значений x, каково бы ни было мало число

η > 0;

3) lim
α→α0

∫

|x−t|6η

Kα(x, t)dt = 1 равномерно для всех x из промежутка [a′, b′], где a < a′ < b′ < b.

Теорема 1 (см. [1]). Для любой f(x) ∈ C[a, b] имеет место сходимость:

lim
α→α0

b
∫

a

Kα(x, t)f(t)dt = f(x)

равномерно по x из любого внутреннего отрезка [a′, b′] ⊂ [a, b].

Доказательство. В силу свойства 3) операторов Kα справедливо представление:

Kα1 = 1 + o(1),

где o(1) → 0 при α → α0 равномерно по x ∈ [a′, b′], a < a′ < b′ < b. Значит, для таких x

f(x) = f(x)Kα1 + f(x)o(1).

Отсюда следует представление

Kαf − f =

b
∫

a

Kα(x, t)(f(t) − f(x)) dt + f(x)o(1). (2)

c© Хромова Г. В., 2016


