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На базе известных операторов из теории приближения функций построены интегральные операторы с разрывной областью

значений, позволяющие получать равномерные приближения к непрерывным функциям на всем отрезке их задания.
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1. В теории приближения функций при решении целого ряда задач используются интегральные

операторы с дельтаобразными ядрами [1]. Это интегралы вида

Kαf =

∫ b

a

Kα(x, t)f(t) dt, (1)

удовлетворяющие условиям:

1) Kα(x, t) > 0 и интегрируема по t;

2) lim
α→α0

∫

|x−t|>η

Kα(x, t)dt = 0 равномерно для всех значений x, каково бы ни было мало число

η > 0;

3) lim
α→α0

∫

|x−t|6η

Kα(x, t)dt = 1 равномерно для всех x из промежутка [a′, b′], где a < a′ < b′ < b.

Теорема 1 (см. [1]). Для любой f(x) ∈ C[a, b] имеет место сходимость:

lim
α→α0

b
∫

a

Kα(x, t)f(t)dt = f(x)

равномерно по x из любого внутреннего отрезка [a′, b′] ⊂ [a, b].

Доказательство. В силу свойства 3) операторов Kα справедливо представление:

Kα1 = 1 + o(1),

где o(1) → 0 при α → α0 равномерно по x ∈ [a′, b′], a < a′ < b′ < b. Значит, для таких x

f(x) = f(x)Kα1 + f(x)o(1).

Отсюда следует представление

Kαf − f =

b
∫

a

Kα(x, t)(f(t) − f(x)) dt + f(x)o(1). (2)
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Далее, обозначим интеграл в правой части (2) через I и представим его в виде

I = I1 + I2,

где

I1 =

∫

|x−t|6η

Kα(x, t)(f(t) − f(x)) dt, I2 =

∫

|x−t|>η

Kα(x, t)(f(t) − f(x)) dt,

a′ < η 6 (b′ − a′)/2.

Тогда |I1| можно сделать как угодно малым за счет оценки

|f(t) − f(x)| 6 ω(η, f),

где ω(η, f) — модуль непрерывности f(x) на [a, b], а |I2| — за счет оценки

|f(t) − f(x)| 6 2‖f‖C[a,b]

и условия 2).

Отсюда и из представления (2) следует утверждение теоремы. ¤

Оператор Kα оказывает усредняющее действие на функцию f(x). При этом усреднение может

быть локальным, т.е. действующим на функцию в окрестности точки x ∈ [a, b] (пример — извест-

ный оператор Стеклова), либо глобальным, т.е. действующим на всем отрезке(пример — оператор

Ландау [1]).

Недостатком указанных выше операторов является затруднение при получении равномерных при-

ближений к непрерывным функциям на всем отрезке их задания.

С целью устранения этого недостатка делались попытки модификации операторов Kα (особенно

это относится к наиболее простому из них — оператору Стеклова [2,3]).

А. П. Хромовым был предложен метод построения из операторов (1) операторов с разрывной обла-

стью значений (разрывных операторов), с помощью которых получаются равномерные приближения

к непрерывным функциям на всем отрезке их задания. Такие операторы построены из операторов

Стеклова [4] и Ландау [5].

Разрывные операторы дают возможность строить из них конструкции, позволяющие получать

равномерные приближения к решению различных задач. А именно на базе разрывных операторов

были решены следующие задачи.

1. Задача восстановления непрерывной функции по ее среднеквадратичному приближению — ис-

пользуя разрывный оператор Стеклова [4]:

Sαf =















1
α

x+α
∫

x

f(t)dt ≡ Sα2f, x ∈ [0, 1/2],

1
α

x
∫

x−α

f(t)dt ≡ Sα1f, x ∈ [1/2, 1],

и разрывный оператор [5]:

Tnf =















(n + 1)
1
∫

x

(1 − (t − x))nf(t)dt, x ∈ [0, 1/2],

(n + 1)
x
∫

0

(1 − (x − t))nf(t)dt, x ∈ [1/2, 1].

2. Задача приближения производной m-го порядка и задача восстановления такой производной

по заданному среднеквадратичному приближению к самой функции — использовался разрывный

оператор [6]:

Tαmf =

{

DmSm+1
α2 f, x ∈ [0, 1/2],

DmSm+1
α1 f, x ∈ [1/2, 1]

(3)

(Dm — оператор дифференцирования порядка m).
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3. Обратная задача для уравнения теплопроводности — использовались операторы (3) при m = 1

и оператор, составленный из квадратов операторов, стоящих в правой части (3) при m = 1 [7].

4. Задача приближенного решения уравнения Абеля — использовались разрывные операторы:

Rαf =

{

Sα2A
−1f, x ∈ [0, 1/2],

Sα1A
−1f, x ∈ [1/2, 1],

Rαf =

{

S2
α2A

−1f, x ∈ [0, 1/2],

S2
α1A

−1f, x ∈ [1/2, 1],

где A−1 — оператор, обратный к оператору в уравнении Абеля [8,9].

2. Рассмотрим оператор [10, с. 298]

Ānf =
n

π

1
∫

0

f(t)dt

1 + n2(t − x)2
.

Это один из операторов вида (1) и для него справедлива теорема 1.

Построим разрывный оператор:

Anf =































2n

π

1
∫

x

f(t)dt

1 + n2(t − x)2
≡ An2f, x ∈ [0, ξ],

2n

π

x
∫

0

f(t)dt

1 + n2(t − x)2
≡ An1f, x ∈ [ξ, 1].

(4)

Лемма 1. При x ∈ [ξ, 1], 0 < ξ 6 1/2 для любой f(x) ∈ C[0, 1] имеет место сходимость:

‖An1f − f‖C[ξ,1] → 0 при n → ∞.

Доказательство. Имеем:

An11 = 1 + o(1), (5)

где o(1) → 0 при n → ∞ равномерно по x ∈ [ξ, 1].

Действительно, справедливо представление

An11 =
2

π

nx
∫

0

dt

1 + t2
. (6)

Далее, из равенства
nx
∫

0

=
∞
∫

0

−
∞
∫

nx

и оценки:

∣

∣

∣

∣

∞
∫

nx

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∫

nξ

∣

∣

∣

∣

∣

вытекает равенство (6).

Отсюда получаем:

An1f − f(x) =
2n

π

x
∫

0

f(t) − f(x)

1 + n2(t − x)
dt + o(1)f(x).

Теперь берем η из интервала (0, x), пользуемся представлением

x
∫

0

=

x−η
∫

0

+

x
∫

x−η

и повторяем рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 1. Учитываем, что равенство (5)

выполняется при x ∈ [ξ, 1], и получаем утверждение леммы. ¤

Аналогично доказывается

Лемма 2. При x ∈ [0, 1 − ξ], 0 < ξ 6 1/2 для любой f(x) ∈ C[0, 1] имеет место сходимость

‖An2f − f‖C[0,1−ξ] → 0 при n → ∞.
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Из (4) и лемм 1 и 2 при ξ = 1/2 следует

Теорема 2. Для любой f(x) ∈ C[0, 1] выполняется сходимость

‖Anf − f‖L∞[0,1] → 0 при n → ∞,

где ‖ · ‖L∞
= max{‖ · ‖C[0,1/2], ‖ · ‖C[1/2,1]}.

3. Рассмотрим оператор Вейерштрасса [10, с. 345]:

W̄nf =
n√
π

1
∫

0

e−n2(t−x)2f(t) dt.

Для него также справедлива теорема 1.

Построим разрывный оператор:

Wnf =















2n
π

1
∫

x

e−n2(t−x)2f(t)dt ≡ Wn1f, x ∈ [0, ξ],

2n
π

x
∫

0

e−n2(t−x)2f(t)dt ≡ Wn2f, x ∈ [ξ, 1].

Для этого оператора справедливы утверждения лемм 1 и 2 с заменой Anj на Wnj , j = 1, 2. В этом

легко убедиться, повторив доказательства лемм с учетом равенства

∞
∫

0

e−t2dt =

√
π

2
.

Отсюда следует справедливость теоремы 2 с заменой An на Wn .

Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки России (проект

№ 1.1520.2014К).
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On Operators with Discontinuous Range
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With the use of operators from approximation function theory we construct integral operators with discontinuous range of values,

which make it possible to obtain uniform approximations of continuous functions on the whole interval of their definition.
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УДК 591.65

О ПРЕДЕЛЬНОМ ЗНАЧЕНИИ ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА КОНСТАНТЫ ЛЕБЕГА,
СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОМУ ПОЛИНОМУ ЛАГРАНЖА

И. А. Шакиров
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Изучается поведение константы Лебега тригонометрического полинома Лагранжа, интерполирующего периодическую

функцию в нечетном числе узлов. Найдено предельное значение остаточного члена, входящего в известную асимптоти-

ческую формулу для этой константы. Специальное представление остаточного члена позволило установить его строгое

убывание. На этой основе для константы Лебега получена неулучшаемая равномерная двусторонняя оценка логарифми-

ческими функциями. Решены экстремальные задачи, связанные с наилучшим приближением константы Лебега: указаны

вполне определенные элементы наилучшего приближения и значение наилучшего приближения.

Ключевые слова: полином Лагранжа, квадратурная формула, константа Лебега, экстремальная задача, аппроксимация.
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