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λ ∈ σc(T ) ⇔ 0 ∈ (σc(Aλ) ∪ σc(Bλ))\((σr(Aλ) ∪ σr(Bλ)) ∪ (σp(Aλ) ∪ σp(Bλ))),

где Aλ = A|E2(λ)X, Bλ = B|E1(λ)X.

Доказательство. Известно [3], что в условиях теоремы матричный оператор T является ограни-

ченным спектральным оператором с разложением единицы Ẽ(·) =

(

E1(·) O

O E2(·)

)

и квазинильпо-

тентной частью Ñ =

(

O A

B O

)

.

Следовательно, если E1(λ) = E2(λ) = O, то Ẽ(λ) = Õ, и в силу приведенного утверждения

λ ∈ σc(T ), где Õ — нулевой матричный оператор, а в случае Ẽ(λ) 6= Õ, что получается хотя бы при

одном из условий E1(λ) 6= O, E2(λ) 6= O, верны:

λ ∈ σp(T ) ⇔ 0 ∈ σp(Ñλ), λ ∈ σr(T ) ⇔ 0 ∈ σr(Ñλ), λ ∈ σc(T ) ⇔ 0 ∈ σc(Ñλ),

где Ñλ = Ñ |Ẽ(λ)X2. В силу утверждения 2) теоремы 2 получим

0 ∈ σp(Ñλ) ⇔ 0 ∈ σp(Aλ) ∪ σp(Bλ), 0 ∈ σr(Ñλ) ⇔ 0 ∈ (σr(Aλ) ∪ σr(Bλ))\(σp(Aλ) ∪ σp(Bλ)),

0 ∈ σc(Ñλ) ⇔ 0 ∈ (σc(Aλ) ∪ σc(Bλ))\((σr(Aλ) ∪ σr(Bλ)) ∪ (σp(Aλ) ∪ σp(Bλ))).

Теорема доказана. ¤
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Integral Operator with Kernel Having Jumps on Broken Lines

O. A. Koroleva, A. P. Khromov

In this paper we study equiconvergence expansions in trigonometric
Fourier series, and in eigenfunctions and associated functions of
an integral operator whose kernel suffers jumps at the sides of the
square inscribed in the unit square.
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Рассмотрим интегральный оператор:

y = Af =

1
∫

0

A (x, t) f(t) dt. (1)

Обозначим: A1(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ 1/2− x, 0 ≤ x ≤ 1/2}, A2(x, t) = A(x, t), если {1/2 + x ≤

≤ t ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1/2}, A3(x, t) = A(x, t), если {0 ≤ t ≤ −1/2 + x, 1/2 ≤ x ≤ 1}, A4(x, t) = A(x, t),
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если {3/2 − x ≤ t ≤ 1, 1/2 ≤ x ≤ 1}, A5(x, t) = A(x, t), если {1/2 − x ≤ t ≤ 1/2 + x, 0 ≤ x ≤ 1/2} и

{−1/2 + x ≤ t ≤ 3/2 − x, 1/2 ≤ x ≤ 1}.

Предположим, что Ai(x, t), i = 1, . . . , 5, непрерывно-дифференцируемые в своих областях, при-

чем A5(x, 1/2 − x + 0) − A1(x, 1/2 − x − 0) = a, A5(x, 1/2 + x − 0) − A2(x, 1/2 + x + 0) = b,

A5(x,−1/2 + x + 0) − A3(x,−1/2 + x − 0) = c, A5(x, 3/2 − x − 0) − A4(x, 3/2 − x + 0) = d, где a,

b, c, d — постоянные.

Частный случай оператора (1) впервые рассматривался в [1].

1. Рассмотрим следующий оператор:

z = Bg =

1/2
∫

0

B(x, t)g(t) dt, 0 ≤ x ≤ 1/2, (2)

где z(x) = (z1(x), z2(x), z3(x), z4(x))T , g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x), g4(x))T ,

B(x, t) =











0 A(x, 1/2 − t) A(x, 1/2 + t) 0

A(1/2 − x, t) 0 0 A(1/2 − x, 1 − t)

A(1/2 + x, t) 0 0 A(1/2 + x, 1 − t)

0 A(1 − x, 1/2 − t) A(1 − x, 1/2 + t) 0











.

Теорема 1. Если y = Af , то z = Bg, где z1(x) = y(x), z2(x) = y(1/2 − x), z3(x) = y(1/2 + x),

z4(x) = y(1 − x), g1(x) = f(x), g2(x) = f(1/2 − x), g3(x) = f(1/2 + x), g4(x) = f(1 − x). Обратно:

если z = Bg и g1(x) = g2(1/2 − x), g3(x) = g4(1/2 − x), то z1(x) = z2(1/2 − x), z3(x) = z4(1/2 − x) и

y = Af , где f(x) = g1(x), при x ∈ [0, 1/2]; f(x) = g3(−1/2 + x), при x ∈ [1/2, 1] и y(x) = z1(x), при

x ∈ [0, 1/2]; y(x) = z3(−1/2 + x), при x ∈ [1/2, 1].

Доказательство. Пусть y = Af . Тогда имеем

y(x) =

1/2
∫

0

A(x, t)f(t) dt +

1
∫

1/2

A(x, t)f(t) dt. (3)

Пусть x ∈ [0, 1/2]. Представим (3) в виде

y(x) =

1/2
∫

0

A(x, 1/2 − t)f(1/2 − t) dt +

1/2
∫

0

A(x, 1/2 + t)f(1/2 + t) dt. (4)

Здесь разрывы ядер в обоих интегралах на линии x = t. Положим в (4) 1/2 − x вместо x, и в обоих

интегралах выполним такие замены t, чтобы опять разрывы ядер были на линии x = t, т. е. будем

иметь

y(1/2 − x) =

1/2
∫

0

A(1/2 − x, t)f(1/2 − t) dt +

1/2
∫

0

A(1/2 − x, 1 − t)f(1 − t) dt. (5)

Пусть теперь x ∈ [1/2, 1]. Тогда возьмем в (3) 1/2+x вместо x (т. е. опять получаем, что x ∈ [0, 1/2]),

и опять надлежащими заменами по t добьемся, что разрывы ядер в интегралах будут на линии x = t,

т. е. имеем

y (1/2 + x) =

1/2
∫

0

A(1/2 + x, t)f(t)dt +

1/2
∫

0

A(1/2 + x, 1 − t)f(1 − t) dt. (6)

Наконец, в (6) положим 1/2 − x вместо x, и, действуя далее как и в (3), придем к

y(1 − x) =

1/2
∫

0

A(1 − x, 1/2 − t)f(1/2 − t) dt +

1/2
∫

0

A(1 − x, 1/2 + t)f(1/2 + t) dt. (7)

В итоге, (4)–(7) представляет собой z = Bg. Обратное очевидно. ¤

Математика 7
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Замечание. Представление типа (2) не единственно. Наше же представление хорошо тем, что

компоненты матрицы B(x, t) терпят разрывы лишь на линии t = x.

2. Займемся обращением оператора B. Представим B в виде

z(x) = Bg(x) =

x
∫

0

B1(x, t)g(t) dt +

1/2
∫

x

B2(x, t)g(t) dt, (8)

где

B1(x, t) =











0 A5(x, 1/2 − t) A5(x, 1/2 + t) 0

A1(1/2 − x, t) 0 0 A2(1/2 − x, 1 − t)

A3(1/2 + x, t) 0 0 A4(1/2 + x, 1 − t)

0 A5(1 − x, 1/2 − t) A5(1 − x, 1/2 + t) 0











,

B2(x, t) =











0 A1(x, 1/2 − t) A2(x, 1/2 + t) 0

A5(1/2 − x, t) 0 0 A5(1/2 − x, 1 − t)

A5(1/2 + x, t) 0 0 A5(1/2 + x, 1 − t)

0 A3(1 − x, 1/2 − t) A4(1 − x, 1/2 + t) 0











.

Дифференцируем (8) по x. Получим

z′(x) =

x
∫

0

B1x(x, t)g(t)dt +

1/2
∫

x

B2x(x, t)g(t)dt + Qg(x) =

x
∫

0

Bx(x, t)g(t)dt + Qg(x), (9)

где Q =











0 a b 0

−a 0 0 −b

−c 0 0 −d

0 c d 0











.

Считаем, что Q обратима, т. е. требуем, чтобы bc − ad 6= 0. Тогда из (9) получим

Pz′(x) = g(x) + B̃g(x), (10)

где P = Q−1, B̃g(x) =
1/2
∫

0

B̃(x, t)g(t)dt, B̃(x, t) = PBx(x, t).

Представим оператор B̃ в пространстве L2
2[0, 1/2] в виде B̃ = W + V , где ||W || < 1, а V —

конечномерный, т.е. V g(x) =
m
∑

k=1

(g, ψk)ϕk(x), где {ψk}
m
k=1, {ϕk}

m
k=1 — линейно независимые системы

в пространстве вектор-функций размерности 4, причём ϕk(x) достаточно гладкие, например, вектор-

функции полной ортогональной системы, образованной из тригонометрической,

(g, ϕk) =
m

∑

j=1

1/2
∫

0

gj(t)ψ
j
k(t)dt,

где ψj
k(t) компоненты ψk(t). Из (10) получаем

(E + W )
−1

= Pz′(x) = g(x) + (E + W )
−1

V g(x). (11)

Лемма 1. Оператор B−1 существует тогда и только тогда, когда

rang M = m,

где M =







E + (ϕ̃, ψ)T

1/2
∫

0

B̃(0, t)ψ̃T (t) dt






, E — единичная матрица m×m, (ϕ̃, ψ) = (ϕ̃j , ψk)m

i,k=1,

ϕ̃k = (E + W )−1ϕk, ϕ̃T = (ϕ̃1, . . . , ϕ̃m).

Доказательство повторяет доказательство леммы 14 из [1].
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Лемма 2. Пусть B−1 существует и для определенности минор △ матрицы M , образованный

из первых m строк, отличен от нуля. Тогда

B−1z = (E + W )−1Pz′(x) −
1

∆

m
∑

j,k=1

((E + W )−1Pz′, ψj)∆jkϕ̃k(x), (12)

1/2
∫

0

B(0, z)B−1z(t)dt = z(0), (13)

где ∆jk — алгебраические дополнения элементов определителя ∆.

Доказательство. Пусть z = Bg. Тогда имеет место (10). Отсюда

(

(E + W )−1Pz′(x), ψj

)

= (g, ψj) +

m
∑

k=1

(g, ψk)(ϕ̃k, ψj), j = 1,m.

Так как определитель этой системы относительно (g, ψk) есть ∆, то, находя явно (g, ψk) и под-

ставляя в (11), получаем (12). Соотношение (13) очевидно. ¤

Теорема 2. Для оператора B−1 справедливо представление

B−1z(x) = Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z (1/2) + a3(x)z(x) +

1/2
∫

0

a(x, t)z(t) dt,

Sz(0) + Tz(1/2) +

1/2
∫

0

a(t)z(t) dt = 0.

где ai(x), i = 1, 3, a′
3(x), a(x) — непрерывные матрицы-функции, каждая компонента матрицы

a(x, t) имеет такой же характер гладкости, что и компоненты Bx(x, t), S = E+
1/2
∫

0

B(0, t)a1(t) dt,

T =
1/2
∫

0

B(0, t)a2(t) dt — постоянные матрицы 4 × 4.

Доказательство повторяет доказательство теоремы 10 в [1].

3. Получим интегродифференциальную систему для резольвенты Rλ = (E−λA)−1A оператора A.

Пусть z = (E − λB)−1Bg. Тогда z − λBz = Bg. Отсюда по теореме 2 получаем

Pz′(x) + a1(x)z(0) + a2(x)z(1/2) + a3(x)z(x) + Ñz − λz(x) = g(x), (14)

Sz(0) + Tz(1/2) +

1/2
∫

0

a(t)z(t) dt = 0, (15)

где Ñz =
1/2
∫

0

a(x, t)z(t) dt.

Теорема 3. Если Rλ существует, то Rλf = v(x), где

v(x) = z1(x) при x ∈ [0, 1/2] и v(x) = z3(x − 1/2) при x ∈ [1/2, 1], (16)

z1(x), z3(x) — первая и третья компоненты вектора z(x), удовлетворяющего системе (14), (15).

Обратно, если λ таково, что однородная краевая задача для (14), (15) имеет только нулевое

решение, то Rλ существует и определяется по формуле (16).

Доказательство повторяет доказательство леммы 1 из [2].

4. Приступим к исследованию системы (14), (15). Минимальный многочлен матрицы Q = P−1

совпадает с характеристическим многочленом и равен λ4 − λ2(d2 − 2bc + a2) + (bc − ad)2. Значит,

выполняется следующая лемма.

Математика 9
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Лемма 3. При условии d 6= a, (d + a)2 − 4bc 6= 0 матрица Q подобна диагональной D = diag (ω1,

ω2, ω3, ω4), причём ω3 = −ω2, ω4 = −ω1, ω1 6= ω2. Пусть матрица Γ такая, что Γ−1P−1Γ = D.

Выполнив в (14), (15) замену z = Γz̃, получим

z̃′(x) + P1(x)z̃(0) + P2(x)z̃ (1/2) + P3(x)z̃(x) + Nz̃(x) − λDz̃(x) = m(x), (17)

M0Γz̃(0) + M1Γz̃(1/2) + Γ

∫ 1/2

0

Ω(t)z̃(t) dt = 0, (18)

где Pi(x) = DΓ−1ai(x)Γ, N = DΓ−1ÑΓ, m(x) = DΓ−1g(x), Ω(t) = a(t)Γ, M0 = SΓ, M1 = TΓ.

При изучении системы (17), (18) затруднения вызывает матрица P3(x). Поэтому дадим её даль-

нейшее преобразование.

Лемма 4. Существует матрица-функция H(x, λ) = H0(x) + λ−1H1(x) с непрерывно-дифферен-

цируемыми компонентами матриц H0(x), H1(x), причем H0(x) невырождена при всех x и диаго-

нальная такая, что преобразование z̃ = H(x, λ)υ приводит систему (17), (18) к виду

v′(x) + P1(x, λ)v(0) + P2(x, λ)v (1/2) + P3(x, λ)v(x) + Nλv(x) − λDv(x) = m(x, λ), (19)

U(v) = M0λv(0) + M1λv (1/2) +

∫ 1/2

0

Ω(t, λ)v(t)dt = 0, (20)

где P1(x, λ) = H−1(x, λ)P1(x)H(0, λ), P2(x, λ) = H−1(x, λ)P2(x)H(1/2, λ), P3(x, λ) = λ−1H−1(x, λ)×

× [H ′
2(x) + P3(x)H2(x)], Nλ = H−1(x, λ)NH(x, λ), M0λ = M0H(0, λ), M1λ = M1H(1/2, λ), Ω(t, λ) =

= Ω(t)H(t, λ), m(x, λ) = H−1(x, λ)m(x).

Доказывается так же, как и лемма 16 в [1].

5. Рассмотрим систему

w′(x) = λDw(x) + m(x), (21)

U(w) = 0, (22)

где U берётся из (20), а m(x) — произвольная вектор-функция с компонентами из L[0, 1/2]. Будем

считать, что Re λω1 > Re λω2 > 0. Так же, как в [1] (лемма 1), получаем следующую лемму.

Лемма 5. Для решения w системы (21), (22) имеет место представление

w(x) = w(x, λ) = −Y (x, λ) △−1 (λ)

1/2
∫

0

Ux(g(x, t, λ))m(t)dt + gλm(x), (23)

где Y (x, λ) = diag (eλω1x, . . . , eλω4x), △(λ) = U(Y (x, λ)), Ux означает, что U применяется по x,

g(x, t, λ) = diag (g1(x, t, λ), . . . , g4(x, t, λ)),

gi(x, t, λ) =

{

−ε(t, x)eλωi(x−t), при Re λωi > 0,

ε(x, t)eλωi(x−t), при Re λωi 6 0,

ε(x, t) =

{

1, при t 6 x

0, при t > x,
, gλm(x) =

1/2
∫

0

g(x, t, λ)m(t)dt.

Лемма 6. Для матрицы △(λ) при больших λ имеет место следующее представление:

∆(λ) = ([aij ] + [bij ]e
µωj )

4
i,j=1, (24)

где µ = λ/2, aij , bij — компоненты матриц K0 и L0 соответственно, K0 = SΓH0(0),

L0 = TΓH0(1/2), [a] = a + o(1).

Доказательство. Пусть ∆(λ) = ∆0(λ) + ∆1(λ), где ∆0(λ) = M0λY (0, λ) + M1λY (1/2, λ), ∆1(λ) =

=
1/2
∫

0

Ω(t, λ)Y (t, λ) dt. Для ∆0(λ) имеет место формула

∆0(λ) = K0 + λ−1K1 + (L0 + λ−1L1)Y (1/2, λ) ,

10 Научный отдел
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где K1, L1 — постоянные матрицы. Элементы ∆1(λ) имеют оценку o(eRe µωi) для первого и второго

столбиков и o(1) — для третьего и четвёртого столбиков. Тогда утверждение леммы становится

очевидным. ¤

Лемма 7. Для det ∆(λ) имеет место асимптотическая формула:

det ∆(λ) = {ϕ(λ) + o(1)}eµ(ω1+ω2),

где ϕ(λ) = θ0 + θ1e
µ(−ω1) + θ2e

µ(−ω2) + θ3e
µ(ω3−ω1−ω2) + θ4e

µ(ω3−ω2) + θ5e
µ(ω4−ω2) + θ6e

µ(ω3−ω1) +

+ θ7e
µ(ω4−ω1) + θ8e

µ(ω3+ω4−ω1−ω2), θi — комплексные числа, причём
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Утверждение леммы следует из леммы 6.

Потребуем, чтобы θ0θ8 6= 0. Из (24) следует, что нули det ∆(λ), а именно они являются собствен-

ными значениями (21), (22) и при больших |λ| находятся в полосах, границы которых параллельны

некоторым лучам, исходящим из точки µ = 0, причём в каждой полосе в любом прямоугольнике еди-

ничной длины число нулей det ∆(λ) ограниченно числом, не зависящим от прямоугольника. Тогда

известно, что если удалить все собственные значения вместе с круговыми окрестностями одного и

того же достаточно малого радиуса δ, то в получившейся области Sδ справедлива оценка:

|∆(λ)| ≥ C|eµ(ω1+ω2)|, (25)

где C > 0 и зависит только от δ.

Лемма 8. Обозначим через R1λm решение w(x, λ) задачи (21), (22). В области Sδ при больших

|λ| имеют место оценки

‖R1λm‖∞ = O(‖m‖1),

‖R1λm‖1 = O(ψ(λ)‖m‖1),

‖R1λm‖∞ = O(ψ(λ)‖m‖∞),

‖R1λχ‖∞ = O( 1
λ ),

где ‖·‖∞, ‖·‖1 — нормы в пространстве вектор-функций с компонентами из L∞(0, 1/2), L(0, 1/2),

χ(x) — вектор-функция, у которой каждая компонента есть характеристическая функция

какого-нибудь отрезка, содержащегося в [0, 1/2], ψ(λ) =
4
∑

j=1

ℵ(|Re λωj |), ℵ(y) = (1 − e−y)/y при

y > 0.

Доказательство. В силу (24) алгебраические дополнения элементов матрицы ∆(λ) имеют оценки

∆j1 = O(eµω2), ∆j2 = O(eµω1), ∆j3 = O(eµ(ω1+ω2)), ∆j4 = O(eµ(ω1+ω2)). Они получаются после

разложения миноров по аддитивному свойству и вынесением самой большой степени экспоненты.

Поэтому в силу (25) для элементов матрицы Y (x, λ) · ∆−1(λ) справедливы оценки: O(eλωi(x−1/2)),

i = 1, 2 и O(eλωix), i = 3, 4. Так же, как в [2], получим, что
1/2
∫

0

gj(x, t, λ)mj(t) dt = O(‖mj‖1).

Следовательно, U(
1/2
∫

0

g(x, t, λ)m(t) dt) = O(‖m‖1), и первая оценка следует из (23).

Аналогично доказываются вторая и третья оценки. Четвертая оценка получается, если в качестве

m(x) взять χ(x). ¤

Лемма 9. Для f(x) ∈ L[0, 1] справедливо соотношение

lim
r→∞

∥

∥

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

H(x, λ)
[

v(x, λ) − R1λ

(

H−1
0 m(x)

)]

dλ

∥

∥

∥

∥

∥

∞

= 0,

где m(x) = DΓ−1g(x).

Это утверждение доказывается по теореме Банаха–Штейнгауза.
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6. Основная теорема. Рассмотрим краевую задачу

u′(x) = λDu(x) + m(x),

U0(u) = u(0) − u(1/2) = 0,

где m(x) — вектор-функция с компонентами из L[0, 1/2]. Ее решение обозначим через R2λm. Тогда

для R2λm имеет место формула (23), где ∆, U заменяются на ∆0, U0. Удалим из Sδ вместе с

круговыми окрестностями δ нули ∆0(λ). Получим новую область, которую опять обозначим за Sδ.

Тогда в Sδ выполняются леммы:

Лемма 10. Имеет место

lim
r→∞

∥

∥

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

H(x, λ)[R1λm(x) − R2λm(x)] dλ

∥

∥

∥

∥

∥

[ε,1/2−ε]

= 0,

где ‖·‖[ε,1/2−ε] — норма в C[ε, 1/2 − ε], ε ∈ (0, 1/4).

Это утверждение устанавливается так же, как и лемма 13 в [2].

Лемма 11. Если v(x, λ) — решение задачи (19), (20), то

lim
r→∞

∥

∥

∥

∥

∥

∫

|λ|=r

[

H(x, λ)v(x, λ) − H0(x)R2λ(H−1
0 m(x))

]

dλ

∥

∥

∥

∥

∥

[ε,1/2−ε]

= 0.

Доказательство. Имеем

H(x, λ)v(x, λ) − H0(x)R2λ

(

H−1
0 m(x)

)

= H(x, λ)
[

v(x, λ) − R1λ

(

H−1
0 m(x)

)]

+ H(x, λ)×

×
[

R1λ

(

H−1
0 m(x)

)

− R2λ

(

H−1
0 m(x)

)]

+ [H(x, λ) − H0(x)] R2λH−1
0 m.

Тогда по леммам 9, 10 получаем требуемое. ¤

Теперь можно сформулировать теорему равносходимости.

Теорема 4. Пусть существует A−1, ядро A(x, t) удовлетворяет условиям из леммы 3. Тогда

в Sδ для любой f(x) ∈ L[0, 1]

lim
r→∞

‖Sr(f, x) −

4
∑

j=1

γ1jσr|ωj |(ϕj , x)‖[ε,1/2−ε] = 0,

lim
r→∞

‖Sr(f, x) −

4
∑

j=1

γ3jσr|ωj | (ϕj , x − 1/2) ‖[1/2+ε,1−ε] = 0,

где Sr(f, x) — частичная сумма ряда Фурье, по с. п. ф. оператора A для тех характеристических

чисел λk, для которых |λk| < r, σr(f, x) — частичная сумма тригонометрического ряда Фурье на

[0, 1/2] по системе
{

e4kπix
}

для тех k, для которых |4kπ| < r, γij (δij) — компоненты матрицы

Γ (Γ−1), ϕj(x) = δj1f(x) + δj2f(1/2 − x) + δj3f(1/2 + x) + δj4f(1 − x).

Доказательство. Имеем

Sr(f, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

Rλ(A)f dx, σr(f, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

R0λf dx,

где R0λf — решение краевой задачи y′ − λy = f , y(0) = y (1/2).

Пусть x ∈ [ε, 1/2 − ε]. Тогда в силу лемм 10–13 имеем

Sr(f, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

z1(x)dλ = −
1

2πi

∫

|λ|=r

(Γz̃(x))1 dλ,

где (·)1 — первая компонента вектора, помещенного в скобки. Тогда

Sr(f, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

(ΓH(x, λ)v(x, λ))1 dλ = −
1

2πi

∫

|λ|=r

(

ΓH0(x)R2λ(H−1
0 (x)m(x))

)

1
dλ + o(1),
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где o(1) → 0, r → ∞ равномерно по x ∈ [ε, 1/2 − ε]. Значит,

Sr(f, x) = −
1

2πi






Γ

∫

|λ|=r

H0(x)R2λ

(

h−1
1 (x)ω1ϕ1(x), . . . , h−1

4 (x)ω4ϕ4(x)
)T

dλ







1

+ o(1) =

= (Γ · (h1(x)σr|ω1|(h
−1
1 ϕ1, x), . . . , h4(x)σr|ω4|(h

−1
4 ϕ4, x))T )1 + o(1).

По аналогу теоремы Штейнгауза

a(x)σr(f, x) = σr(a · f, x) + o(1), Sr(f, x) =

4
∑

j=1

γ1jσr|ωj |(ϕj , x) + o(1).

Аналогично доказывается при x ∈ [1/2 + ε, 1 − ε] ¤

Лемма 12. Для того чтобы ω1, ω2 — различные корни уравнения

λ2 − a1λ + a2 = 0, (26)

где a1 = d2−2bc+a2, a2 = (bc−ad)2, удовлетворяли условию |ω1| = |ω2|, необходимо и достаточно,

чтобы

a1 = l(eα i + eβ i), a2 = l2e(α+β) i, (27)

где l = |ω1|, α = arg ω1, β = arg ω2.

Доказательство. Пусть |ω1| = |ω2| = l. Тогда ω1 = l eαi, ω2 = l eβi, и α, β различны. Тогда из (26)

получим систему
{

a2 − l eαia1 = −l2e2αi,

a2 − l eβia1 = −l2e2βi.
(28)

Отсюда a1 = l(eα i + eβ i), a2 = l2e(α+β) i.

Обратно, пусть выполняется (27). Тогда выполняется (28). Другими словами, уравнение (26) имеет

корни ω1 = l eαi, ω2 = l eβi. Лемма доказана. ¤

Теорема 5. Если |ωj | = l, j = 1, 4, то

lim
r→∞

‖Sr(f, x) − σrl(f, x)‖[ǫ,1/2−ǫ] = 0,

lim
r→∞

‖Sr(f, x) − σrl(g, x − 1/2)‖[1/2+ǫ,1−ǫ] = 0,

где g(x) = f(1/2 + x).

Доказательство. Рассмотрим

4
∑

j=1

γ1jσrl(ϕj , x) = σrl(γ11ϕ1 + γ12ϕ2 + γ13ϕ3 + γ14ϕ4, x).

Так как γ11ϕ1 + γ12ϕ2 + γ13ϕ3 + γ14ϕ4 =
(

Γ · (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4)
T
)

1
= (Γ · Γ−1(f(x), f(1/2 − x),

f(1/2 + x), f(1 − x))T )1 = f(x), то первое утверждение доказано.

Аналогично доказывается второе утверждение. ¤

Замечание. Постановка задачи и результат, представленный в теореме 1, принадлежат А. П. Хро-

мову.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00270).
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