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ВВЕДЕНИЕ

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгебра линейных огра-

ниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X с нормой ‖B‖ = sup
‖x‖61

‖Bx‖, x ∈ X,

B ∈ EndX. Линейный замкнутый оператор A : D(A) ⊂ X → X называется обратимым, если его

ядро Ker A = {x ∈ D(A) : Ax = 0} нулевое и образ Im A = {Ax, x ∈ D(A)} оператора A совпадает со

всем пространством X.

Далее введем в рассмотрение следующие пространства:

Cb = Cb(R, X) — банахово пространство непрерывных и ограниченных на промежутке R функций

со значениями в банаховом пространстве X;

Lp = Lp(R, X), p ∈ [1,∞) — банахово пространство суммируемых со степенью p ∈ [1,∞)

на промежутке R классов функций со значениями в банаховом пространстве X и нормой

‖x‖p =

(∫
R

‖x(t)‖p dt

)1/p

;

L∞ = L∞(R, X) — банахово пространство существенно ограниченных на промежутке R классов

функций со значениями в банаховом пространстве X и нормой ‖x‖∞ = vrai sup
t∈R

‖x(t)‖;

Cl(R) = Cl(R, X) — банахово пространство l раз непрерывно дифференцируемых функций на

R со значениями в банаховом пространстве X, у которых ограничены все производные порядка l и

ниже, с нормой ‖x‖Cl =
∑

|k|≤l

‖xk‖Cb
;

W l
p(R) = W l

p(R, X) — пространство Соболева, W l
p(R) = {x ∈ Cl−1(R) : xl−1 — абсолют-

но непрерывна, xl ∈ Lp(R)}. Норма функции f ∈ W l
p(R) определяется при помощи равенства

‖f‖W l
p(R) =

∑
|k|≤l

‖fk‖Lp(R).

Рассмотрим в пространстве Lp дифференциальное уравнение вида

ẍ + B1(t)ẋ + B2(t)x = f(t), t ∈ R, x ∈ W 2
p , p ∈ [1,∞], f ∈ L∞(R, X), (1)

где Bi ∈ L∞(R,End X), i = 1, 2.

Далее путем замены

y1(t) = x(t), y2(t) = ẋ(t), t ∈ R, (2)

дифференциальное уравнение вида (1) сводится к уравнению вида

ẏ + B(t)y = f̃(t), t ∈ R, y ∈ W 1
p (R, X × X), p ∈ [1,∞], f̃ ∈ L∞(R, X × X), (3)

где функция B ∈ L∞(R,End (X × X)) имеет вид

(By)(t) =

(
0 −I

B2(t) B1(t)

) (
y1(t)

y2(t)

)
, y(t) =

(
y1(t)

y2(t)

)
, f̃(t) =

(
0

f(t)

)
, t ∈ R.

Из способа задания уравнения (3) по уравнению (1) следует

Теорема 1. Функция x ∈ Lp является решением уравнения (1) тогда и только тогда, когда

y ∈ Lp(R, X × X), построенная по правилу (2), является решением уравнения (3).

Используя операторный подход, уравнение (1) запишем в виде

Dx = f,

где оператор D ∈ W 2
p (R, X) ⊂ Lp(R, X) → Lp(R, X) определяется формулой

Dx = ẍ + B̃1ẋ + B̃2x.

Операторы B̃1, B̃2 ∈ EndW 2
p есть операторы умножения в W 2

p на операторные функции

B1, B2 : R → EndX соответственно, т. е.

(B̃kx)(t) = Bk(t)x(t), t ∈ R, x ∈ W 2
p .
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Уравнение (3) также запишем в операторном виде:

Dy = f̃ ,

где D ∈ W 1
p ×W 1

p ⊂ L̃p → L̃p = Lp(R, X)×Lp(R, X) представим в виде Dy = ẏ + By, где ẏ = (ẏ1, ẏ2),

если y = (y1, y2) ∈ W 1
p (R, X × X), и оператор B ∈ EndLp(R, X × X) определяется равенствами:

(Bx)(t) =

(
0 −I

B2(t) B1(t)

)(
y1(t)

y2(t)

)
, t ∈ R.

Естественным образом возникает вопрос об одновременной обратимости операторов D и D. Сле-

дующая теорема является одним из основных результатов статьи.

Теорема 2. Оператор D ∈ W 2
p (R, X) ⊂ Lp(R, X) → Lp(R, X) обратим тогда и только тогда,

когда обратим оператор D ∈ W 1
p × W 1

p ⊂ L̃p → L̃p = Lp(R, X) × Lp(R, X).

Для линейных операторов и, более того, для линейных отношений в статьях [1–5] было введе-

но понятие состояний обратимости, которое характеризует определенные свойства ядер и образов

линейных операторов (их размерность, дополняемость и т. д.). В данном случае, следуя указанным

статьям, можно также доказать (получить) совпадение множества состояний обратимости рассматри-

ваемых операторов.

1. АБСТРАКТНЫЙ СЛУЧАЙ

Пусть X — банахово пространство. Рассмотрим более общую задачу: A : D(A) ⊂ X → X —

линейный замкнутый оператор, действующий в комплексном банаховом пространстве X , C1, C2 —

операторы из алгебры EndX . По ним построим оператор вида

A = A2 + C1A + C2 : D(A ) ⊂ X → X ,

где D(A ) = D(A2) = {x ∈ D(A) : Ax ∈ D(A)}.

Наряду с оператором A рассмотрим оператор A : D(A) ⊂ X ×X → X ×X , заданный в X ×X

матрицей

(
A −I

C2 A + C1

)
, т. е. Ax = (Ax1 − x2, C2x1 + Ax2 + C1x2), где x = (x1, x2) ∈ D(A) =

= D(A) × D(A) ⊂ X × X .

В дальнейшем, как правило, для задания оператора A будем использовать запись

A

(
x1

x2

)
=

(
A −I

C2 A + C1

) (
x1

x2

)
=

(
Ax1 − x2

C2x1 + Ax2 + C1x2

)
,

(
x1

x2

)
∈ D(A).

Отметим, что верна следующая

Теорема 3. Оператор A обратим тогда и только тогда, когда обратим оператор A.

Обратимся сначала к доказательству инъективности операторов A и A.

Лемма 1. Ядра операторов A и A изоморфны, причем изоморфизм осуществляет оператор

J : KerA → Ker A, Jx = (x,Ax), x ∈ Ker A .

Доказательство. Пусть x ∈ Ker A . Поскольку A(x,Ax) = (0,A x) = (0, 0), то (x,Ax) ∈ Ker A,

т. е. оператор J определен корректно. Очевидно, что он инъективен. Установим его сюръективность.

Пусть (x1, x2) ∈ Ker A. Тогда A(x1, x2) = (Ax1 − x2, C2x1 + Ax2 + C1x2) = (0, 0). Таким образом,

x2 = Ax1. Поэтому A x1 = C2x1 + A2x1 + C1Ax1 = 0 и, следовательно, Jx1 = (x1, x2) = (x1, Ax1),

x1 ∈ Ker A . ¤

В следующей лемме используется другой подход, основанный на использовании сопряженных к A

и A операторов. Сопряженный к A оператор A∗ имеет вид

A
∗ = (A∗)2 + (A∗B∗

1 + B∗
2) : D(A ∗) ⊂ X

∗ → X
∗,
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где D(A ∗) = D((A∗)2) = {x ∈ D(A∗) : A∗x ∈ D(A∗)}. Для описания сопряженного оператора

к A сопряженное (X × X )∗ к X × X пространство канонически отождествляется с пространством

X ∗×X ∗ ((ξ1, ξ2)(x1, x2) = ξ1(x1)+ξ2(x2), (x1, x2) ∈ X ×X , (ξ1, ξ2) = ξ ∈ X ∗×X ∗). Сопряженный

к A оператор A
∗ ∈ End (X ∗ × X ∗) определяется матрицей

(
A∗ B∗

2

−I A∗ + B∗
1

)
.

Лемма 2. Ядра Ker A ∗, Ker A
∗ операторов A ∗, A∗ изоморфны. Изоморфизм осуществляет

оператор

J1 : KerA
∗ → Ker A

∗, J1ξ = ((A + B1)ξ, ξ), ξ ∈ Ker A
∗.

Доказательство. Пусть ξ ∈ Ker A ∗. Поскольку A
∗((A∗ + B∗

1)ξ, ξ) = (0, 0), то J1ξ ∈ Ker A
∗. Таким

образом, оператор J1 корректно определен. Поскольку оператор J1 инъективен, то осталось доказать

его сюръективность. Пусть (ξ1, ξ2) ∈ Ker A
∗, и поэтому

A
∗(ξ1, ξ2) = (A∗ξ1 + B∗

2ξ2, −ξ1 + (A∗ + B∗
1)ξ2) = (0, 0).

Следовательно, ξ1 = (A∗ + B1)ξ2 и A ∗ξ2 = 0, т. е. ξ2 ∈ Ker A ∗. Из этих равенств получаем, что

J1ξ1 = (ξ1, ξ2) = ((A∗ + B∗
1)ξ1, ξ1). ¤

В двух следующих леммах отражены вспомогательные утверждения для доказательства одновре-

менной замкнутости образа рассматриваемых операторов.

Лемма 3. Произвольный элемент z ∈ X принадлежит образу оператора A тогда и только

тогда, когда пара (0, z) ∈ X × X принадлежит образу оператора A.

Доказательство. Необходимость. Пусть z ∈ ImA , т. е. найдется элемент x ∈ X такой, что

z = A x = (A2 + C1A + C2)x. Имеют место равенства:

A

(
x

Ax

)
=

(
A −I

C2 A + C1

) (
x

Ax

)
=

(
Ax − Ax

C2x + (A + C1)Ax

)
=

(
0

z

)
.

Следовательно, устанавливаем, что пара (0, z) принадлежит образу оператора A.

Достаточность. Предположим теперь, что пара (0, z) ∈ Im A. Тогда найдется пара

(x1, x2) ∈ X × X такая, что

A

(
x1

x2

)
=

(
A −I

C2 A + C1

) (
x1

x2

)
=

(
Ax1 − x2

C2x1 + (A + C1)x2

)
=

(
0

z

)
.

Откуда ясно, что A x1 = z, т. е. z принадлежит образу оператора A. ¤

Лемма 4. Пара (y1, y2) ∈ X × X принадлежит образу оператора A тогда и только тогда,

когда вектор y2 + (A + C1)y1 принадлежит образу оператора A .

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим произвольную пару (y1, y2) из образа оператора A.

Тогда найдется такая пара (x1, x2) ∈ X × X , что выполнены равенства:

A

(
x1

x2

)
=

(
A −I

C2 A + C1

) (
x1

x2

)
=

(
Ax1 − x2

C2x1 + (A + C1)x2

)
=

(
y1

y2

)
.

Следовательно, x2 = Ax1 − y1, и поэтому A x1 = y2 + (A + C1)y1, т. е. образ оператора A представим

в требуемом виде.

Достаточность. Пусть пара (y1, y2) такова, что y2 + (A + C1)y1 принадлежит образу операто-

ра A , т. е. найдется некоторый элемент x ∈ X , что выполняется равенство: A x = y2 + (A + C1)y1.

Докажем, что пара (y1, y2) принадлежит образу оператора A, т. е. найдется такая пара (x1, x2) из
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пространства X × X , что A(x1, x2) = (y1, y2). В качестве пары (x1, x2) возьмем пару (x,Ax − y1) из

пространства X × X . Рассмотрим цепочку равенств:

A

(
x

Ax − y1

)
=

(
A −I

C2 A + C1

) (
x

Ax − y1

)
=

(
Ax − Ax + y1

C2x + (A + C1)(Ax − y1)

)
=

=

(
y1

A x − (A + C1)y1

)
=

(
y1

y2 + (A + C1)y1 − (A + C1)y1

)
=

(
y1

y2

)
. ¤

Обратимся теперь к доказательству одновременной замкнутости операторов A и A.

Лемма 5. Образ оператора A замкнут тогда и только тогда, когда замкнут образ опера-

тора A.

Доказательство. Необходимость. Для доказательства, воспользуемся результатами леммы 3 и

леммы 4. Пусть образ оператора A замкнут. Рассмотрим последовательность (un, vn), n ≥ 1, принад-

лежащую образу оператора A и сходящуюся к элементу (u0, v0) из пространства X ×X . Покажем, что

(u0, v0) принадлежит образу оператора A. В силу леммы 4 последовательность vn+(A+C1)un принад-

лежит образу оператора A . В силу замкнутости образа оператора A и сходимости (un, vn) → (u0, v0)

получаем, что v0+(A+C1)u0 принадлежит образу оператора A . Используя вновь результаты леммы 4,

устанавливаем, что пара (u0, v0) принадлежит образу оператора A, что и доказывает замкнутость об-

раза оператора A.

Достаточность. Предположим, что образ оператора A — замкнутое подпространство из

X × X . Докажем замкнутость образа оператора A . Пусть произвольная последовательность

zn = A xn, n ≥ 1, xn ∈ X сходится к z0 ∈ X . Тогда пара (0, zn) принадлежит образу операто-

ра A и сходится к элементу (0, z0), принадлежащему образу оператора A. В силу леммы 3 ясно, что

z0 принадлежит образу оператора A . ¤

Лемма 6. Операторы A и A одновременно обратимы.

Доказательство. Из сюръективности одного из операторов A , A, из леммы 5 следует замкнутость

образа второго. Докажем, что он сюръективен. Для любого линейного подпространства M из X

символом M⊥ обозначим (замкнутое) подпространство из X ∗ вида: {ξ ∈ X ∗ : ξ(x) = 0 для любого

x ∈ M}. Следовательно, из равенств [6, теорема 4.12]

( Im A)⊥ = Ker A
∗, ( Im A )⊥ = KerA

∗

следует сюръективность другого оператора. ¤

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

В силу одновременной инъективности и сюръективности операторов A и A верно утверждение

об их одновременной обратимости, сформулированное в теореме 3. Кроме того, если оператор A

обратим, то непосредственной проверкой убеждаемся в том, что обратный к оператору A определяется

матрицей: (
A −1(A + C1) A −1

AA −1(A + C1) − I AA −1

)
.

3. ПРИЛОЖЕНИЯ

Рассмотрим оператор Lp : W 2
p (R, X) ⊂ Lp(R, X) → Lp(R, X), Lpx = ẍ + A(t)ẋ + B(t)x, x ∈ W 2

p ,

p ∈ [1,∞], и поставим ему в соответствие оператор

L̃ = L̃p =
d

dt
− Ã : W 1

p × W 1
p ⊂ L̃p → L̃p = Lp(R, X) × Lp(R, X),

где операторнозначная функция Ã : R → End (X × X) задаётся с помощью матричной функции:
(

0 −I

A(t) B(t)

)
, t ∈ R.
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Теорема 4. Операторы Lp : W 2
p ⊂ Lp → Lp, L̃p : W 1

p × W 1
p ⊂ Lp × Lp → Lp × Lp, p ∈ [1,∞],

обратимы одновременно.

В частном случае, когда X — конечномерное пространство, а операторнозначные функции A и B

почти периодичны, утверждение теоремы 4 приведено в монографии [7].

Отмечу вышедшую из печати статью [8], в которой в качестве оператора A рассматривается

оператор сдвига в пространстве двусторонних ограниченных последовательностей векторов. В отличие

от данной статьи удается рассмотреть значительно большее число свойств разностного оператора. При

этом существенно использовались результаты статьи [9].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 13-01-00378, № 14-01-31196).
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УДК 511.3

ОБОБЩЁННЫЕ ХАРАКТЕРЫ ЧИСЛОВЫХ ПОЛЕЙ
И АНАЛОГ ГИПОТЕЗЫ Н. Г. ЧУДАКОВА

В. А. Матвеев1, O. А. Матвеева2

1Аспирант кафедры компьютерной алгебры и теории чисел, Саратовский государственный университет имени Н. Г. Черны-

шевского, vladimir.matweev@gmail.com
2Аспирантка кафедры компьютерной алгебры и теории чисел, Саратовский государственный университет имени Н. Г. Чер-

нышевского, olga.matveeva.0@gmail.com

В случае числовых характеров известная гипотеза Н. Г. Чудакова, высказанная им в 1950 году, предполагает, что

конечнозначный числовой характер h(n), удовлетворяющий условиям: 1) h(p) 6= 0 почти для всех простых p;

2) S(x) =
∑

n≤x

h(n) = αx + O(1), является характером Дирихле. Числовой характер, удовлетворяющий условиям

гипотезы Н. Г. Чудакова, получил название обобщённого характера: главного в случае α 6= 0 и неглавного, в противном

случае. Для главных обобщённых характеров гипотеза Н. Г. Чудакова была доказана в 1964 году; для неглавных обобщён-

ных характеров эта гипотеза остаётся открытой и по настоящее время. В работе даётся определение обобщённого характера

в случае характеров числовых полей, высказывается аналог гипотезы Н. Г. Чудакова и приводится доказательство этого

предположения в случае главных обобщённых характеров.

Ключевые слова: гипотеза Чудакова, обобщённые числовые характеры.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть K — числовое поле, а χ — конечнозначный характер, заданный на полугруппе целых

идеалов поля K.

Определение 1. Характер χ будем называть обобщённым характером, если выполняются следу-

ющие условия:

1) χ(p) 6= 0 почти для всех простых идеалов p поля K;

2) S(x) =
∑
a,

N(a)≤x

χ(a) = αx + O(1).

При этом обобщённый характер χ будем называть главным обобщённым характером, если α 6= 0,
и неглавным, в противном случае.

Замечание 1. В общем случае даже для характеров Дирихле числовых полей известна [1] только

оценка вида

∑

a,
N(a)≤x

χ(a) =





O
(
x1− 1

γ

)
, χ 6= χ0,

αx + O
(
x1− 1

γ

)
, χ = χ0,

где γ — некоторое натуральное число.

В данной работе мы укажем класс числовых полей, для которых существуют обобщённые ха-

рактеры, выскажем аналог гипотезы Н. Г. Чудакова [2–4] о том, что такие характеры являются

характерами Дирихле, и докажем это предположение для главных обобщённых характеров.
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