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НОВЫЕ СВОЙСТВА ПОЧТИ НИЛЬПОТЕНТНОГО МНОГООБРАЗИЯ
ЭКСПОНЕНТЫ ДВА
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В данной работе исследуются числовые характеристики почти нильпотентного многообразия экспоненты два, впервые

построенного в статье [1]. Основным результатом данной работы является нахождение точных значений кратностей

неприводимых модулей, входящих в разложение полилинейной части многообразия. В качестве следствия получены

формулы для коразмерности и кодлины изучаемого многообразия.
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Совокупность алгебр, в которых выполняется фиксированный набор тождеств, называется много-

образием. Многообразие будем называть почти нильпотентным, если оно само не является нильпо-

тентным, но каждое собственное его подмногообразие нильпотентно. Основой для работы послужила

статья [1], в которой впервые был построен пример почти нильпотентного многообразия, рост которо-

го экспоненциален. Более точно было доказано, что асимптотически последовательность коразмерно-

стей этого многообразия ведет себя как 2n, т. е. так называемая, экспонента этого многообразия равна

двум. Целью данной работы является вычисление основных числовых характеристик этого многооб-

разия. Заметим, что так как в рассматриваемых алгебрах не предполагается выполнения тождества

ассоциативности, то в произведениях следует следить за расстановкой скобок. Договоримся опускать

скобки в случае их левонормированной расстановки, например, xyz = (xy)z.

Обозначим через Φ основное поле, которое на протяжении всей работы имеет нулевую характе-

ристику. Все неопределяемые понятия можно найти в книге [2]. Для удобства читателей приведем

определения основных понятий, которые используются в данной работе. В свободной алгебре многооб-

разия V со счетным множеством свободных образующих X = {x0, x1, x2, . . . } рассмотрим множество

полилинейных элементов степени n от x1, x2, . . . , xn. Они образуют векторное пространство Pn(V),

называемое полилинейной компонентой степени n относительно свободной алгебры. Размерность это-

го пространства обозначим cn(V), n = 1, 2, . . . Хорошо известно, что полилинейную компоненту

степени n можно рассматривать как модуль над групповым кольцом ΦSn симметрической группы Sn,

задавая действие перестановки на индексах образующих. Известно, что с точностью до изоморфиз-

ма неприводимые ΦSn модули можно описывать на языке разбиений и диаграмм Юнга. Разбиением

числа n называют набор целых положительных чисел λ = (λ1, . . . , λk), при этом λ1 ≥ · · · ≥ λk > 0

и n =
∑k

i=1 λi. Разбиение λ числа n обозначают следующим образом: λ ⊢ n. Для каждого такого

разбиения λ строится диаграмма Юнга, состоящая из k строк, причем строка с номером i должна

содержать λi клеток.

Так как характеристика основного поля равна нулю, то по теореме Машке полилинейную часть

степени n можно разложить в прямую сумму неприводимых подмодулей. Строение модуля Pn(V)

можно представить на «языке характеров». Рассмотрим разложение характера модуля Pn(V) в цело-

численную комбинацию неприводимых характеров:

χn(V) = χ(Pn(V)) =
∑

λ⊢n

mλ(V)χλ, (1)
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где mλ(V) — кратность неприводимого характера χλ, отвечающего разбиению λ. Асимптотическое по-

ведение размерности cn = cn(V) пространства Pn(V) определяет рост многообразия. Предел n

√
cn(V),

в случае его существования, называется экспонентой многообразия и обозначается как exp V. Число

слагаемых ln(V) =
∑

λ⊢n mλ в сумме (1) называют кодлиной многообразия.

Пусть теперь Qn(V) = span{x0xσ(1) . . .xσ(n)|σ ∈ Sn} — пространство полилинейных левонор-

мированных одночленов от x0, . . . , xn, с x0 в качестве самого левого сомножителя. Симметрическая

группа Sn действует на Qn(V) перестановкой индексов образующих x1, . . . , xn, и пространство Qn(V)

является Sn-модулем. Рассмотрим разложение его характера в сумму неприводимых

χQ
n (V) =

∑

λ⊢n

m
Q

λ (V)χλ, (2)

где m
Q
λ (V) — кратность неприводимого характера χλ в характере χQ

n (V).

Договоримся использовать черту или волну над образующими для обозначения кососимметриза-

ции. Например,

x0x̄1ỹ1ỹ2x̄2x̄3 =
∑

p∈S3,q∈S2

(−1)p(−1)qx0xp(1)yq(1)yq(2)xp(2)xp(3) ,

где Sm — симметрическая группа, а (−1)r — четность перестановки r. Поясним процедуру аль-

тернирования элемента по некоторым наборам образующих на следующем примере: результатом

альтернирования монома x0x1y1x2y2y3x3x4 по наборам x1, x2, x3, x4 и y1, y2, y3 является элемент

x0x̄1ỹ1x̄2ỹ2ỹ3x̄3x̄4.

Основным объектом в данной статье является алгебра A, построенная в работе [1]. Эта алгеб-

ра с одной бинарной билинейной операцией определяется тремя образующими элементами a, b, z и

следующими определяющими соотношениями:

1) a2 = b2 = ab = ba = az = bz = 0;

2) (zw(Ra, Rb))(zw′(Ra, Rb)) = 0, для любых слов w,w′ от Ra и Rb;

3) z(RaRb)
kRaRb + z(RaRb)

kRbRa = 0, z(RaRb)
kR2

a = z(RaRb)
kR2

b = 0 для всех k ≥ 0.

Поясним, что через Rc обозначен оператор правого умножения на элемент c, причем символ отоб-

ражения мы пишем справа от аргумента d ∈ A, то есть dRc = dc. Удобство такого обозначения в том,

что, например, R3
c — это степень линейного отображения, поэтому запись dR3

c является корректной

и обозначает такое левонормированное произведение dccc, которое нельзя записать как dc3.

Для удобства читателей изложим некоторые результаты, полученные в статье [1]. Базис рассмат-

риваемой алгебры A состоит из элементов:

a, b, z(RaRb)
k, z(RaRb)

kRa, z(RaRb)
kRb

для k ≥ 0. В алгебре A выполняются следующие тождества:

x1(x2x3) ≡ 0, (3)

x0xxx ≡ 0, (4)

x0xxy1 . . . y2s+1yy ≡ 0. (5)

Из тождества (3) следует, что только левонормированные многочлены относительно свободной

алгебры могут иметь ненулевое значение в алгебре A.

Перейдем к изложению результатов, связанных с числовыми характеристиками многообра-

зия varA. В статье [1] получено следующее условие на кратности кохарактера:

χ
Q
2k+1(varA) = 2χ(k+1,k),

χ
Q
2k(varA) = αχ(k,k) + χ(k+1,k−1), где α = 1 или α = 2.

Основным результатом данной работы является доказательство, что на самом деле α = 2, и если W

многообразие, определенное тождествами (3), (4) и (5), то W = varA. Сформулируем соответствую-

щее утверждение.

Математика 317



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2014. Т. 14, вып. 3

Теорема 1. Многообразие W порождается алгеброй A, то есть W = varA. Характер χQ
n (W)

имеет следующее строение:

χ
Q
2k+1(W) = 2χ(k+1,k), χ

Q
2k(W) = 2χ(k,k) + χ(k+1,k−1), k ≥ 1.

Доказательство. Как отмечалось выше, согласно результатам работы [1] в сумме (2) для

многообразия varA ненулевые кратности задаются следующими числами: m
Q

(k+1,k−1)(varA) = 1,

m
Q

(k+1,k)(varA) = 2, 1 ≤ m
Q

(k,k)(varA) ≤ 2. Так как при доказательстве этого факта строение ал-

гебры A не использовалось, а использовались только тождества (3)–(5), то аналогичное утверждение

верно и для многообразия W.

Для n = 2k определим следующий элемент: g = x0x̄1x̄2 . . . x̃1x̃2 = x0g
′, в котором содержит-

ся k одинаковых пар {x1, x2} альтернированных образующих. Заметим, что элемент g′ получен из

идемпотента, соответствующего следующей таблице Юнга:

Tλ =
1 3 · · · n − 1

2 4 · · · n

путем отождествления образующих по каждой строке.

Если k = 2m, то, как показано в работе [1], элемент g по модулю тождеств (3)–5 можно предста-

вить в виде линейной комбинации следующих двух элементов:

g1 = x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2 + x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1,

g2 = x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1 + x0x2x1x2x1 . . . x2x1x1x2.

Докажем, что элементы g1 и g2 являются линейно независимыми. Предположим, что g1 и g2

линейно зависимые. Тогда запишем их линейную комбинацию в виде α1g1 +α2g2 = 0, где α2
1 +α2

2 6= 0.

Так как любое соотношение на свободных образующих является тождеством, то проанализируем

следствия из тождества

α1g1 + α2g2 ≡ 0. (6)

Умножим тождество (6) дважды на x1 справа, получим:

α1 x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x1 + α1 x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x1x1+

+α2 x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x1 + α2 x0x2x1x2x1x2 . . . x2x1x1x2x1x1 ≡ 0.

Второе и третье слагаемые тождественно равны нулю как следствия тождества (4), а по тождеству (5)

четвертое слагаемое также тождественно равно нулю. Поэтому если α1 6= 0, то в многообразии W

выполнено следующее тождество:

x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x1 ≡ 0.

Получили противоречие, так как это тождество не выполняется в алгебре A, которая принадлежит

многообразию W. Действительно, если подставить x0 = za, x1 = b, x2 = a, то получим ненулевой

результат, равный (−1)mz(RaRb)
ka. Если же α1 = 0, то в этом случае α2 6= 0. Тождество (6) примет

вид g2 ≡ 0, что также приводит к противоречию, поскольку это тождество не выполнено в алгебре A.

Если подставить x0 = z, x1 = a, x2 = b, то получим ненулевой результат, равный 2(−1)m z(RaRb)
k.

Таким образом, элементы g1 и g2 являются линейно независимы. Пусть теперь f1 = lin(g1),

f2 = lin(g2) — результаты полных линеаризаций рассматриваемых элементов. Так как характеристика

поля равна нулю, то хорошо известно, что тождество (6) эквивалентно тождеству α1f1 + α2f2 ≡ 0.

Элементы f1 и f2 также являются линейно независимыми. Но в этом случае из леммы 2 статьи [3]

будет следовать, что m
Q

(k,k)(varA) ≥ 2.

Если k = 2m + 1, то g можно записать как линейную комбинацию следующих элементов:

h1 = x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x2 − x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x1,

h2 = x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x2 − x0x2x1x1x2 . . . x2x1x1x2x2x1.

Аналогично предыдущему случаю рассматриваем тождество

α1h1 + α2h2 ≡ 0. (7)
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Только в этот раз при получении следствия домножим тождество (7) на x2 справа, а затем и на x1

справа. Выпишем полученное тождественное соотношение:

α1x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x2x2x1 − α1x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x1x2x1+

+α2x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x2x2x1 − α2x0x2x1x1x2 . . . x2x1x1x2x2x1x2x1 ≡ 0.

С помощью тождества (3) представим второе слагаемое как сумму двух слагаемых

α1x0x1x1x2x2 . . . x1x1x2x2x1x2x2x1−

−α1x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x1x1x2 + α1x0x2x2x1x1 . . . x2x2x1x1x2x2x1x1+

+α2x0x1x2x2x1 . . . x1x2x2x1x1x2x2x1 + α2x0x2x1x1x2 . . . x2x1x1x2x2x1x1x2 ≡ 0.

Первое и второе слагаемые тождественно равны нулю как следствия тождества (5), а третье и чет-

вертое слагаемые при замене x1 на x2 приводят к тождеству

α1g1 + 2α2g2 ≡ 0.

По ранее доказанному элементы g1 и g2 линейно независимы, поэтому α1 = 0 и α2 = 0. Следователь-

но, элементы h1 и h2 линейно независимы. В результате получили, что m
Q

(k,k)(varA) ≥ 2.

Осталось заметить, что A ∈ W, поэтому m
Q

(k,k)(varA) ≤ m
Q

(k,k)(W) и мы получаем цепоч-

ку неравенств 2 ≤ m
Q

(k,k)(varA) ≤ m
Q

(k,k)(W) ≤ 2. Окончательно получаем требуемое равенство

m
Q

(k,k)(varA) = m
Q

(k,k)(W) = 2, а также совпадение многообразий W = varA.

Теорема 1 полностью доказана.

Перейдем к изложению полученных результатов о числовых характеристиках многообразия W.

Теорема 2. Разложение характера χn(W) в сумму неприводимых имеет вид

χ2k(W) = 2χ(k,k) + 2χ(k+1,k−1) + 2χ(k,k−1,1),

χ2k+1(W) = 2χ(k+2,k−1) + 3χ(k+1,k) + 2χ(k+1,k−1,1).

Для кодлины многообразия W верны формулы l2k(W) = 6, l2k+1(W) = 7, а экспонента многооб-

разия равна двум, expW = 2.

Доказательство. Доказательство того факта, что в разложении характера χn(W) присутствуют

только такие неприводимые характеры, именно с такими кратностями следует из теории представ-

ления симметрических групп [4]. Модуль Pn+1(W) индуцирован из ΦSn-модуля Qn(W). Тогда по

теореме 1 и правилу Литтлвуда –Ричардсона получаем, что ненулевые кратности в разложении харак-

тера χn(W) будут только те, которые представлены в формулировке теоремы, причем со следующими

ограничениями на кратности:

m(k,k)(W) ≤ 2, m(k+1,k−1)(W) ≤ 2, m(k,k−1,1)(W) ≤ 2;

m(k+2,k−1)(W) ≤ 2, m(k+1,k)(W) ≤ 3, m(k+1,k−1,1)(W) ≤ 2.

Кроме того, в работе [1] доказано, что dimPn+1(W) = (n + 1)dimPQ
n (W). В итоге приходим к

равенствам

m(k,k)(W) = 2, m(k+1,k−1)(W) = 2, m(k,k−1,1)(W) = 2;

m(k+2,k−1)(W) = 2, m(k+1,k)(W) = 3, m(k+1,k−1,1)(W) = 2.

Формулы для кодлины многообразия получаются непосредственным суммированием найденных

кратностей.

Используя формулу крюков (см., например, [2, с. 48]), непосредственными вычислениями находим

формулы для коразмерностей:

cn(W) =
2(5n + 8)

(n + 2)(n + 4)

(
n
n
2

)
;

cn(W) =
4

(n + 3)

(
n

n−1
2

)
.
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Перейдем к доказательству, что экспонента многообразия W равна двум. Хорошо известно, что

сумма биномиальных коэффициентов равна
n∑

s=0

(
n

s

)
= 2n. Так как n = 2k или n = 2k + 1, то

(
n

k

)
>

(
n

s

)

для всех других s, отличных от k, поэтому выполняются неравенства:

1

(n + 1)
2n ≤

(
n

k

)
≤ 2n.

Отсюда для коразмерности выполняются, например, такие неравенства:

1

(n + 4)3
2n ≤ cn(W) ≤ 2n.

С помощью сведений из математического анализа получаем, что exp W = 2. Теорема 2 доказана.

Выражаю благодарность моему научному руководителю, доктору физико-математических наук,

профессору Сергею Петровичу Мищенко за постановку задачи, полезные советы, постоянное внима-

ние к работе и всестороннюю поддержку.
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New Properties of Almost Nilpotent Variety of Exponent 2
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In the presented work we consider numerical characteristics of almost nilpotent variety of exponent 2, which was first constructing in

article [1]. The main result of this paper is introduce the exact values of the multiplicities of the irreducible modules appearing in the

expansion of the multilinear part of the variety. Meanwhile, we obtain as a consequence the formulas of codimension and colength

of the variety of exponent 2.
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