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Корректность краевых задач на плоскости для эллиптических уравнений

методами теории аналитических функций комплексного переменного хорошо

изучены.

При исследовании аналогичных вопросов, когда число независимых пере-

менных больше двух, возникают трудности принципиального характера. Весьма

привлекательный и удобный метод сингулярных интегральных уравнений теряет

свою силу из-за отсутствия сколько-нибудь полной теории многомерных синуляр-

ных интегральных уравнений.

В работе используется метод, предложенный в работах автора, и показана

однозначная разрешимость локальной краевой задачи в цилиндрической обла-

сти для многомерного уравнения Лапласа, которая является обобщением задач

Дирихле и Пуанкаре. Получен также критерий единственности регулярного ре-

шения.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Краевые задачи для эллиптических уравнений второго порядка в

областях с ребрами подробно изучены в [1–3].

В данной работе для локальной краевой задачи в цилиндрической

области для многомерного уравнения Лапласа найден явный вид

классического решения и получен критерий единственности регу-

лярного решения. В работе используется метод, предложенный в ра-

ботах [4,5].

Пусть Dα — цилиндрическая область евклидова простран-

ства Em+1 точек (x1, . . . , xm, t), ограниченная цилиндром Γ =

= {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = α > 0 и t = 0, где |x| —

длина вектора x = (x1, . . . , xm).

Части этих поверхностей, образующих границу ∂Dα области Dα,

обозначим через Γα, Sα, S0 соответственно.

В области Dα рассмотрим многомерное уравнение Лапласа:

∆xu + utt = 0, (1)

где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm, m > 2.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат

x1, . . . , xm, t к сферическим r, θ1, . . . , θm−1, t, r > 0, 0 6 θ1 < 2π,

0 6 θi 6 π, i = 2, 3, . . . ,m − 1.
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Рассмотрим следующую локальную краевую задачу.

Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Dα из класса C(D̄α)∩C1(Dα∪S0)∩C2(Dα),

удовлетворяющее краевым условиям:

u
∣∣∣
Sα

= ϕ1(r, θ), u
∣∣∣
Γα

= ψ(t, θ), (βu + γut)
∣∣∣
S0

= ϕ2(r, θ), (2)

где β, γ = const, β2 + γ2 6= 0, которая является обобщением задач Дирихле (γ = 0) и Пуанкаре

(β = 0), исследованных в [6–8], при этом ϕ1(1, θ) = ψ(α, θ).

Пусть {Y k
n,m(θ)} — система линейно независимых сферических функций порядка n, 1 6 k 6 kn,

(m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), θ = (θ1, . . . , θm−1), W l
2(S0), l = 0, 1, . . ., — пространства

Соболева.

Имеет место следующая лемма [9].

Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈ W l
2(S0), l > m − 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y k

n,m(θ), (3)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l−m+1, сходятся абсолютно

и равномерно.

Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S0), необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты

ряда (3) удовлетворяли неравенствам

|f1
0 (r)| 6 c1,

∞∑

n=1

kn∑

k=1

n2l|fk
n(r)|2 6 c2, c1, c2 = const.

Обозначим через ϕ̄k
1n(r), ψk

n(t), ϕ̄k
2n(r) коэффициенты разложения ряда (3) соответственно функ-

ций ϕ1(r, θ), ψ(t, θ), ϕ2(r, θ).

Тогда справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть ϕ1(r, θ) ∈ W l
2(Sα), ψ(t, θ) ∈ W l

2(Γα), ϕ2(r, θ) ∈ W l
2(S0), l > 3m/2 и

β thµs,nα 6= µs,nγ, s = 1, 2, . . . , (4)

тогда задача 1 однозначно разрешима. Здесь µs,n — положительные нули функций Бесселя пер-

вого рода J
n+

(m−2)
2

(z).

Теорема 2. Решение задачи 1 единственно тогда и только тогда, когда выполняется усло-

вие (4).

Заметим, что если β = 0 или γ = 0, то соотношение (4) выполняется всегда. Поэтому в дальнейшем

будем считать, что β 6= 0, γ 6= 0.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказательство теоремы 1. В сферических координатах уравнение (1) имеет вид

urr +
m − 1

r
ur −

1

r2
δu + utt = 0, (5)

δ ≡ −
m−1∑

j=1

1

gj sinm−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 θj

∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1 . . . sin θj−1)

2, j > 1.

Известно [9], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+m−2), n = 0, 1, . . .,

каждому из которых соответствует kn ортонормированных собственных функций Y k
n,m(θ).
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Так как искомое решение задачи 1 принадлежит классу C(D̄α) ∩ C2(Dα), то его можно искать в

виде

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

ūk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (6)

где ūk
n(r, t) — функции, подлежащие определению.

Подставляя (6) в (5) и используя ортогональность сферических функций Y k
n,m(θ) [9], будем иметь

ūk
nrr +

m − 1

r
ūk

nr −
λn

r2
ūk

n + ūk
ntt = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , (7)

при этом краевое условие (2) с учетом леммы 1 запишется в виде

ūk
n(r, α) = ϕk

1n(r), ūk
n(1, t) = ψk

n(t), ϕk
1n(r),

βūk
n(r, 0) + γūk

nt(r, 0) = ϕk
2n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . .

(8)

В (7), (8), произведя замену ῡk
n(r, t) = uk

n(r, t) − ψk
n(t), получим:

υk
nrr +

m − 1

r
υk

nr −
λn

r2
υk

n + υk
ntt = f

k

n(r, t), (9)

ῡk
n(r, α) = ϕk

1n(r), ῡk
n(1, t) = 0, βῡk

n(r, 0) + γῡk
nt(r, 0) = ϕk

2n(r), (10)

f
k

n(r, t) = −ψk
ntt +

λn

r2
ψk

n, ϕk
1n(r) = ϕk

1n(r) − ψk
n(α),

ϕk
2n(r) = ϕk

2n(r) − βψk
n(0) − γψk

nt(0), k = 1, kn, n = 0, 1, . . . .

Произведя замену ῡk
n(r, t) = r(1−m)/2υk

n(r, t), задачу (9), (10) приведем к следующей задаче:

Lυk
n ≡ υk

nrr + υk
ntt +

λ̄n

r2
υk

n = fk
n(r, t), (11)

υk
n(r, α) = ϕ̃k

1n(r), υk
n(1, t) = 0, βυk

n(r, 0) + γυk
nt(r, 0) = ϕ̃k

2n(r), (12)

λ̄n =
(m − 1)(3 − m) − 4λn

4
, fk

n(r, t) = r(m−1)/2f
k

n(r, t),

ϕ̃k
1n(r) = r(m−1)/2ϕk

1n(r), ϕ̃k
2n(r) = r(m−1)/2ϕk

2n(r).

Решение задачи (11), (12) будем искать в виде

υk
n(r, t) = υk

1n(r, t) + υk
2n(r, t), (13)

где υk
1n(r, t) — решение задачи

Lυk
1n = fk

n(r, t), (14)

υk
1n(r, α) = 0, υk

1n(1, t) = 0, βυk
1n(r, 0) + γυk

1nt(r, 0) = 0, (15)

υk
2n(r, t) — решение задачи

Lυk
2n = 0, (16)

υk
2n(r, α) = ϕ̃k

1n(r), υk
2n(1, t) = 0, βυk

2n(r, 0) + γυk
2nt(r, 0) = ϕ̃k

2n(r). (17)

Решение вышеуказанных задач рассмотрим в виде

υk
n(r, t) =

∞∑

s=1

Rs(r)Ts(t), (18)

при этом пусть

fk
n(r, t) =

∞∑

s=1

as,n(t)Rs(r), ϕ̃k
1n(r) =

∞∑

s=1

bs,nRs(r), ϕ̃k
2n(r) =

∞∑

s=1

es,nRs(r). (19)
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Подставляя (18) в (14), (15), с учетом (19) получим:

Rsrr +
λn

r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (20)

Rs(1) = 0, |Rs(0)| < ∞, (21)

Tstt − µTs = as,n(t), 0 < t < α, (22)

Ts(α) = 0, βTs(0) + γTst(0) = 0. (23)

Ограниченным решением задачи (20), (21) является [10]

Rs(r) =
√

rJν(µs,nr), (24)

где ν = n + (m − 2)/2, µ = µ2
s,n.

Обще решение уравнения (22) представимо в виде [10]

Ts,n(t) = c1s ch µs,nt + c2s sh µs,nt − ch µs,nt

µs,n

t∫

0

ans(ξ) sh µs,nξdξ +
shµs,nt

µs,n

t∫

0

ak
ns(ξ) ch µs,nξdξ, (25)

c1s, c2s — произвольные постоянные. Удовлетворив (25) условию (23), получим систему алгебраиче-

ских уравнений:





c1s ch µs,nα + c2s sh µs,nα = − sh µs,nα

µs,n

α∫
0

ans(ξ) ch µs,nξ dξ +
ch µs,nα

µs,n

α∫
0

ans(ξ) sh µs,nξ dξ,

βc1s + γµs,nc2s = 0,

(26)

которая имеет единственное решение, если выполняется условие (4).

Подставляя (24) в (19), получим:

r−
1
2 fk

n(r, t) =

∞∑

s=1

ans(t)Jν(µs,nr), r−
1
2 ϕ̃k

1n(r) =

∞∑

s=1

bnsJν(µs,nr),

r−1/2ϕ̃k
2n(r) =

∞∑

s=1

ensJν(µs,nr), 0 < r < 1.

(27)

Ряды (27) — разложения в ряды Фурье –Бесселя [11], если

ans(t) = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξfk

n(ξ, t)Jν(µs,nξ) dξ, (28)

bns = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξϕ̃k

1n(ξ)Jν(µs,nξ) dξ, (29)

ens = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξϕ̃k

2n(ξ)Jν(µs,nξ) dξ, (30)

µs,n, s = 1, 2, . . ., — положительные нули функций Бесселя Jν(z), расположенные в порядке возрас-

тания их величин.

Из (24), (25) получим решение задачи (14), (15) в виде

υk
1n(r, t) =

∞∑

s=1

√
rTs,n(t)Jν(µs,nr), (31)

где Ts,n(t) определяется формулой (25), в которой ans(t) и c1s, c2s задаются формулами (28) и (26)

соответственно.
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Далее, подставляя (24) в (16) и (17), с учетом (19) получим следующую задачу:

Vstt − µ2
s,nVs = 0, (32)

Vs(α) = bns, βVs(0) + γVst(0) = ens. (33)

Общее решение уравнения (32) имеет вид

Vs,n(t) = c′1s ch µs,nt + c′2s sh µs,nt, (34)

c′1s, c′2s — произвольные постоянные. Удовлетворив (34) условию (33), получим:

{
c′1s ch µs,nα + c′2s sh µs,nα = bns,

βc′1s + γµs,nc′2s = ens.
(35)

Из (24), (34) будем иметь:

υk
2n(r, t) =

∞∑

s=1

√
rVs(t)Jν(µs,nr), (36)

где bns, ens, c′1s, c′2s — находятся из (29), (30), (35).

Таким образом, из (6), (13) следует, что решением задачи 1 является ряд

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

{
ψk

n(t) + r(m−1)/2
[
υk

1n(r, t) + υk
2n(r, t)

]}
Y k

n,m(θ), (37)

где υk
1n(r, t), υk

2n(r, t) определяются из (31), (36).

Используя формулы [11] 2J ′

ν(z) = Jν−1(z) − Jν+1(z) и

|Jν(z)| 6
1

Γ(1 + ν)

(z

2

)ν

, (38)

решение (37) можно оценить как степенной ряд.

Далее, учитывая условия на заданные функций ϕ1(r, θ), ψ(t, θ), ϕ2(r, θ), леммы 1, 2, оценки

|kn| 6 c1n
m−2,

∣∣∣∣∣
∂q

∂θq
j

Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣∣ 6 c2n
m

2 −1+q, j = 1,m − 1, q = 0, 1, . . . , (39)

и используя интегральный признак Коши, можно показать, что ряд (37) и ряды, получающиеся из

него путем дифференцирования по r и t, сходятся равномерно и абсолютно.

Это означает, что искомое решение в виде (37) принадлежит классу C(D̄α)∩C1(Dα∪S0)∩C2(Dα),

если l > 3m/2. Теорема 1 доказана. ¤

Доказательство теоремы 2. Если выполняется условие (4), то из теоремы 1 вытекает единствен-

ность решения задачи 1.

Пусть теперь условие (4) нарушено, хотя бы для одного s = p. Тогда нетривиальным решением

однородной задачи, соответствующей задаче 1, является функция

u(r, θ, t) =
∞∑

n=1

kn∑

k=1

n−lr(2−m)/2 (β sh µp,nt − γµp,n ch µp,nt) Jn+ m−2
2

(r),

при этом из оценок (38), (39) следует, что она принадлежит искомому классу, если l > 3m/2. ¤
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Correctness of the Local Boundary Value Problem in a Cylindrical Domain for Laplace’s
Many-dimensional Equation

S. A. Aldashev

Aldashev Serik Aimurzaevich, Kazakh National Pedagogical University, 114, prosp. Dostyk, 480100, Almaty, Kazakhstan,
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Correctness of boundary problems in the plane for elliptic equations is well analyzed by analitic function theory of complex

variable.

There appear principal difficulties in similar problems when the number of independent variables is more than two. An attractive

and suitable method of singular integral equations is less strong because of lock of any complete theory of multidimensional singular

integral equations.

In the paper, using authors early methods we prove a unique solvability of the local boundary value problem in the cylindric

domain for a Laplace’s many-dimensional equation which is a generalization of the Dirichlet and Poincare problems. besides, the

criterion of uniqueness of the regular solution is obtained.

Key words: many-dimensional equation, local problem, domain, Bessel’s function.
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В данной работе рассматривается класс многочленов типа Капелли в свободной ассоциативной алгебре F{Z}, где

F — произвольное поле, Z — счетное множество. Интерес к этим объектам связан с предположением о том, что вве-

денные многочлены (квазимногочлены Капелли) некоторой нечетной степени будут содержаться в базисе идеала Z2-

градуированных тождеств Z2-градуированной матричной алгебры M
(m,k)(F ), когда char F = 0. В связи с этим в статье

приведены основные свойства квазимногочленов Капелли. В частности, указаны разложения этих многочленов через

многочлены того же вида и установлены некоторые соотношения между их T -идеалами. Кроме того, опираясь на

некоторые полученные свойства квазимногочленов Капелли, а также на теорему Ченга, мы показываем, что все

квазимногочлены Капелли четной степени 2n (n > 1) являются следствием стандартного многочлена S
−

n в случае,

когда характеристика поля F не равна двум. Наконец, мы находим наименьшее n ∈ N , при котором каждый из квазим-

ногочленов Капелли четной степени 2n принадлежит идеалу тождеств матричной алгебры Mm(F ).

Ключевые слова: T -идеал, стандартный многочлен, многочлен Капелли.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть F — произвольное поле, m, k — любые натуральные числа. Описание идеала Z2-градуи-

рованных тождеств Z2-градуированной матричной алгебры M (m,k)(F ) представляет большой интерес

для теории PI-алгебр. Решение этой задачи при m = 2, k = 1, charF = 0 приведено в [1]. В [2]

найдена наименьшая степень тождеств нечетной компоненты M
(m,k)
1 (F ) Z2-градуированной алгеб-

ры M (m,k)(F ) и доказано, что двойной многочлен Капелли C2n−1 является минимальным тождеством

этого подпространства. В [3] выдвинута гипотеза о том, что многочлен C2n−1 есть следствие более

простых тождеств, причем для двух из них указан явный вид и приведены некоторые их свойства.

В данной работе мы продолжаем изучение этих многочленов, вводим новые объекты того же типа

и устанавливаем некоторые соотношения между их T -идеалами, что представляет интерес в связи с

нахождением базиса тождеств подпространства M
(m,k)
1 (F ).

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА КВАЗИМНОГОЧЛЕНОВ КАПЕЛЛИ

Пусть F — произвольное поле, F{Z} — свободная ассоциативная алгебра над F , порожденная

счетным множеством Z = {zn}n∈N, которое представим в виде Z = X
⋃

Y , где X = {xn}n∈N,

Y = {yn}n∈N — непересекающиеся множества, {d}T — T -идеал алгебры F{Z}, порожденный

c© Антонов С. Ю., Антонова А. В., 2015


