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В 1972 г. Д. Ватерман ввел класс функций ограниченной Λ-вариации (в частности, гармонической или H-вариации).

Позднее им же были введены классы функций ограниченной упорядоченной Λ-вариации и функций, непрерывных по Λ-

вариации. Эти классы успешно применялись рядом авторов в исследованиях по сходимости и суммируемости рядов Фурье.

В настоящей статье изучается поведение интерполяционных операторов Лагранжа на классе функций, непрерывных по

упорядоченной гармонической вариации. Показано, что для функции f ∈ C2π , непрерывной на [−π, π] по упорядо-

ченной H-вариации, тригонометрический интерполяционный процесс Лагранжа {Ln(f, x)} с равноотстоящими узлами

сходится к f равномерно на R.
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ВВЕДЕНИЕ

Определение 1. Пусть Λ = {λk}
∞

k=1 — неубывающая последовательность положительных чисел

такая, что
∞
∑

k=1

1

λk
= +∞.

Говорят, что f есть функция ограниченной Λ-вариации (обозначение: f ∈ ΛBV ), если

V (Λ, f) := sup
Π

∑

k

|f(t2k) − f(t2k−1)|

λk
< +∞,

где верхняя грань берется по всем системам Π непересекающихся интервалов вида

Ik := (t2k−1, t2k) ⊂ [−π, π], k = 1, 2, . . . (1)

Определение 2. Функция f называется функцией ограниченной упорядоченной Λ-вариации

(обозначение: f ∈ OΛBV ), если

Ṽ (Λ, f) := sup
Π

∑

k

|f(t2k) − f(t2k−1)|

λk
< +∞,

причем супремум берется по всевозможным системам неналегающих интервалов (1) таких, что

Ik < Ik+1, k = 1, 2, . . . , или Ik > Ik+1, k = 1, 2, . . . (запись Ik < Ik+1 или Ik > Ik+1 означает,

что Ik расположен левее, соответственно, правее, чем Ik+1).

c© Новиков В. В., 2015
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Положим Λ = H := {k}∞k=1. Порожденная этой последовательностью вариация называется гар-

монической (или H-вариацией). Соответственно через HBV (OHBV ) мы будем обозначать классы

ограниченной гармонической (упорядоченной гармонической) вариации.

Определение 3. Обозначим Λm := {λk}
∞

k=m+1. Функция f называется непрерывной по Λ-вариа-

ции (по упорядоченной Λ-вариации), если

lim
m→∞

V (Λm, f) = 0
(

lim
m→∞

Ṽ (Λm, f) = 0
)

.

Приведенные определения были предложены в 1970-х гг. прошлого века Ватерманом (D. Waterman)

(см., например, [1, 2]). Введенные им классы функций нашли важные применения в исследованиях

по сходимости и суммируемости рядов Фурье. Приведем характерный результат такого рода. Пусть

C2π — пространство действительных непрерывных на всей числовой прямой 2π-периодических функ-

ций с равномерной нормой.

Теорема 1 (см. [1]). Если f ∈ C2π ∩ HBV , то тригонометрический ряд Фурье функции f

сходится к ней равномерно на R. Если же ΛBV ⊇ HBV , причем ΛBV 6= HBV , то найдется

функция f ∈ C2π ∩ ΛBV , ряд Фурье которой расходится, по крайней мере, в одной точке.

Очевидно, что ΛBV ⊆ OΛBV . В статье [2] Ватерман поставил вопрос, является ли это вклю-

чение строгим? Утвердительный ответ, сначала для случая гармонической вариации, был получен в

работе [3]. Позднее также положительный ответ был дан в [4] для случая произвольной последо-

вательности Λ. Отметим в этой связи любопытный факт. С одной стороны, исходя из определений,

можно предположить, что различие между классами ΛBV и OΛBV является незначительным. Кос-

венно это подтверждается и тем, что построенные в статьях [3] и [4] примеры довольно сложны, т.е.

обнаружить различие между данными классами — технически сложная задача. С другой стороны,

известно [4], что ΛBV и OΛBV становятся банаховыми постранствами, если снабдить их подходящей

нормой. При этом оказывается, что при всем внешнем сходстве обсуждаемых классов ΛBV является

всего лишь множеством первой категории в OΛBV .

Вопросы сходимости ряда Фурье функций класса OΛBV рассматривались в заметке Ватерма-

на [5]. Существует также ряд работ, авторы которых обобщали понятие Λ-вариации на многомерный

случай применительно к изучению кратных рядов Фурье.

Хорошо известен факт, что между частичными суммами ряда Фурье и интерполяционными мно-

гочленами Лагранжа существует глубокая аналогия. В связи с этим результаты, полученные для ря-

дов Фурье функций из классов обобщенной ограниченной вариации, позже переносились на случай

интерполирования. В частности, Кельзоном в [6] доказан аналог теоремы 1 для случая тригонометри-

ческого интерполирования с равноотстоящими узлами. Ряд авторов рассматривал упомянутые классы

функций применительно к алгебраическому интерполированию с узлами в нулях ортогональных мно-

гочленов.

В настоящей заметке обсуждается равномерная сходимость тригонометрической интерполяции

для функций, непрерывных по H-вариации. Результат дополняет полученное автором в [8] утвержде-

ние относительно сходимости интерполяционного процесса Лагранжа, а также одного специального

интерполяционного процесса Биркгофа для функций из класса f ∈ C2π ∩ OΛBV .

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Обозначим через Ln(f, x), n = 1, 2, . . . , тригонометрический интерполяционный полином Лагран-

жа функции f ∈ C2π с узлами {xk,n = 2πk/(2n + 1)}n
k=−n. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Если функция f ∈ C2π непрерывна по упорядоченной гармонической вариации

на [−π, π], то последовательность полиномов {Ln(f, x)}∞n=1 сходится к f равномерно на всей

числовой прямой.

Введем некоторые обозначения. Для f ∈ C2π и n > 3 положим

T ∗

n,p (f) =

[n/2]
∑′

k=−[n/2]

∣

∣

∣

∣

f(x2k+1,n) − f(x2k,n)

ϕ(2k + 1, n, p)

∣

∣

∣

∣

, p = −n − 1, . . . , n,
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где

ϕ (m,n, p) =















p − m, если |p − m| 6 3 ([n/2] + 1) ,

2n − (p − m) , если p − m > 3 ([n/2] + 1) ,

−2n − (p − m) , если p − m < −3 ([n/2] + 1) ,

T ∗

n(f) = max
−n−16p6n

T ∗

n,p(f).

Здесь штрих у знака суммы указывает на отсутствие (не более двух) слагаемых, у которых ин-

декс k является решением уравнения ϕ(2k + 1, n, p) = 0; кроме того, будем считать, что xn+1,n = π,

x−n−1,n = −π.

Нам понадобится следующая лемма.

Лемма (см. [7]). Условие T ∗

n(f) → 0 при n → ∞ влечет равномерную на R сходимость к f

полиномов {Ln(f, x)}.

Доказательство теоремы 2. Зафиксируем произвольное p ∈ {−n − 1, ..., n} и представим T ∗

n,p(f)

в виде

T ∗

n,p(f) =

(

∑

k∈I

+
∑

k∈J

+
∑

k∈K

)

∣

∣

∣

∣

f(x2k+1,n) − f(x2k,n)

ϕ(2k + 1, n, p)

∣

∣

∣

∣

=: Σ1 + Σ2 + Σ3,

где множества индексов I, J , K определяются следующим образом:

I := {k : |p − 2k − 1| 6 3 ([n/2] + 1)}, J := {k : p − 2k − 1 > 3 ([n/2] + 1)},

K := {k : p − 2k − 1 < −3 ([n/2] + 1)}.

Получим оценку сверху для T ∗

n,p(f). Мы будем оценивать только сумму Σ1, поскольку остальные две

оцениваются аналогично.

В силу равномерной непрерывности функции f найдется неубывающая последовательность номе-

ров {mn} такая, что lim
n→∞

mn = +∞ и

An := ω

(

f ;
2π

2n + 1

)

log mn → 0, n → ∞. (2)

Здесь ω(f ; δ) — обычный модуль непрерывности функции f . Пусть Q := {k ∈ I : |p − 2k − 1| < mn},

Q1 := I\Q и

Σ1 =





∑

k∈Q

+
∑

k∈Q1





∣

∣

∣

∣

f(x2k+1,n) − f(x2k,n)

ϕ(2k + 1, n, p)

∣

∣

∣

∣

=: S1 + S2.

Учитывая, что для всех k = −[n/2], ..., [n/2] верно неравенство

|f(x2k+1,n) − f(x2k,n)| 6 ω

(

f ;
2π

2n + 1

)

,

а также принимая во внимание определение функции ϕ и тот факт, что cardQ 6 mn, находим (как

обычно, C — абсолютная постоянная)

S1 6 CAn. (3)

Рассмотрим теперь сумму S2. Обозначим A := {k ∈ Q1 : 2k + 1 < p}, B := {k ∈ Q1 : 2k + 1 > p} и

запишем S2 в виде

S2 =

(

∑

k∈A

+
∑

k∈B

)

∣

∣

∣

∣

f(x2k+1,n) − f(x2k,n)

p − 2k − 1

∣

∣

∣

∣

=

=
∑

k∈A

|f(x2k+1,n) − f(x2k,n)|

p − 2k − 1
+

∑

k∈B

|f(x2k+1,n) − f(x2k,n)|

2k + 1 − p
=: U1 + U2.
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Если расположить знаменатели p − 2k − 1 в сумме U1 (знаменатели 2k + 1 − p в сумме U2) в

порядке возрастания, то соответствующие им неналегающие интервалы Ik = (x2k,n, x2k+1,n) будут

упорядочены справа налево (соответственно слева направо). Тогда, учитывая определение величины

Ṽ (Hm, f) и тот факт, что для индексов суммы S2 выполнено условие |p − 2k − 1| > mn, получаем

оценку

S2 6 CṼ (Hmn , f). (4)

При этом в силу непрерывности f по H-вариации и того, что mn → ∞ при n → ∞, имеем:

lim
n→∞

Ṽ (Hmn , f) = 0. (5)

Поскольку номер p = −n − 1, ..., n произвольный, мы доказали на основании (2)–(5), что после-

довательность T ∗

n(f), n = 1, 2, ... мажорируется некоторой сходящейся к нулю последовательностью.

Применяя лемму, заключаем, что lim
n→∞

[f(x) − Ln(f, x)] = 0 равномерно по x ∈ R. ¤
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In 1972 D. Vaterman introduced a class of functions of Λ-bounded variation (in particular, a harmonic variation or an H-variation).

Later he introduced also the class of functions of ordered Λ-bounded variation and the class of continuous in Λ-variation functions.

These classes have been used by many authors in studies on the convergence and summability of the Fourier series. This paper

investigates the behavior of the Lagrange interpolation of continuous in ordered H-variation functions. We prove a result: if f ∈ C2π

is continuous in ordered harmonic variation on [−π, π], then the Lagrange trigonometric polynomials {Ln(f, x)} based on

equidistant nodes converge to f uniformly on R.

Key words: generalized variation, ordered harmonic variation, Lagrange interpolation.
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ДОМИНАНТНЫЕ ОЦЕНКИ РОСТА ИНТЕГРАНТА И ГЛАДКОСТЬ
ВАРИАЦИОННЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ В ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА
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Для вариационных функционалов в пространствах Соболева {W 1,p} (1 6 p < ∞) вводится последовательность так

называемых «доминантных оценок роста» градиента соответствующего порядка от интегранта, каждая из которых га-

рантирует соответствующий уровень гладкости вариационного функционала в C1-гладких точках пространства Соболева.

Частными случаями доминантных оценок роста являются изученные ранее K-псевдополиномиальные представления инте-

гранта. Однако, в отличие от псевдополиномиального случая (p ∈ N) наш подход позволяет рассматривать вариационные

задачи на полной соболевской шкале (1 6 p < ∞).

Ключевые слова: вариационный функционал, пространства Соболева, интегрант, доминантные оценки роста, доминантная

смешаная гладкость, вариационные задачи.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Начиная с классических работ Л. Тонелли (L. Tonelli) [1] и по настоящее время вариационные

задачи в пространствах Соболева привлекают внимание многих математиков [2–4]. В последние годы

при исследовании вариационных задач в пространствах Соболева, активно используются так называе-

мые компактные экстремумы и компактно-аналитические (K-аналитические) свойства вариационных

функционалов [5–7]. Это связано с тем, что классические аналитические свойства у вариационных

функционалов в пространствах Соболева часто отсутствуют [8]. При этом при исследовании коррект-

ной определенности вариационного функционала

Φ(y) =

b
∫

a

f(x, y, y′) dx
(

y(·) ∈ W 1,p[a; b]
)

, (1)

классическая «оценка роста» интегранта |f(x, y, z)| 6 A1 + A2|z|
p заменялась требованием так назы-

ваемого K-псевдополиномиального представления интегранта:

f(x, y, z) =

p
∑

k=0

Pk(x, y, z)zk, (2)

коэффициенты которого доминантно (по x, y) ограничены. Далее последовательно вводились бо-

лее узкие классы K-псевдополиномов за счет повышения уровня доминантной гладкости ко-

эффициентов Pk. Попадание интегранта в такой класс гарантирует соответствующий уровень

K-аналитичности вариационного функционала (K-непрерывность, K-дифференцируемость, кратную

K-дифференцируемость).
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