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Для вариационных функционалов в пространствах Соболева {W 1,p} (1 6 p < ∞) вводится последовательность так

называемых «доминантных оценок роста» градиента соответствующего порядка от интегранта, каждая из которых га-

рантирует соответствующий уровень гладкости вариационного функционала в C1-гладких точках пространства Соболева.

Частными случаями доминантных оценок роста являются изученные ранее K-псевдополиномиальные представления инте-

гранта. Однако, в отличие от псевдополиномиального случая (p ∈ N) наш подход позволяет рассматривать вариационные

задачи на полной соболевской шкале (1 6 p < ∞).
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Начиная с классических работ Л. Тонелли (L. Tonelli) [1] и по настоящее время вариационные
задачи в пространствах Соболева привлекают внимание многих математиков [2–4]. В последние годы
при исследовании вариационных задач в пространствах Соболева, активно используются так называе-
мые компактные экстремумы и компактно-аналитические (K-аналитические) свойства вариационных
функционалов [5–7]. Это связано с тем, что классические аналитические свойства у вариационных
функционалов в пространствах Соболева часто отсутствуют [8]. При этом при исследовании коррект-
ной определенности вариационного функционала

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′) dx
(
y(·) ∈ W 1,p[a; b]

)
, (1)

классическая «оценка роста» интегранта |f(x, y, z)| 6 A1 + A2|z|
p заменялась требованием так назы-

ваемого K-псевдополиномиального представления интегранта:

f(x, y, z) =

p∑

k=0

Pk(x, y, z)zk, (2)

коэффициенты которого доминантно (по x, y) ограничены. Далее последовательно вводились бо-
лее узкие классы K-псевдополиномов за счет повышения уровня доминантной гладкости ко-
эффициентов Pk. Попадание интегранта в такой класс гарантирует соответствующий уровень
K-аналитичности вариационного функционала (K-непрерывность, K-дифференцируемость, кратную
K-дифференцируемость).
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Однако представление (2) не всегда возможно и, кроме того, приводит к рассмотрению задач лишь
на «дискретной» соболевской шкале {W 1,p} (p ∈ N). Таким образом, актуальной является задача
такого обобщения условия (2), которое позволит уйти от конкретного представления интегранта и
рассматривать вариационные задачи на полной соболевской шкале {W 1,p} (1 6 p < ∞).

С этой целью в настоящей работе для вариационных функционалов в пространствах Соболева
W 1,p[a, b] (1 6 p < ∞) вводится последовательность так называемых доминантных «оценок роста»
градиента соответствующего порядка от интегранта, каждая из которых гарантирует соответству-
ющий уровень гладкости вариационного функционала (1) в C1-гладких точках пространства Собо-
лева. Эти оценки, как уже отмечалось, с одной стороны, можно рассматривать в качестве обоб-
щения K-псевдополиномиальных представлений интегрантов, а с другой — как дополнение метода
K-псевдополиномов, так как в C1-гладких точках пространства Соболева вариационный функционал
имеет не только K-аналитические, но и классические аналитические свойства.

Приведем определения компактной непрерывности, компактной дифференцируемости и кратной
компактной дифференцируемости функционала в полном ЛВП [5]. Далее ЛВП означает локально
выпуклое пространство, абсолютно выпуклое подмножество вещественного ЛВП есть выпуклое и
симметричное множество, span C — линейная оболочка множества C, ‖ · ‖C — функционал Минков-
ского множества C.

Определение 1. Пусть E — полное вещественное ЛВП, Φ : E → R. Скажем, что функцио-
нал Φ : E → R компактно непрерывен (K-непрерывен), компактно дифференцируем (дважды

K-дифференцируем и т. д.) в точке y ∈ E, если для любого абсолютно выпуклого компакта C ⊂ E

сужение Φ на (y +spanC) соответственно непрерывно, дифференцируемо по Фреше (дважды диффе-
ренцируемо по Фреше и т. д.) в точке y относительно нормы ‖ · ‖C в подпространстве EC = spanC,
порожденной C.

Замечание 1. Отметим, что в конечномерном случае K-непрерывность, K-дифференцируемость и
т.д. совпадают соответственно с классической непрерывностью, дифференцируемостью и т.д. Однако
в бесконечномерном случае K-аналитические свойства функционала, вообще говоря, слабее соответ-
ствующих классических аналитических свойств. Простые примеры K-непрерывных, но разрывных
в обычном смысле функционалов связаны с переходом к слабой топологии (см. [5, пример 2.1.3]).
Важным является то обстоятельство, что вариационные функционалы в пространствах Соболева при
достаточно общих условиях обладают K-аналитическими свойствами, но не обладают соответству-
ющими классическими аналитическими свойствами.

В данной работе, как уже было сказано, рассматриваются более общие, чем K-псевдополиномиаль-
ные, условия, обеспечивающие подходящие аналитические свойства вариационных функционалов в
C1-гладких точках пространств Соболева W 1,p[a; b] (1 6 p < ∞).

2. ДОМИНАНТНАЯ ОЦЕНКА РОСТА ИНТЕГРАНТА И КОРРЕКТНАЯ ОПРЕДЕЛЕННОСТЬ

ВАРИАЦИОННЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ В W 1,p[a; b]

Определение 2. Будем говорить, что борелевская функция f : Rx × Ry × Rz → R удовлетворяет
доминантной оценке порядка p роста по z (обозначение: f ∈ Bp(z), 0 < p < ∞), если для любого
компакта C ⊂ Rx ×Ry существуют неотрицательные константы A1(C) и A2(C) такие, что для любых
(x, y) ∈ C и z ∈ Rz, f допускает оценку

∣∣f(x, y, z)
∣∣ 6 A1(C) + A2(C)|z|p. (3)

Напомним определение доминантно по x, y ограниченной функции [9].

Определение 3. Борелевская функция P : Rx × Ry × Rz → R называется доминантно (по

переменным x, y) ограниченной (обозначение: P ∈ Bdom(z)), если для любого компакта C ⊂ Rx×Ry

функция P ограничена на множестве C × Rz.

Приведем важный класс примеров функций f ∈ Bp(z) — псевдополиномы порядка p с доминантно
ограниченными коэффициентами. Нетрудно проверить, что справедливо следующее
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Предложение 1. Если борелевская функция f представима в виде

f(x, y, z) = P (x, y, z) + Q(x, y, z) zp (p ∈ N),

где P ∈ Bdom(z) и Q ∈ Bdom(z), то f ∈ Bp(z).

Замечание 2. Утверждение предложения 1 справедливо и для псевдополиномов более общего
вида:

f(x, y, z) =

p∑

k=0

Pk(x, y, z) zk (p ∈ N),

где Pk ∈ Bdom(z).

Покажем теперь, что условие (3) для интегранта гарантирует корректную определенность основ-
ного вариационного функционала в W 1,p[a; b], а также позволяет дать удобную локальную оценку
функционала на компактах из W 1,p[a; b].

Предварительно напомним определение пространств Соболева W 1,p[a; b], 1 6 p < ∞.

Определение 4. Пространство W 1,p[a; b] состоит из абсолютно непрерывных на [a; b] функций
y = y(x), для которых y′ ∈ Lp[a; b]. Норма в W 1,p[a; b] обычно вводится следующим образом:

‖y‖W 1,p =




b∫

a

|y(x)|pdx +

b∫

a

|y′(x)|pdx




1/p

=
(
‖y‖p

Lp
+ ‖y′‖p

Lp

)1/p

.

Как известно, соотношение между соболевскими нормами в пространствах W 1,p[a; b] и W 1,1[a; b]

при 1 6 p < ∞ имеет вид

‖y‖W 1,1 6 N1p ‖y‖W 1,p , (4)

где N1p = (2(b − a))
(p−1)/p.

Теорема 1. Если интегрант f ∈ Bp(z) (1 6 p < ∞), то вариационный функционал Эйлера–

Лагранжа

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′) dx
(
y(·) ∈ W 1,p[a; b]

)

всюду определен в пространстве W 1,p[a; b]. Кроме того, для любого компакта C∆ ⊂ W 1,p[a; b] при

y(·) ∈ C∆ справедлива локальная оценка:

∣∣Φ(y)
∣∣ 6 α(C∆) + β(C∆)‖y‖p

W 1,p , (5)

где коэффициенты α и β зависят только от выбора компакта C∆; α, β > 0.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательное отображение:

e :
(
W 1,p[a; b]

)
× [a; b] → R, e(y, x) = y(x).

Поскольку сходимость в W 1,p[a; b], как известно, сильнее равномерной сходимости, то

(
y

W 1,p

−−−→ 0, x → 0

)
=⇒ (y(x) = e(y, x) → 0) .

Отсюда ввиду билинейности e следует непрерывность e всюду в W 1,p[a; b] × [a; b]. Следовательно, по
теореме Вейерштрасса множество

CY := C∆

(
[a; b]

)
=

⋃

y∈C∆

y
(
[a; b]

)
— компакт в R.
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Так как по условию теоремы f ∈ Bp(z), то при (x, y) ∈ C = [a; b]×CY выполнена оценка интегранта
вида (3). Отсюда при y(·) ∈ C∆ получаем оценку

∣∣Φ(y)
∣∣ 6

b∫

a

∣∣f(x, y, y′)
∣∣dx 6

b∫

a

(
A1(C) + A2(C)|y′|p

)
dx = (b − a)A1(C)+

+A2(C)

b∫

a

|y′|pdx =: α(C∆) + β(C∆) ‖y′‖p
Lp 6 α(C∆) + β(C∆) ‖y‖p

W 1,p ,

т. е. оценка (5) выполнена. ¤

3. C-ДОМИНАНТНАЯ ОЦЕНКА РОСТА ИНТЕГРАНТА И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ВАРИАЦИОННЫХ

ФУНКЦИОНАЛОВ В W 1,p[a; b]

Определение 5. Будем говорить, что непрерывная функция f ∈ Bp(z) (0 < p < ∞) удовлетворяет
C-доминантной оценке порядка p роста по z (обозначение: f ∈ CBp(z)), если для любого компакта
C ⊂ Rx × Ry и для любых приращений h, k соответственно переменных y, z при (x, y) ∈ C и z ∈ Rz

приращение f допускает оценку

|∆yzf(x, y, z;h, k)| = |f(x, y + h, z + k) − f(x, y, z)| 6 A1(C;h, k) + A2(C;h, k) |z|p, (6)

где коэффициенты Ai (i = 1, 2) — неотрицательные борелевские функции от h, k, удовлетворяющие
следующим условиям:

(i) Ai локально по h ограничены равномерно по k;

(ii) Ai(C;h, k) = o(1) при h, k → 0.
(7)

Заметим, что из условий (6), (7) следует равномерная непрерывность f на C × Rz.
Напомним определение доминантно непрерывной функции [9].

Определение 6. Непрерывная функция P : Rx ×Ry × Rz → R называется доминантно (по пере-

менным x, y) непрерывной по z (обозначение: P ∈ Cdom(z)), если для любого компакта C ⊂ Rx ×Ry

функция P равномерно непрерывна и ограничена на множестве C × Rz.

Приведем важный класс примеров функций f ∈ CBp(z).

Предложение 2. Если непрерывная функция f представима в виде

f(x, y, z) = P (x, y, z) + Q(x, y, z) zp (p ∈ N),

где P ∈ Cdom(z) и Q ∈ Cdom(z), то f ∈ CBp(z).

Доказательство. Пусть функция f удовлетворяет условию предложения. Тогда

∆yzf(x, y, z;h, k) = P (x, y + h, z + k) + Q(x, y + h, z + k)(z + k)p−

− [P (x, y, z) + Q(x, y, z)zp] ± Q(x, y + h, z + k)zp = [P (x, y + h, z + k) − P (x, y, z)] +

+ [Q(x, y + h, z + k) − Q(x, y, z)] zp + Q(x, y + h, z + k) [(z + k)p − zp] . (8)

Из (8) следует оценка

|∆yzf(x, y, z;h, k)| 6 |∆yzP (x, y, z;h, k)| + |∆yzQ(x, y, z;h, k)| |z|p+

+ |Q(x, y + h, z + k)| |(z + k)p − zp| =: Ã1 + Ã2 |z|
p + Ã3 |(z + k)p − zp|. (9)

Обозначим с учетом доминантной непрерывности соответствующих выражений в (9)

B1(C;h, k) = sup
(x,y,z)∈C×Rz

Ã1(x, y, z;h, k); B2(C;h, k) = sup
(x,y,z)∈C×Rz

Ã2(x, y, z;h, k);
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B3(C;h, k) = sup
(x,y,z)∈C×Rz

Ã3(x, y, z;h, k)

∣∣∣∣
(z + k)p − zp

zp−1k

∣∣∣∣ . (10)

При этом Ã1(x, y, z;h, k) = o(1), Ã2(x, y, z;h, k) = o(1) доминантно по x, y, т. е. равномерно на множе-
стве C×Rz. Поэтому также и B1(C;h, k) = o(1), B2(C;h, k) = o(1) при h, k → 0. Наконец, поскольку
Ã1, Ã2 и Ã3 ограничены локально по h, равномерно по k и доминантно по x, y, то и B1, B2, B3

ограничены локально по h и равномерно по k. Из (9) и (10) находим:

|∆yzf(x, y, z;h, k)| 6 B1(C;h, k) + B2(C;h, k)|z|p + B3(C;h, k)|z|p−1|k| 6

6 B1(C;h, k) + B2(C;h, k)|z|p + B3(C;h, k)|k|(1 + |z|p) =
[
B1(C;h, k)+

+B3(C;h, k)|k|
]
+

[
B2(C;h, k) + B3(C;h, k)|k|

]
|z|p =: A1(C;h, k) + A2(C;h, k)|z|p,

где коэффициенты A1, A2 удовлетворяют условиям (7). ¤

Замечание 3. Утверждение предложения 2 справедливо, как нетрудно убедиться, и для псевдо-
полиномов более общего вида:

f(x, y, z) =

p∑

k=0

Pk(x, y, z) zk (p ∈ N),

где Pk ∈ Cdom(z).

Установим общий факт о тождестве K-непрерывности и непрерывности для отображений в бана-
ховых пространствах. Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть E,F — банаховы пространства. Если отображение Φ : E → F K-непре-

рывно в точке y ∈ E, то оно непрерывно и в обычном смысле в этой точке.

Доказательство. Допустим противное: отображение Φ(y) разрывно в точке y. Тогда

∃ hn
E
−→ 0, ∃ ε0 > 0 : ‖Φ(y + hn) − Φ(y)‖F > ε0 (n = 1, 2, . . .).

Рассмотрим а.в. компакт C = a.co{hn}. По теореме о промежуточных компактах [10, теорема 2.2]

∃ C ′ ∈ C (E) : EC →֒→֒ EC′ →֒→֒ E,

где C (E) — система всех абсолютно выпуклых компактов в E. Так как {hn} ⊂ C, то из ограни-
ченности {hn} в EC следует (по компактности вложения EC в EC′) предкомпактность {hn} в EC′ .
Следовательно, по теореме Больцано –Вейерштрасса из {hn} можно выделить некоторую подпосле-

довательность hnk

EC′

−−→ 0. Получаем (по непрерывности Φ в EC′):

‖Φ(y + hnk
) − Φ(y)‖F → 0 при hnk

EC′

−−→ 0.

Но по допущению ‖Φ(y + hnk
) − Φ(y)‖F > ε0. Пришли к противоречию. Таким образом, отображе-

ние Φ(y) непрерывно в точке y ∈ E. ¤

Покажем теперь, что условие (6) для интегранта гарантирует K-непрерывность, а в силу теоремы 2
и непрерывность основного вариационного функционала в W 1,p[a; b].

Теорема 3. Если интегрант f ∈ CBp(z) (1 6 p < ∞), то вариационный функционал непреры-

вен всюду в W 1,p[a; b].

Доказательство. Фиксируем y(·) ∈ W 1,p[a; b] и положим C = [a; b] × y([a; b]). Фиксируем также
абсолютно выпуклый компакт C∆ ⊂ W 1,p[a; b] и выберем h ∈ C∆. При этом ввиду ограниченности C∆

по соболевской норме C∆ ограничен и по равномерной норме, откуда |h(x)| 6 δh для любых x ∈ [a; b],
h ∈ C∆, при некотором δh > 0. Проведем оценку ∆Φ(y, h), используя представление (6):

∣∣Φ(y + h) − Φ(y)
∣∣ 6

b∫

a

∣∣f(x, y + h, y′ + h′) − f(x, y, y′)
∣∣dx 6
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6

b∫

a

A1 (C;h, h′) dx +

b∫

a

A2 (C;h, h′) |y′|pdx, (11)

где коэффициенты A1, A2 — неотрицательные борелевские функции от h и h′, удовлетворяющие
условиям (7) (при k = h′). Далее, для любого фиксированного δ > 0 обозначим

eδ =
{
x ∈ [a; b]

∣∣ |h(x)| < δ, |h′(x)| < δ
}

, eδ =
{
x ∈ [a; b]

∣∣ |h(x)|p + |h′(x)|p > δ p
}

. (12)

Так как ‖h‖p
W 1,p > δp · mes (eδ), то

(
‖h‖W 1,p 6 δ(p+1)/p

)
=⇒

(
mes (eδ) < δ

)
. (13)

Таким образом, (
‖h‖W 1,p → 0

)
=⇒

(
mes (eδ) → 0

)
при δ → 0. (14)

Будем далее предполагать, что неравенство слева в (13) выполнено. Проведем отдельно оценку
каждого из интегралов справа в (11), используя условия (7).

Для произвольного ε > 0 выберем δ < ε так, чтобы

(|h(x)| < δ, |h′(x)| < δ) ⇒ (A1(C;h, h′) < ε) .

Тогда, используя (12), (13), приходим к оценке

b∫

a

A1(C;h, h′)dx 6

∫

eδ

A1(C;h, h′)dx +

∫

eδ

A1(C;h, h′)dx <

< εmes (eδ) + MA1
mes (eδ) < ε (b − a) + MA1

ε = ε ((b − a) + MA1
) ,

где MA1
= sup

x∈[a;b], h∈C∆

A1(C;h, h′). Таким образом, в силу (14) получаем:

b∫

a

A1(C;h, h′) dx → 0 при ‖h‖W 1,p → 0.

Перейдем к оценке второго интеграла справа в (11), используя условия (7) и свойство абсолютной
непрерывности интеграла Лебега [11]. Для произвольного ε > 0 выберем δ < ε так, чтобы

(|h(x)| < δ, |h′(x)| < δ) =⇒


A2(C;h, h′) < ε и

∫

eδ

|y′|pdx < ε


 .

Тогда, используя (12), (13), приходим к оценке

b∫

a

A2(C;h, h′)|y′|pdx 6

∫

eδ

A2(C;h, h′)|y′|pdx +

∫

eδ

A2(C;h, h′)|y′|pdx <

< ε

∫

eδ

|y′|pdx + MA2

∫

eδ

|y′|pdx < ε

b∫

a

|y′|pdx + MA2
ε 6 ε ‖y′‖p

Lp + MA2
ε 6 ε

(
‖y‖p

W 1,p + MA2

)
,

где MA2
= sup

x∈[a;b], h∈C∆

A2(C;h, h′). Таким образом, в силу (14) получаем

b∫

a

A2(C;h, h′)|y′|pdx → 0 при ‖h‖W 1,p → 0.

Тогда
∣∣Φ(y + h) − Φ(y)

∣∣ → 0 при ‖h‖W 1,p → 0 и h ∈ span (C∆). Тем более, это верно при
h ∈ span (C∆) и ‖h‖C∆

→ 0 для любого абсолютно выпуклого компакта C∆ ⊂ W 1,p[a; b]. Следо-
вательно, вариационный функционал Φ(y) K-непрерывен всюду в W 1,p[a; b], откуда по теореме 2 он
непрерывен всюду в W 1,p[a; b]. ¤

Дадим теперь общее определение Cn-доминантной оценки роста при любом n ∈ N.
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4. C n-ДОМИНАНТНАЯ ОЦЕНКА РОСТА ИНТЕГРАНТА И n-КРАТНАЯ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ

ВАРИАЦИОННЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ В W 1,p[a; b]

Определение 7. Будем говорить, что n раз непрерывно дифференцируемая функция
f ∈ Cn−1Bp(z) (n ∈ N, 0 < p < ∞) удовлетворяет Cn-доминантной оценке порядка p роста

по z (обозначение: f ∈ CnBp(z)), если для любого компакта C ⊂ Rx × Ry и для любых прираще-
ний h, k соответственно переменных y, z при (x, y) ∈ C и z ∈ Rz остаточный член формулы Тейлора
первого порядка для ∇n−1

yz f допускает оценку

∣∣(∆yz

(
∇n−1

yz f
)
−∇yz

(
∇n−1

yz f
))

(x, y, z)(h, k)
∣∣ =

=
∣∣[∇n−1

yz f(x, y + h, z + k) −∇n−1
yz f(x, y, z)

]
−∇yz

(
∇n−1

yz f(x, y, z)
)
· (h, k)

∣∣ 6

6 A1(C;h, k) + A2(C;h, k)|z|p, (15)

где коэффициенты Ai (i = 1, 2) — неотрицательные борелевские функции от h, k, удовлетворяющие
следующим условиям:

(i) Ai локально по h ограничены равномерно по k;

(ii) Ai(C;h, k) = o(|h| + |k|) при h, k → 0.
(16)

Заметим, что из определения следует n-кратная равномерно непрерывная дифференцируемость f

на C × Rz для любого компакта C ⊂ Rx × Ry.

Лемма 1. Справедливо включение

CnBp−k(z) ⊂ CnBp(z) (0 < k < p < ∞).

Доказательство. Пусть функция f ∈ CnBp−k(z). Тогда по определению 7 имеем:

∣∣(∆yz

(
∇n−1

yz f
)
−∇yz

(
∇n−1

yz f
))

(x, y, z)(h, k)
∣∣ 6

6 A1(C;h, k) + A2(C;h, k)|z|p−k
6 A1(C;h, k) + A2(C;h, k) (1 + |z|p) 6

6
[
A1(C;h, k) + A2(C;h, k)

]
+ A2(C;h, k)|z|p =: Ã1(C;h, k) + Ã2(C;h, k)|z|p,

где коэффициенты Ã1, Ã2 удовлетворяют условиям (16). Таким образом, функция f ∈ CBp(z). ¤

Напомним определение доминантно Cn-гладкой функции [9].

Определение 8. Будем говорить, что n раз непрерывно дифференцируемая функция P : Rx ×

× Ry × Rz → R называется доминантно (по переменным x, y) Cn-гладкой по z (обозначение:
P ∈ Cn

dom(z)), если для любого компакта C ⊂ Rx × Ry отображения P , ∇yzP ,. . . , ∇n
yzP равномерно

непрерывны и ограничены на множестве C×Rz. Другими словами, P ∈ Cdom(z), ∇yzP ∈ Cdom(z),. . . ,
∇n

yzP ∈ Cdom(z).

Приведем важный класс примеров функций f ∈ CnBp(z).

Предложение 3. Если n раз непрерывно дифференцируемая функция f представима в виде

f(x, y, z) = P (x, y, z) + Q(x, y, z) zp (p ∈ N, n + 1 6 p < ∞) ,

где P ∈ Cn
dom(z) и Q ∈ Cn

dom(z), то f ∈ CnBp(z).

Доказательство. Пусть функция f удовлетворяет условию предложения. Покажем вначале спра-
ведливость предложения для n = 1. Аналогично доказательству предложения 2 с учетом доминантной
гладкости соответствующих выражений получим оценку

|∆yzf(x, y, z;h, k) −∇yzf(x, y, z) · (h, k)| 6 A1(C;h, k) + A2(C;h, k)|z|p,

где коэффициенты A1, A2 удовлетворяют условиям (16) определения 7 при n = 1. Следовательно,
f ∈ C1Bp(z).
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Заметим, что функции P и Q в предложении могут быть векторнозначными.
Далее для градиента 1-го порядка от функции f имеем:

∇yzf(x, y, z) =

((
∂P

∂y
+

∂Q

∂y
zp

)
(x, y, z);

(
∂P

∂z
+

∂Q

∂z
zp + Q pzp−1

)
(x, y, z)

)
=

=
[
∇yzP (x, y, z) + ∇yzQ(x, y, z) zp

]
+

(
O;Q(x, y, z) p

)
zp−1 =: f1(x, y, z) + f2(x, y, z),

где f1 ∈ C1Bp(z) и f2 ∈ C1Bp−1(z) по условию предложения, верного, как мы показали выше,
для n = 1. Так как по лемме 1 f2 ∈ C1Bp(z), то в силу линейности пространства C1Bp(z) функ-
ция ∇yzf(x, y, z) = f1(x, y, z) + f2(x, y, z) ∈ C1Bp(z). Следовательно, по определению 7 для n = 2

f ∈ C2Bp(z).
Продолжая аналогично для градиента (n − 1)-го порядка функции f , имеем:

∇n−1
yz f(x, y, z) = f1(x, y, z) + f2(x, y, z) + . . . + fn(x, y, z),

где fi := Pi + Qi zp−i+1, Pi, Qi ∈ Cdom(z) (i = 1, n). При этом по условию предложения (n = 1)

f1 ∈ C1Bp(z), f2 ∈ C1Bp−1(z), . . . , fn ∈ C1Bp−n+1(z).

Так как по лемме 1 f2, . . . , fn ∈ C1Bp(z), то в силу линейности пространства C1Bp(z) функция
∇n−1

yz f(x, y, z) = f1(x, y, z) + f2(x, y, z) + . . . + fn(x, y, z) принадлежит C1Bp(z). Следовательно, по
определению 7 f ∈ CnBp(z). ¤

Замечание 4. Утверждение предложения 3 также справедливо и для псевдополиномов более
общего вида:

f(x, y, z) =

p∑

k=0

Pk(x, y, z) zk (p ∈ N, n + 1 6 p < ∞) ,

где Pk ∈ Cn
dom(z).

Далее установим по индукции общий факт о тождестве n-кратной H-дифференцируемости
и n-кратной дифференцируемости для отображений в банаховых пространствах. Напомним, что
H-дифференцируемость (или дифференцируемость по Адамару) означает сильную дифференцируе-
мость на всех подпространствах, порожденных компактами относительно исходной нормы. Справед-
лива следующая

Теорема 4. Пусть E, F — банаховы пространства. Если отображение Φ : E → F n раз

H-дифференцируемо в точке y ∈ E, то оно n раз дифференцируемо в этой точке.

Доказательство. Покажем, что теорема верна при n = 1. Аналогично доказательству теоремы 2
методом от противного доказывается, что отображение Φ(y) дифференцируемо в точке y.

Предположим, что теорема верна при n = m и докажем справедливость теоремы для
(m + 1)-го случая. Также аналогично доказательству теоремы 2 методом от противного доказыва-
ется, что отображение Φ(y) m + 1 раз дифференцируемо в точке y.

Таким образом, на основании метода математической индукции доказана n-кратная дифференци-
руемость отображения Φ в точке. ¤

Также по индукции покажем теперь, что условие определения 7 для интегранта гарантирует
n-кратную H-дифференцируемость, а в силу теоремы 4 и n-кратную дифференцируемость основного
вариационного функционала во всех C1-гладких точках из W 1,p[a; b], т. е. справедлива

Теорема 5. Если интегрант f ∈ CnBp(z) (n 6 p < ∞), то вариационный функционал n раз

дифференцируем во всех C1-гладких точках из W 1,p[a; b]. При этом справедливо равенство

Φ(n)(y)(h)n =

b∫

a

(
∂

∂y
h +

∂

∂z
h′

)n

f(x, y, y′)dx. (17)
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Доказательство. Покажем справедливость теоремы при n = 1. Вначале докажем K-непре-
рывность, а в силу теоремы 2 и непрерывность формального дифференциала Адамара dHΦ(y, h)

в W 1,p[a; b]. Фиксируем y(·) ∈ C1[a; b] ⊂ W 1,p[a; b] и положим C = [a; b] × y([a; b]). Фиксируем а.в.
компакт C∆ ⊂ W 1,p[a; b] и выберем h ∈ C∆. При этом множество

{
|h(x)|

∣∣h ∈ C∆, x ∈ [a; b]
}
ограни-

чено. Оценим этот дифференциал

∣∣dHΦ(y, h)
∣∣ 6

b∫

a

(∣∣∣∣
∂f(x, y, z)

∂y

∣∣∣∣ |h| +
∣∣∣∣
∂f(x, y, z)

∂z

∣∣∣∣ |h
′|

)
dx 6

6 max

(
sup

x∈[a,b]

∣∣∣∣
∂f(x, y, z)

∂y

∣∣∣∣ , sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣
∂f(x, y, z)

∂z

∣∣∣∣

) b∫

a

(|h| + |h′|) dx 6 M N1p ‖h‖W 1,p ,

где N1p — соответствующая соболевская константа (см. определение 4, неравенство (4)). Тогда
‖dHΦ(y, ·)‖W 1,p 6 M N1p для любого а.в. компакта C∆ ⊂ W 1,p[a; b], откуда формальный диффе-
ренциал Адамара dHΦ(y, h) K-непрерывен в W 1,p[a; b]. Следовательно, по теореме 2 он непрерывен
в W 1,p[a; b].

Проведем оценку ∆Φ(y, h) − dHΦ(y, h), используя условие (15) (n = 1):

∣∣∆Φ(y, h) − dHΦ(y, h)
∣∣ 6

b∫

a

∣∣ (∆yzf −∇yzf) (x, y, y′)(h, h′)
∣∣dx 6

6

b∫

a

A1(C;h, h′)dx +

b∫

a

A2(C;h, h′)|y′|pdx, (18)

где коэффициенты A1, A2 — неотрицательные борелевские функции от h и h′, удовлетворяющие
условиям (16) (при k = h′). Аналогично доказательству теоремы 3 оценивается отдельно каждый из
интегралов справа в (18) при условии, что y ∈ C1[a; b]. Из (18) получаем в итоге

∣∣∆Φ(y, h) − dHΦ(y, h)
∣∣ → 0 при ‖h‖C∆

→ 0

для любого а.в. компакта C∆ ⊂ W 1,p[a; b], что и означает H-дифференцируемость вариационного
функционала Φ(y) во всех C1-гладких точках из W 1,p[a; b], а также справедливость равенства (17)
(n = 1).

Следовательно, по условию теоремы 4 для n = 1 он дифференцируем во всех C1-гладких точках
из W 1,p[a; b].

Предположим, что теорема верна при n = m и докажем справедливость теоремы для (m + 1)-го
случая. Вначале аналогично случаю n = 1 оценим формальный дифференциал Адамара dm+1

H Φ(y, h):

∣∣dm+1
H Φ(y, h)

∣∣ 6

b∫

a

∣∣∣∣∣

m+1∑

k=0

Ck
m+1

∂m+1f(x, y, z)

∂ky ∂m+1−kz
hk(h′)m+1−k

∣∣∣∣∣ dx 6

6

b∫

a

(
m+1∑

k=0

Ck
m+1

∣∣∣∣
∂m+1f(x, y, z)

∂ky ∂m+1−kz

∣∣∣∣ |h|
k|h′|m+1−k

)
dx 6

6 max
k

(
sup

x∈[a,b]

∣∣∣∣
∂m+1f(x, y, z)

∂ky ∂m+1−kz

∣∣∣∣

) b∫

a

(
m+1∑

k=0

Ck
m+1|h|

k|h′|m+1−k

)
dx 6

6 M1

m+1∑

k=0

Ck
m+1




b∫

a

|h|pdx




k
p




b∫

a

|h′|
p(m+1−k)

p−k dx




p−k
p

6 M1M2

m+1∑

k=0

Ck
m+1‖h‖

k
Lp

‖h′‖p−k
Lp

=

= M1M2

m+1∑

k=0

Ck
m+1‖h‖

k
Lp

‖h′‖m+1−k
Lp

‖h′‖p−m−1
Lp

= M1M2

(
‖h‖Lp

+ ‖h′‖Lp

)m+1
‖h′‖p−m−1

Lp
6
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6 M1M2M3‖h‖
m+1
W 1,p‖h‖

p−m−1
W 1,p = M1M2M3‖h‖

p
W 1,p .

Тогда
∥∥dm+1

H Φ(y, ·)
∥∥

W 1,p 6 M1M2M3M4 для любого а.в. компакта C∆ ⊂ W 1,p[a; b], откуда фор-

мальный дифференциал Адамара dm+1
H Φ(y, h) (m + 1) раз K-непрерывен в W 1,p[a; b]. Следовательно,

по теореме 2 он (m + 1) раз непрерывен в W 1,p[a; b].

Проведем оценку ∆mΦ(y, h) − dm+1
H Φ(y)(h)m+1, используя условие (15) для ∇m

yzf :

∣∣∆mΦ(y, h) − dm+1
H Φ(y)(h)m+1

∣∣ 6

b∫

a

∣∣(∆yz

(
∇m

yzf
)
−∇

(
∇m

yzf
))

(x, y, y′)(h, h)
∣∣ 6

6

b∫

a

A1(C;h, h′)dx +

b∫

a

A2(C;h, h′)|y′|pdx, (19)

где коэффициенты A1, A2 — неотрицательные борелевские функции от h и h′, удовлетворяющие

условиям (16) (при k = h′). Аналогично случаю n = 1 из (19) получаем в итоге

∣∣∆mΦ(y, h) − dm+1
H Φ(y)(h)m+1

∣∣ → 0 при ‖h‖C∆
→ 0 (20)

для любого а.в. компакта C∆ ⊂ W 1,p[a; b].

Так как по предположению вариационный функционал m раз H-дифференцируем и справедливо

условие (20), то формальный дифференциал Адамара порядка m + 1 есть дифференциал Адамара

порядка m + 1. Это и означает (m + 1)-кратную H-дифференцируемость функционала Φ(y) во всех

C1-гладких точках из W 1,p[a; b], а также справедливость равенства (17). Следовательно, по теореме 4

он (m + 1) раз дифференцируем во всех C1-гладких точках из W 1,p[a; b].

Таким образом, на основании метода математической индукции доказана n-кратная дифференци-

руемость функционала Φ(y) во всех C1-гладких точках из W 1,p[a; b]. ¤

Результаты И. В. Орлова получены при финансовой поддержке регионального гранта РФФИ

(проект № 15-41-01005).
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Dominant Integrands Growth Estimates

and Smoothness of Variational Functionals in Sobolev Spaces
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For variational functionals in Sobolev spaces {W 1,p} (1 6 p < ∞) we introduce a sequence of so-called dominant "growth

estimates" for the gradient of appropriate order of the integrand, each of which guarantees the appropriate level of smoothness

of variational functional in the C1-smooth points of the Sobolev space. Earlier studied K-pseudopolynomial representations of the

integrand are particular cases of dominant growth estimates. However, unlike the pseudopolynomial case (p ∈ N), our approach

enables us to consider variational problems on the complete Sobolev scale (1 6 p < ∞).

Key words: variational functional, Sobolev spaces, integrant, dominant growth estimates, dominating mixed smoothness, variational

problems.
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