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На основе несвязной термоупругости исследуется динамическое поведение гео-

метрически нерегулярных пластин под действием быстропеременных по времен-

ной координате температурных и силовых воздействий на основные поверхно-

сти. Предлагается подход, позволяющий получить аналитическое решение тер-

моупругой динамической задачи для пластинки при неоднородных граничных

условиях на всех четырех краях. Проводится количественный анализ влияния

геометрических и термомеханических параметров упругой системы на измене-
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Рассмотрим геометрически нерегулярную [1] изотропную пласти-

ну в условиях конвективного теплообмена через основные поверхно-

сти с окружающей средой. В некоторый момент времени t1 в точке с

координатами (x1, y1) прикладывается сосредоточенная сила q, дей-

ствие которой продолжается до момента t2. На этом же временном

интервале |t2 − t1| происходит скачкообразное изменение темпера-

туры окружающей среды на постоянную величину T+
1 . Предпола-

гается, что пластинка испытывает линейное демпфирование. Ввиду

отсутствия внутренних источников тепла температурное поле при-

нимается линейным по толщине h и высоте hi подкрепляющих ре-

бер, расположенных симметрично относительно срединной плоско-

сти пластинки Θ(x, y, z) = θ0(x, y) + z
h
θ1(x, y, ). Решение несвязной

термодинамической задачи сводится к интегрированию сингулярного

дифференциального уравнения [1, 2]:
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=
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+
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α∇2θ1, (1)

где δ(x − x̃i) — дельта-функции Дирака, H(t − tl) (l = 1, 2) — функции Хевисайда неопределенные

и ограниченные в точках tl временной оси , µ — коэффициент демпфирования, βi

D
= Φ3i

(
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)3
ai,
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12(1−ν2) , Φ3i = 1 + 3 h
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+ 3
(

h
hi

)2

, θ1(x, y) — температурная функция, которая

является интегралом дифференциальных уравнений [3–8]
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Здесь обозначено: β — коэффициент температуропроводности, λ — коэффициент теплопроводности,

hi/h — относительная высота ребер и hi/h 6 5 [2], κ
± — коэффициенты теплоотдачи с основных

плоскостей пластинки и торцов ребер, T± — температуры окружающей среды со стороны основных

поверхностей, ϕi(x, x̃i, ai) = H
(
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(
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2

))
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))
, lim

ai→0
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h
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, κ± = κ
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−, κ±

i = κ
+
i ± κ

−

i , n — число ребер.

Совокупность уравнений (1)–(3) образует основную систему несвязной термоупругости геомет-

рически нерегулярной пластинки в рамках модели типа Лява и теории теплопроводности Фурье.

Следует отметить, что: 1) если коэффициенты теплопроводности одинаковы, то система сингулярных

дифференциальных уравнений (2), (3) распадается на два самостоятельных уравнения относительно

температурных функций θp(x, y) (p = 0, 1); 2) во многих технических приложениях относительная ши-

рина подкрепляющих элементов мала: ai/a 6 0.01. По этой причине в уравнениях системы (2), (3) на

основании гипотезы «сжатых ребер», отсутствия внутренних источников тепла и симметричного рас-

положения ребер относительно срединной плоскости пластинки слагаемые, содержащие δ-функции,

можно опустить [1, 3]. Тогда, при определении температурной функции θ1(x, y, t) для пластинки, со

стороны внешней плоскости которой происходит скачкообразное изменение температуры окружающей

среды на малом временном интервале |t2 − t1| ≪ 1, следует исходить из уравнения

1

β
θ1,t −∇2θ1 +

(
12

h2
+ 6

κ

λh

)
θ1 = 6

κ

λh

〈
T+

0 + T+
1 [H(t − t1) − H(t − t2)] − T−

〉
. (4)

2. Решение несвязной термоупругости геометрически нерегулярной пластинки при однородных

краевых условиях (шарнирное опирание)

x = 0, x = a : w = 0, M11 = 0, θ1 = 0,

y = 0, y = b : w = 0, M22 = 0, θ1 = 0;
(5)
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будем разыскивать в виде двойных тригонометрических рядов с переменными по временной коорди-

нате коэффициентами

w (x, y, t) =
∑

km

wkm(t) sin
kπx

a
sin

mπy

b
, θ1 (x, y, t) =

∑

km

ϑkm(t) sin
kπx

a
sin

mπy

b
,

где ϑkm(t) на основании стандартных процедур метода двойных тригонометрических рядов являются

интегралами дифференциальных уравнений [2,9]:
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и запишутся в виде
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)
, (6)

а коэффициенты wkm(t) на основании процедуры Галеркина являются интегралами дифференциаль-

ных уравнений:
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Здесь обозначено
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При выполнении неравенства

4
gD

γha4

H̃i

Hi

>

(
µg

γhHi

)2

фундаментальная система функций для соответствующего (7) однородного дифференциального урав-

нения запишется

ϕ1
km(t) = e−µ̃t sin(Kkmt), ϕ2

km(t) = e−µ̃t cos(Kkmt),

здесь
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2γhHi
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2
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√

4
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h

) 1
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i

.

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения (7) запишется в виде

wkm(t) =
(
C1

km sin(Kkmt) + C2
km cos(Kkmt)

)
e−µ̃t + A3

km + B3
kme−

βSkm

a2 t+

+

2∑

l=1

(
Dl

km1 sin(Kkmt) + Dl
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H(t − tl)+

+

2∑

l=1

(
F l

km1 sin(Kkmt) + F l
km2 cos(Kkmt) + w̃′

l

km

)
H(t − tl).
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Постоянные Dl
km1, Dl

km2, F l
km1, F l

km2 являются решениями алгебраических систем [9, 10]
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b
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+

gD

γha4

H̃i

Hi

,

A3
km =

1 + ν

h

a2LkmαE2
km

H̃i

, B3
km =
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Постоянные интегрирования Cl
km (l = 1, 2) определяются из начальных условий. При 0 6 t < t1

пластина находилась в покое w = 0, w,t = 0.

3. Задача значительно усложняется в случае неоднородных краевых условий. Предположим, что

на краях гладкой пластинки поддерживается постоянный по толщине перепад температуры θ̃1, тогда

краевые условия (5) перепишутся через функцию прогиба в виде

при x = 0, x = a : w = 0, w,11 = −
1 + ν

h
αθ̃1, θ1 = θ̃1, (8)

при y = 0, y = a : w = 0, w,22 = −
1 + ν

h
αθ̃1, θ1 = θ̃1. (9)

Температурная функция θ1 в этом случае запишется

θ1(x, y, t) =
∑

km

ϑkm(t) sin
kπx

a
sin

mπy

b
+ θ̃1,

где ϑkm(t) определяется формулой (6), в которой предварительно E2
km следует взять в виде

E2
km = 6

κa

λ

a

h

∆Tkm

Skm

−

(
6

κa

λ

a

h
+ 12

(a

h

)2
)

ekm

Skm

θ̃1.

Определить функцию f(x, y), тождественно удовлетворяющую всем условиям (8), (9), и искать

решение термодинамической задачи в виде

w(x, y, t) =
∑

km

wkm(t) sin
kπx

a
sin

mπy

b
+ f(x, y)

не представляется возможным. По этой причине решение запишем в виде, тождественно удовлетво-

ряющем только условиям (8)

w(x, y, t) =
∑

km

wkm(t) sin
kπx

a
sin

kπy

b
+

∑

k

fk(y) sin
kπx

a
−

1 + ν

h
αθ̃1

1

2

(
x2 − ax

)
, (10)

где fk(y) =
3∑

l=0

Ak
l yl.

Механика 445



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2015. Т. 15, вып. 4

Подстановка (10) в краевые условия (9) приводит к равенствам:

при y = 0

∑

k

Ak
0 sin

kπx

a
=

1 + ν

h
αθ̃1

1

2
(x2 − ax),

∑

k

Ak
2 sin

kπx

a
= −

1 + ν

2h
αθ̃1; (11)

при y = b

∑

k

3∑

l=0

Ak
l bl sin

kπx

a
=

1 + ν

h
αθ̃1

1

2
(x2 − ax),

∑

k

(
Ak

2 + 3Ak
3b

)
sin

kπx

a
= −

1 + ν

2h
αθ̃1. (12)

Раскладывая правые части равенств (11), (12) в тригонометрические ряды, получим неоднородную

алгебраическую систему для коэффициентов Ak
l

Ak
0 = b2

k, Ak
2 = −

b0
k

2
, 2Ak

2 + 6Ak
3 = −b0

k,

3∑

l=0

Ak
l = b2

k,

где

b2
k = −

b0
k

(kπ)2
, b0

k =
2(1 + ν)αθ̃1

h

(1 − cos(kπ))

kπ
.

Структуру функции w(x, y, t) по пространственным переменным можно считать известной, что

дает возможность при определении дифференциальных уравнений для коэффициентов wkm(t) в ап-

проксимации (10) исходить при отсутствии ребер из метода двойных тригонометрических рядов либо,

в случае дифференциальных уравнений с сингулярными коэффициентами (1), обращаться к процедуре

Галеркина.

4. На рис. 1–7 приводятся изображения поверхностей прогибов термоупругой системы и графики

движения точек срединной плоскости во времени при различных значениях относительной высоты

ребер a/b, их числа n, величины температурного скачка θ̃1, числа Bio и при фиксированных значениях

параметров: µ = 0.00007, q0 = 10, T+
0 = T− = 20, t1 = 1 с, t2 = 1.005 с, h/a = 0.005.

На рис. 1–3 изображены при a/b = 1, Bio = 0.5, T+
1 = 100 поверхности прогиба гладкой (n = 0)

и ребристой (n = 3, hi/h = 2) пластин в различные моменты времени, близких к верхней границе

интервала температурно-силовых воздействий.

а б

Рис. 1. Графики движения точек срединной плоскости w(a/2, b/2, t) гладкой (а) и ребристой (б) пластин
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а б

Рис. 2. Поверхность прогиба w(x, y, t) гладкой пластины: а — при t = 1.0025; б — при t = 1.0053

а б

Рис. 3. Поверхность прогиба w(x, y, t) ребристой пластины: а — при t = 1.0025; б — при t = 1.0053

Количественный анализ полученных решений выявил следующие закономерности в отклике тер-

моупругой системы на изменения перечисленных параметров.

1. C увеличением числа ребер (как и их жесткости на изгиб и кручение) размахи колебаний

уменьшаются, частота значительно возрастает (рис. 4). Следует отметить, что в термостатической

постановке задачи увеличение изгибной жесткости ребер, как и их числа, ведет к росту прогиба, а

увеличение жесткости на кручение — к уменьшению прогиба, при прочих равных условиях [11].

а б

Рис. 4. Графики движения точек серединной плоскости w(a/2, b/2, t) ребристой пластины с различным числом

ребер n, Bio = 100, hi/h = 5: а — n = 0; б — n = 1
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в

Окончание рис. 4. в — n = 10

2. Cущественное влияние на частоту и размахи колебаний ребристой пластинки оказывает пара-

метр a/b (рис. 5), с уменьшением которого размахи колебаний возрастают, при этом частота колебаний

существенно уменьшается. Этот факт объясняется изменением длины подкрепляющих элементов.

а б

Рис. 5. Графики зависимости движения точек плоскости w(a/3, b/3, t) ребристой пластины от параметра a/b

при Bio = 50, θ̃1 = 100, n = 3: а — a/b = 1; б — a/b = 1/2

3. При малых значениях параметра Bio затухающие колебания геометрически нерегулярной пла-

стинки происходят около прямой, практически совпадающей с временной осью (рис. 6).

а б

Рис. 6. Графики зависимости движения точек плоскости w(a/3, b/3, t) ребристой пластины от параметра Bio

при a/b = 1, θ̃1 = 100, n = 9: а — Bio = 50; б — Bio = 1

4. При наличии на краях пластинки перепада температуры по толщине асимметричные затуха-

ющие колебания происходят около прямой параллельной временной оси. Расстояние между этими

прямыми зависит от величины перепада (рис. 7).
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в

Рис. 7. Графики зависимости движения точек плоскости w(a/3, b/3, t) ребристой пластины от величины

перепада температуры θ̃1 при Bio = 1: а — θ̃1 = 0; б — θ̃1 = 20; в — θ̃1 = 100

Отмеченные закономерности термоупругого поведения геометрически нерегулярной пластинки

происходят на временном промежутке, значительно большем (более чем в 38 раз) временного интер-

вала температурно-силового воздействия. В целом картина нестационарного термоупругого поведения

геометрически нерегулярной пластины чрезвычайно сложная. Алгоритмизация полученных аналити-

ческих решений не представляет трудности, что весьма важно для инженерной практики в целях

предварительного количественного и качественного анализов поведения геометрически нерегулярной

пластины под действием быстропеременных температурно-силовых воздействий, предусмотренных

условиями эксплуатации конструкции.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 14-08-00644а).
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The Geometrical Irregular Plates under the Influence of the Quick Changed
on the Time Coordinate Forces and Temperature Effects
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On the basis of incoherent thermoelasticity, the dynamic behaviour of geometrically irregular plates under the influence of quick

changed, on the time coordinate, forces and temperature effects on surfaces is considered. An approach allowing to obtain the

analytical solution of the thermoelasticity dynamic problem for the plate under inhomogeneous boundary conditions at all four edges

is suggested. Quantitative analysis of the influence of the geometrical and thermomechanical parameters of elastic system on the

change of bending and the character of oscillation of the points of medial surface is carried out.

Key words: plate, geometrical irregularity, damping, динамика dynamics, thermoelasticity, generalized functions, convective heat

exchange, concentrated force , temperature.
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МОДЕЛИ МИКРОПОЛЯРНЫХ ТЕРМОУПРУГИХ КОНТИНУУМОВ
СО СВЯЗАННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ МИКРОСТРУКТУРЫ

В. А. Ковалев1, Ю. Н. Радаев2
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Предложена новая теоретико-полевая модель термоупругого континумма с микрополярной структурой, определяемой

микроструктурными d-векторами и d-тензорами, ранг которых может быть произвольно высоким. Микроструктурные век-

торные и тензорные экстраполевые переменные подчиняются уравнениям связей (ограничениям), конечным (голоном-

ным) или дифференциальным (неголономным). Исследование выполнено на основе лагранжева полевого формализма

в стиле 4-ковариантных физических теорий поля. Наличие конечных или дифференциальных связей, накладываемых, в

частности, на микроструктурные параметры, подразумевает формулировку проблемы как связанной задачи вариационного

исчисления, точнее, как вариационной задачи Лагранжа для многомерного интегрального функционала. Правило множите-

лей Лагранжа применяется для вывода дифференциальных уравнений поля при наличии связей между микроструктурными

переменными. Связи могут быть конечными и дифференциальными, в каждом их этих случаев получены уравнения по-

ля. В качестве примера рассматривается микрополярный континуум с жестким репером директоров, определяющих его

микроструктуру.

Ключевые слова: термоупругость, микроструктура, микрополярный континуум, поле, действие, d-тензор, связь, множитель

Лагранжа.
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1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Содержание механики континуума как науки и современный подход к математическому пред-

ставлению деформаций и напряжений, выводу уравнений динамики и термодинамики, формулировке

определяющих уравнений сложились в результате довольно длительного исторического развития. Ме-

ханика континуума продолжает бурно развиваться, и прогресс этой науки в значительной мере связан
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