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The well-known Chudakov hypothesis for numeric characters, conjectured by Chudakov in 1950, suggests that finite-valued numeric

character h(n), which satisfies the following conditions: 1) h(p) 6= 0 for almost all prime p; 2) S(x) =
∑

n≤x

h(n) = αx+O(1),

is a Dirichlet character. A numeric character which satisfies these conditions is called a generalized character, principal if α 6= 0

and non-principal otherwise. Chudakov hypothesis for principal characters was proven in 1964, but for non-principal ones thus far

it remains unproved. In this paper we present a definition of generalized character over numerical fields, suggest an analog of

Chudakov hypothesis for these characters and provide its proof for principal generalized characters.
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Введен в рассмотрение класс почти периодических на бесконечности последовательностей. Необходимость исследования

таких последовательностей связана с тем, что они возникают при рассмотрении разностных уравнений. Основные результаты

статьи связаны с доказательством почти периодичности на бесконечности решений разностных уравнений.

Ключевые слова: периодические на бесконечности последовательности, разностные уравнения, спектральная теория.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Z — множество целых чисел и — комплексное банахово пространство. Через l∞ = l∞(Z, X)

обозначим банахово пространство ограниченных последовательностей x : Z → X с нормой

‖x‖∞ = sup
n∈Z

‖x(n)‖. Через c0 обозначим (замкнутое) подпространство последовательностей из l∞,

убывающих на бесконечности, т. е. lim
|n|→∞

‖x(n)‖ = 0, x ∈ c0. В пространстве l∞ рассмотрим операто-

ры сдвига S(n) : l∞ → l∞, (S(n)x)(k) = x(k + n), k ∈ Z, n ∈ Z, x ∈ l∞. Используемые результаты

из гармонического анализа, функции и векторов, содержатся в работах [1–7]. Следуя [1, 6, 7], дадим

определение медленно меняющейся на бесконечности последовательности.
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Определение 1. Последовательность x ∈ l∞ называется медленно меняющаяся на бесконечно-

сти, если S(1)x − x ∈ c0, т. е. lim
n→∞

‖x(n + 1) − x(n)‖ = 0.

Примером медленно меняющейся на бесконечности последовательности является последователь-

ность x : Z → C вида

x(n) = sin(ln(α+ | n |)), n ∈ Z, α > 0.

Множество медленно меняющихся на бесконечности последовательностей образует замкнутое под-

пространство из l∞, которое обозначим символом l∞sl,∞ = l∞sl,∞(Z, X).

В статье [6] было введено понятие почти периодической на бесконечности функции. Такие функ-

ции использовались для описания ограниченных решений дифференциальных уравнений в банаховом

пространстве. При рассмотрении разностных уравнений в данной статье будет использовано вводи-

мое здесь понятие почти периодической последовательности. В отличие от [6] в основу определения

положено определение Бора.

Определение 2. Пусть ε > 0. Число m ∈ Z называется ε-периодом последовательности

x ∈ l∞(Z, X) на бесконечности, если существует такое число k ∈ N, что sup
|n|>k

‖x(n + m) − x(n)‖ < ε.

Множество ε-периодов последовательности x на бесконечности обозначим через Ω∞(x, ε).

Определение 3. Множество Ω∞(x, ε) называется относительно плотным на Z, если существует

такое l ∈ N, что {n, n + 1, . . . , n + l} ∩ Ω∞(x, ε) 6= ∅ для всех n ∈ Z.

Определение 4 (определение Бора). Последовательность x ∈ l∞(Z, X) называется почти пери-

одической на бесконечности, если для любого ε > 0 множество Ω∞(x, ε) относительно плотно на Z.

Множество почти периодических на бесконечности последовательностей обозначим символом

AP∞(Z, X).

Теорема 1. Множество AP∞(Z, X) образует банахово пространство и банахову алгебру, если

X — банахова алгебра.

Доказательство. Если x, y ∈ AP∞(Z, X), то доказательство почти периодичности на бесконечно-

сти их суммы (произведения, если X банахова алгебра) проводится точно по той же схеме, что и до-

казательство соответствующих свойств для почти периодических функуий (см. [8, § 1.2, свойство 6]).

Докажем, что AP∞(Z, X) — банахова алгебра (с поточечным умножением последовательностей, если

X — банахова алгебра). Докажем полноту пространства AP∞(Z, X). Пусть (xn) — фундаментальная

последовательность из AP∞(Z, X) и x = lim
n→∞

xn (используется полнота пространства l∞. Докажем,

что x ∈ AP∞(Z, X). Пусть ε > 0. Выберем натуральное число N так, чтобы ‖x − xN‖∞ < ε/4. Рас-

смотрим множество Ω(ε/4, xN ) (ε/4)-периодов последовательности xN . Следовательно, существует

k = kε ∈ N такое, что sup
|n|>k

‖xN (n + m) − xN (n)‖ < ε/4 для любого m ∈ Ω(ε/4, xN ). Тогда

‖x(n + m) − x(n)‖ ≤ ‖x(n + m) − xN (n + m)‖ + ‖xN (n + m) − xN (n)‖ + ‖xN (n) − x(n)‖ 6

≤
ε

4
+

ε

4
+

ε

4
=

3ε

4

для всех n ∈ Z, для которых |n| > k.

Поэтому

sup
|n|>k

‖xN (n + m) − xN (n)‖ < ε.

Таким образом, доказано включение Ω∞(ε/4, xN ) ⊂ Ω∞(ε, xN ), и, следовательно, множество ε-пе-

риодов последовательности x относительно плотно на Z. ¤

Отметим, что банахово пространство AP (Z, X) почти периодических последовательностей содер-

жится в AP∞(Z, X).
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Определение 5 (аппроксимационное). Последовательность x ∈ l∞ называется почти пе-

риодической, если для любого ε > 0 существуют последовательности xk ∈ l∞sl,∞ и числа

γk ∈ T = {λ ∈ C : |λ| = 1} такие, что ‖x(n) −
N∑

k=0

xk(n)γn
k ‖ < ε.

Можно доказать, что эти определения (Бора и аппроксимационное) эквивалентны.

Ясно, что l∞sl,∞(Z, X) ⊂ AP∞(Z, X). Это свойство отмечалось в статье [6].

Определение 6. Последовательность xn из l∞(Z, X) сходится к последовательности x0 ∈

∈ l∞(Z, X) на бесконечности, если для любого ε > 0 можно указать число nε ∈ N такое, что

sup
|k|≥nε

‖x(k) − x0(k)‖ < ε.

Критерий (Бохнера). Функция x ∈ l∞(Z, X) является почти периодической на бесконечности

тогда и только тогда, когда из любой последовательности сдвигов (S(kn)x), n > 1, можно вы-

делить подпоследовательность, сходящуюся на бесконечности к некоторой последовательности

x0 ∈ l∞.

Лемма 1. Сумма и произведение двух почти периодических на бесконечности последователь-

ностей есть почти периодическая последовательность.

Доказательство. Пусть (ξk) — произвольная последовательность целых чисел. Выберем из нее

такую подпоследовательность (ξ′k), что последовательность последовательностей S(ξ′k)x сходится, а

затем из (ξ′k) — такую подпоследовательность (ξ′′k ) , что сходится подпоследовательность последова-

тельностей (S(ξ′′k )y. Тогда очевидно, что будет сходиться S(ξ′′k )(x + y). ¤

Теорема 2. Последовательность вида

x(n) =

N∑

k=1

xk(n)γn
k , n ∈ Z, x : Z → X,

где γk ∈ T, 1 ≤ k ≤ N , xk ∈ l∞sl,∞(Z, X), является почти периодической на бесконечности после-

довательностью (x ∈ AP∞(Z, X)).

Доказательство. По доказанному в теореме 1 каждая последовательность xk является почти пе-

риодической на бесконечности последовательностью. Любая периодическая на бесконечности после-

довательность является почти периодической на бесконечности последовательностью по определению.

Последовательность γ̃ : Z → C, γ̃(n) = γn, где n ∈ Z, γ ∈ T, является также почти периодической

последовательностью согласно критерию Бохнера. По доказанному в лемме 1 произведение почти пе-

риодической последовательности есть последовательность почти периодическая, следовательно, функ-

ция вида (2) является почти периодической на бесконечности последовательностью. Как отмечалось,

l∞sl,∞(Z, X) ⊂ AP∞(Z, X), а также n 7→ γn
k , 1 ≤ k ≤ n, — почти периодические последовательности. ¤

О ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ РЕШЕНИЯХ РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

В банаховом пространстве l∞(Z, X), где X конечномерное банахово пространство, рассмотрим

разностное уравнение:

x(n + N) = Bx(n) + y(n), n ∈ Z, (1)

где y ∈ c0(Z, X), B ∈ EndX со свойством σ0 = σ(B) ∩ T = {γ1, γ2, . . . , γm} — совокупность простых

собственных значений, где T = {λ ∈ C : |λ| = 1} и σ(B) обозначает спектр оператора B.

Теорема 3. Каждое ограниченное решение x : Z → X уравнения (1) является почти периоди-

ческой на бесконечности последовательностью, которая допускает представление вида

x(n) =

N∑

k=1

xk(n)γn
k ,

где xk ∈ l∞sl,∞, γk ∈ T, 0 ≤ k ≤ N − 1.
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Доказательство. Спектр оператора B представим в виде

σ(B) = σ0 ∪ σin ∪ σout,

где σ0 = σ(B)∩T = {γ1, γ2, . . . , γm} — совокупность собственных значений, лежащих на окружности;

σin = {λ ∈ σ(B) : |λj | < 1} — совокупность собственных значений, лежащих внутри окружности T;

σout = {λ ∈ σ(B) : |µj | > 1} — совокупность собственных значений, лежащих вне окружности.

В соответствии с этим разбиением спектра рассмотрим проекторы P0, Pin, Pout, которые соответ-

ственно построены по спектральным множествам σ0, σin, σout. Таким образом, I = P0 +Pin +Pout.

Эти проекторы индуцируют разложение X = X0 ⊕ Xin ⊕ Xout пространства X, где X0 = ImP0,

Xin = ImPin, Xout = Im Pout. Эти подпространства являются инвариантными для оператора B и

пусть B0 = B|X0, Bin = B|Xin, Bout = B|Xout. Таким образом, B = B0 ⊕ Bin ⊕ Bout относительно

построенного разложения пространства X. К обеим частям уравнения (1) применим проектор Pin, и

тогда получим последовательность xin = Pinx, удовлетворяющую равенству

S(N)xin(n) = Binxin(n) + yin(n), (2)

где yin = Piny ∈ c0.

Из (2) следует, что

(I − BinS(−N))xin = S(−N)yin. (3)

Поскольку ‖S(−N)‖ = 1, BinS(−N)xin(n) = S(−N)Binxin, n ∈ Z, и спектральный радиус r(Bin)
оператора Bin меньше единицы, то оператор I − BinS(−N) обратим и из (3) получаем, что

xin = (I −BinS(−N))−1S(−N)yin =
∞∑

n=0

Bn
inS(−N(n + 1))yin. Ясно, что xin ∈ c0(Z, X). Аналогичный

результат получим при применении проектора Pout к уравнению (1):

(S(N)xout)(n) = Boutxout(n) + yout(n), yout = Pouty ∈ c0. (4)

Оператор Bout обратим, и σ(B−1

out) = {1/λj , λj ∈ σout}, т. е. его спектральный радиус меньше единицы.

Используя перестановочность оператора SN c Bout из (4), получим равенства

S(N)B−1

outxout(n) = xout(n) + B−1

outyout(n), n ∈ Z,

или

(I − S(N)B−1

out)xout(n) = −B−1

outyout(n), n ∈ Z.

Таким образом,

xout(n) = −(I − S(N)B−1

out)
−1B−1

outyout(n) = −
∞∑

n=0

(B−1

outS(N))kB−1

outyout, yout ∈ c0.

Из этой формулы следует, что xout ∈ c0(Z, X). Проектор P0 можно представить в виде

P0 = P1 + . . . + PN ,

где Pk — проектор, и

APk = γkPk,

где | γk |= 1, 1 ≤ k ≤ N .

Ввиду предполагаемой простоты собственных значений число γk представимо в виде γk = eiλk ,

1 ≤ k ≤ N . Применим проектор P0 к разностному уравнению (1) и далее применим проектор Pk:

Pkx0(n + 1) = PkB0x0(n) + Pky0(n),

где x0 = P0xn, xk(n) = Pkx0(n), k = 1, N .

Следовательно, xk(n + 1) = γkxk(n) + yk(n), где xk(n) = Pkx0(n), k = 1, N , n ∈ Z. Сделав замену

xk(n) = γ−n
k xk(n), n ∈ Z, получим:

x̃k(n + 1) = x̃k(n) + ỹk(n), n ∈ Z,
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x̃k — медленно меняющаяся последовательность, а xk(n) отличается от x̃k(n) по формуле (1) на

множитель γn
k , где γk — корень из единицы. Поскольку ỹk ∈ c0 и S(1)x̃k − x̃k ∈ c0, следовательно,

x̃k, где 1 ≤ k ≤ m, — медленно меняющаяся на бесконечности последовательность. ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 13-01-00378, № 12-01-31196).
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