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7. Ceplecha Z., Ježková M., Boček J. Photographic data

on the Leutkirch Fireball (EN300874) (Aug. 30, 1974).

Bull. Astron. Inst Czechosl., 1976, vol. 27, pp. 18–23.
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ОБТЕКАНИЕ КРУГОВОГО ЦИЛИНДРА ВОЛНАМИ,
РАСПРОСТРАНЯЮЩИМИСЯ НА ПОВЕРХНОСТИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ
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Опорными элементами ряда морских гидротехнических сооружений служат сваи в виде вертикальных круговых цилиндров.

Вопросы о взаимодействии набегающих волн с такими преградами и определении волнового режима на огражденных ак-

ваториях представляют не только теоретический, но и практический интерес.

Рассматривается движение жидкости, вызванное взаимодействием набегающей гравитационной волны, распространяю-

щейся на поверхности слоя вязкой несжимаемой жидкости, с круговым цилиндром бесконечной длины. Получено решение

задачи для колебаний малой амплитуды.

Ключевые слова: вязкость, волновые движения жидкости.

В области, занятой жидкостью, выполняются уравнение неразрывности и уравнения движения:

div v = 0, ρ

[

∂v

∂t
+ (v∇)v

]

= µ∆v −∇P + ρg,

где v = (u, v, w) — вектор скорости, ρ — плотность, µ — динамический коэффициент вязкости, P —

давление, g — вектор силы тяжести.

При заглублении скорость жидкости должна затухать, т. е. выполнено условие

v → 0, z → −∞.

На свободной поверхности задаются кинематическое условие [1]

w =
∂ξ

∂t
+ u

∂ξ

∂x
+ v

∂ξ

∂y

и динамические условия [2]

eijtinj = 0, P − 2µeijninj = Pa,

eij =
1

2

(

∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)

, v1 = u, v2 = v, v3 = w,

x1 = x, x2 = y, x3 = z,

где Pa — постоянное атмосферное давление.

c© Сычева Е. М., 2014



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2014. Т. 14, вып. 4, ч. 1

На поверхности цилиндра S в случае вязкой жидкости должно выполняться условие прилипания:

u = 0, v = 0, (x, y, z) ∈ S.

Будем рассматривать колебания с амплитудой весьма малой по сравнению с длиной волны. Тогда

система уравнений и граничных условий примет вид

divv = 0,
∂v

∂t
= ν∆v − 1

ρ
∇p, (1)

w =
∂ξ

∂t
,

p

ρ
− gξ − 2ν

∂w

∂z
= 0,

∂u

∂z
+

∂w

∂x
= 0,

∂v

∂z
+

∂w

∂y
= 0, z = 0, (2)

u = 0, v = 0, (x, y, z) ∈ S, (3)

v → 0, z → −∞, (4)

где p = P + ρgz − Pa — динамическое давление, ν = µ/ρ — кинематический коэффициент вязкости.

Решение задачи необходимо искать в виде суммы потенциальной и вихревой составляющей. Ис-

ходя из этого представим скорость в виде [3]

v = v1 + v1, v1 = ∇ϕ, v2 = rotΨ,

где ϕ — потенциал, Ψ — векторная функция тока.

Тогда, применяя к уравнениям (1) операции div и rot, их можно свести к системе уравнений

∆ϕ = 0, p = −∂ϕ

∂t
,

∂Ψ

∂t
− ν∆Ψ = 0.

Применяя операции дифференцирования к уравнениям для функции ϕ и компонент векторной

функции Ψ, получим уравнения для вертикальной составляющей скорости w = w1 + w2

(

w1 =
∂ϕ

∂z
,

w2 =
∂ψ2

∂x
− ∂ψ1

∂y

)

:

∆w1 = 0,
∂w2

∂t
− ν∆w2 = 0. (5)

Граничные условия (2) с помощью операций дифференцирования и уравнений (1) преобразуются

к виду

∂3w

∂t2∂z
− ν

(

3
∂2

∂x2
+ 3

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

∂2w

∂t∂z
− g

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)

= 0, z = 0, (6)

∂2w

∂z2
− ∂2w

∂x2
− ∂2w

∂y2
= 0, z = 0. (7)

Из условий (2) и (3) получим:
∂w

∂r
= 0, (x, y, z) ∈ S, (8)

а из условия затухания волнового движения при заглублении (4):

w → 0, z → −∞. (9)

Таким образом, исходная волновая задача сведена к задаче для вертикальной составляющей ско-

рости (5)–(9).

Волновое движение жидкости для свободной волны, не искаженной препятствием, описывается

следующими функциями [4]:

u = cos α(ikAekz − lCelz)eik(x cos α+y sin α)+ωt,

v = sinα(ikAekz − lCelz)eik(x cos α+y sin α)+ωt,

w = (kAekz + ikCelz)eik(x cos α+y sin α)+ωt,

p = −ρωAekzeik(x cos α+y sin α)+ωt, ξ =
ikA − lC

ω
eik(x cos α+y sin α)+ωt,
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где k =
2π

λ
— волновое число, λ — длина волны, l2 = k2 +

ω

ν
, C =

2iνk2A

ω + 2νk2
, α — направление

распространения волны, отсчитываемое от оси x в горизонтальной плоскости, а ω — комплексная

частота, для которой получено дисперсионное уравнение:

(

ω + 2νk2
)2

+ gk = 4ν2k4

√

ω

νk2
+ 1.

Далее будем рассматривать дифракцию набегающей волны круговым цилиндром с вертикальными

образующими. Функции w1 и w2 будем искать в виде

w1 = kAekz+ωtF̃ (x, y), w2 = ikCelz+ωtF̃ (x, y).

Выражения для функций u, v, p и ξ через F̃ примут следующий вид:

u = −k cos2 α
(

kAekz + ilCelz
)

eωt

∫

F̃ (x, y)dx,

v = −k sin2 α
(

kAekz + ilCelz
)

eωt

∫

F̃ (x, y) dy,

p = −ρωAekzeωtF̃ (x, y), ξ =
ikA − lC

ω
eωtF̃ (x, y).

Из уравнений (5) вытекает следующее уравнение Гельмгольца для функции F̃ :

∂2F̃

∂x2
+

∂2F̃

∂y2
+ k2F̃ = 0.

Условия (6), (7) и (9) при таком представлении для w1 и w2 выполняются, а из условия (8) следует

условие для F̃ :

∂F̃

∂r
= 0, (x, y) ∈ L,

где L — контур сечения препятствия горизонтальной плоскостью.

Функцию F̃ можно представить в виде

F̃ = F∞ + F,

где первое слагаемое F∞ = eik(x cos α+y sin α) соответствует набегающей волне, а второе характеризует

возмущенное движение жидкости.

Уравнение Гельмгольца для определения функции F и условие на контуре L в полярных коорди-

натах принимают вид

1

r

∂

∂r

(

r
∂F

∂r

)

+
1

r2

∂2F

∂θ2
+ k2F = 0, (10)

∂

∂r

(

eikr cos(θ−α) + F (r, θ)
)

= 0, r = R, (11)

где R — радиус цилиндра.

Функция F как решение уравнения Гельмгольца должна также удовлетворять условию излучения

в форме [5]

lim
r→∞

√
r(Fr − ikF ) = 0, lim

r→∞

F = 0.

Решение уравнения (10) будем искать с помощью метода разделения переменных, представив

неизвестную функцию в виде

F (r, θ) = X(r)Y (θ).

Подставив последнее выражение в уравнение и проведя разделение переменных, получим уравне-

ния

r2Xrr + rXr + (k2r2 − m)X = 0, Yθθ + λY = 0,

где m — константа разделения.
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Решение второго уравнения, удовлетворяющее условию периодичности по θ и условию симметрии

относительно α имеет вид Y = cos n(θ − α), где n =
√

m — целое число.

Условию излучения удовлетворяет функция Ханкеля первого рода X = H
(1)
n (kr), n = 0, 1, 2, . . . .

Тогда функция F примет вид

F =
∞
∑

n=0

CnH(1)
n (kr) cos n(θ − α).

Коэффициенты Cn определим из условия (11). Для этого используем разложение [6]

eikR cos(θ−α) =

∞
∑

n=0

εninJn(kR) cos n(θ − α),

где Jn(kr) — функция Бесселя первого рода, εn =

{

1, n = 0,

2, n > 0.
Тогда получим:

Cn = −εnin
Jn−1(kR) − Jn+1(kR)

H
(1)
n−1(kR) − H

(1)
n+1(kR)

.

В случае малого значения числа kR (длина волны много больше радиуса цилиндра) условие на

контуре L можно записать в виде Fr = −ik cos(θ − α), r = R. Тогда функция F̃ , определяющая

суммарное волновое поле, равна F̃ = eikr cos(θ−α) +
ikR2

r
cos(θ − α).
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Flow a Round Cylinder by Waves Extending on the Viscous Liquid Surface

E. M. Sycheva

Tyumen State University, 10, Semakova str., 625003, Tyumen, Russia, sychovaelena92@gmail.com

Some marine hydro technical constructions have such support elements as piles in the form of vertical round cylinders. Questions

about the incident wave’s interaction with such barriers and identification of wave regime on the fenced water areas has as the

theoretical as the practical concern.We shall consider the motion of liquid, caused by the interaction of incoming gravitational wave,

spreading on the surface of the viscous incompressible liquid coat with an infinitely long round cylinder. The problem was solved for

the case of small oscillations.

Key words: viscosity, wave motion of liquid.
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