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Теорема 7. Почти комплексная структура J является интегрируемой тогда и только тогда,

когда тензоры кривизны Схоутена обращаются в нуль: Rc
ab = 0, ∂nGb

a = 0.

Заметим, что как следует из теоремы 2, определенная выше структура ни при каких условиях не

может быть нормальной почти контактной метрической структурой.
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В работе изучается система Дирака с недиффернцируемым
потенциалом. Устанавливаются асимптотические формулы для
собственных значений (в том числе и уточненные) и собственных
функций. В качестве приложения получается теорема П. Джа-
кова и Б. С. Митягина о базисах Рисса со скобками.
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with Nondifferentiable Potential

M. Sh. Burlutskaya, V. P. Kurdyumov, A. P. Khromov

This paper investigates the Dirac system with the continuous
potential. Asymptotic formulas for the eigenvalues (including refined)
and eigenfunctions are established. As an application we obtain a
theorem P. Dzhakova and B. S. Mityagin on the Riesz bases with
brackets.
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ВВЕДЕНИЕ

В данной работе на отрезке [0, 1] изучается система Дирака:

y′

1(x) − q2(x)y2(x) = λy1(x), y′

2(x) − q1(x)y1(x) = −λy2(x), (1)

с краевыми условиями

y1(0) = y2(0), y1(1) = y2(1). (2)

Предполагаем, что qj ∈ C[0, 1] (qj(x) — комплекснозначные). В отличие от случая qj ∈ C1[0, 1] здесь

приходится сталкиваться со значительными трудностями. Тем не менее, и в недифференцируемом

случае также достигнуты значительные успехи. Так, в работах П. В. Джакова, Б. С. Митягина [1, 2]

показано, что в случае qj ∈ L2[0, 1] система собственных и присоединенных функций образует базис

Рисса в L2
2[0, 1]. В работе [3], применяя метод подобных операторов, изучаются спектральные свойства

задачи (1)–(2). В данной работе мы получаем уточненные асимптотические формулы для собственных

значений и собственных функций (причем фактически полные асимптотические разложения) в труд-

ном недифференцируемом случае. При этом используется достаточно элементарный и простой метод,

который базируется на формулах типа операторов преобразования (см. также [4, с. 30]). В качестве

приложения дается новое простое доказательство теоремы П. В. Джакова, Б. С. Митягина [2].

1. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ. ПОЛНОТА СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Асимптотика фундаментальной матрицы решений системы (1) получена в [5]. Приведем здесь

другое более простое доказательство методом из [6].

Лемма 1. Система (1) в области Re λ ≥ −h, где h > 0, при больших |λ| имеет фундаменталь-

ную матрицу решений Y (x, λ) = (yij(x))21 с асимптотикой

Y (x, λ) = (E + o(1))eλDx,

где E = diag(1, 1), D = diag(1,−1), o(1) → 0 при |λ| → ∞ равномерно по x ∈ [0, 1] и arg λ, yij(x)

аналитичны по λ.

Здесь и далее для краткости у функций yij(x) будем опускать аргумент λ. В дальнейшем также

через E будем обозначать не только единичную матрицу, но и единичный оператор.

Доказательство. Система (1) эквивалентна системе интегральных уравнений:

y1(x) = c1e
λx +

x∫

0

eλ(x−t)q2(t)y2(t) dt, y2(x) = c2e
−λx +

x∫

0

e−λ(x−t)q1(t)y1(t) dt,

c1, c2 — произвольные постоянные, из которой, положив z1(x) = y1(x)e−λx, z2(x) = y2(x)eλx, получим

z1(x) = c1 +

x∫

0

e−2λtq2(t)z2(t) dt, (3)

z2(x) = c2 +

x∫

0

e2λtq1(t)z1(t) dt. (4)

Возьмем сначала в (3)–(4) c1 = 1, c2 = 0. Тогда, подставив (4) в (3) и изменив порядок интегрирова-

ния, имеем:

z1(x) = 1 +

x∫

0

e2λtq1(t)z1(t) dt

x∫

t

e−2λτq2(τ) dτ. (5)

По лемме 4 из [7]

x∫

t

e−2λτq2(τ) dτ = o(e−2λx) + o(e−2λt), при |λ| → ∞. (6)
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Поэтому из (5) получаем z1(x) = 1 +
x∫
0

o(1)z1(t) dt. Отсюда

z1(x) = 1 + o(1). (7)

Подставляя (7) в (4) при c2 = 0, согласно (6) получим z2(x) = o(e2λx). Эту пару решений системы

(3)–(4) обозначим z11(x) = z1(x), z21(x) = z2(x).

Теперь найдем другое решение системы (3)–(4). Имеем из (3):

z1(x) = c1 +

1∫

0

e−2λtq2(t)z2(t) dt −

1∫

x

e−2λtq2(t)z2(t) dt.

Тогда, положив c1 = −
1∫
0

e−2λtq2(t)z2(t) dt, c2 = 1, получим

z1(x) = −

1∫

x

e−2λtq2(t)z2(t) dt. (8)

Подставив (8) в (4), имеем z2(x) = 1 +
1∫
0

o(1)z2(t) dt. Отсюда z2(x) = 1 + o(1) и при подстанов-

ке в (8) получаем z1(x) = o(e−2λx). Эту пару решений системы (3)–(4) обозначим соответственно

z12(x) = z1(x), z22(x) = z2(x). Таким образом, фундаментальная матрица для системы (3)–(4) имеет

асимптотику

Z(x, λ) = (zij(x))21 =

(
1 + o(1) o(e−2λx)

o(e2λx) 1 + o(1)

)
. (9)

Отсюда

Y (x, λ) =

(
eλx 0

0 e−λx

)
Z(x, λ) = T (x, λ)

(
eλx 0

0 e−λx

)
, (10)

где T (x, λ) = diag(eλx, e−λx)Z(x, λ)diag(e−λx, eλx). На основании (9) T (x, λ) = E + o(1) и в силу (10)

получаем утверждение леммы. ¤

Замечание. Аналогичными рассуждениями убеждаемся в справедливости леммы и при Re λ ≤ h.

Теорема 1. Собственные значения краевой задачи (1)–(2) достаточно большие по модулю

простые и для них имеют место асимптотические формулы:

λn = nπi + εn, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . ,

где εn → 0 при n → ∞, n0 — некоторое число.

Доказательство. Положим ∆(λ) = M0Y (0, λ) + M1Y (0, λ), где M0 =

(
1 −1

0 0

)
, M1 =

(
0 0

1 −1

)
.

Тогда уравнение для собственных значений есть det ∆(λ) = 0, из которого согласно лемме 1 имеем

e−2λ = 1 + o(1). Отсюда по теореме Руше получаем утверждение теоремы. ¤

Исследуем резольвенту Rλ = (L − λE)−1 оператора

(Ly)(x) = (y′

1(x) − q2(x)y2(x),−y′

2(x) + q1(x)y1(x))T , U(y) = 0,

где y = y(x) = (y1(x), y2(x))T (T — знак транспонирования), U(y) = M0y(0) + M1y(1).

Всюду далее считаем, что Re λ ≥ −h (случай Re λ ≤ h рассматривается аналогично).

Лемма 2. Имеет место формула

Rλf = −Y (x, λ)∆−1(λ)U(Gλf̃) + Gλf̃ ,

где Gλf̃ =
1∫
0

Y (x, λ)E0(x, t)Y −1(t, λ)f̃(t) dt, E0(x, t) = diag(−ε(t, x), ε(x, t)), ε(x, t) = 1 при t ≤ x,

ε(x, t) = 0 при t > x, f̃(x) = (f1(x),−f2(x))T , Y (x, λ) та же, что и в лемме 1.

24 Научный отдел



М. Ш. Бурлуцкая и др. Уточненные асимптотические формулы для собственных значений

Доказательство. Для y = Rλf имеем Ly = λy + f . Отсюда

y′(x) − Q(x)y(x) = λDy(x) + f̃(x), (11)

U(y) = 0, (12)

где Q(x) =

(
0 q2(x)

q1(x) 0

)
. По методу вариации произвольных постоянных общее решение систе-

мы (11) есть

y(x) = Y (x, λ)c(x), (13)

где c′(x) = Y −1(x, λ)f̃(x). Интегрируя первую компоненту c′(x) от x до 1, а вторую — от 0 до x

(такой выбор позволяет установить ограниченность частного решения), получим

c(x) = c0 +

1∫

0

E0(x, t)Y −1(t, λ)f̃(t) dt, (14)

где c0 — произвольный постоянный вектор. Подставляя (14) в (13), имеем

y(x) = Y (x, λ)c0 + Gλf̃ .

Подчинив теперь y(x) краевому условию (12), придем к утверждению леммы. ¤

Лемма 3. Обозначим через Sδ область, получающуюся из λ-плоскости удалением всех чисел

λ0
n = nπi вместе с круговыми окрестностями одного и того же радиуса δ. Тогда в Sδ при

больших |λ|

Rλf =

∫ 1

0

O(1)f(t) dt,

где O(1) означает матрицу с элементами, имеющими оценку O(1) по λ, равномерную относи-

тельно остальных аргументов.

Доказательство. Пусть Re λ ≥ −h. Тогда по лемме 1 Y (x, λ) = [E]Y0(x, λ), Y −1(x, λ) =

= Y −1
0 (x, λ)[E], где Y0(x, λ) = diag(eλx, e−λx), [E] = E + o(1) и o(1) есть матрица с компонентами

o(1) → 0 при |λ| → ∞ равномерно по x ∈ [0, 1]. Тогда имеем

Y (x, λ)E0(x, t)Y −1(t, λ) = [E]Y0(x, λ)E0(x, t)Y −1
0 (t, λ)[E] =

= [E]diag(−ε(t, x)eλ(x−t), ε(x, t)e−λ(x−t))[E] = O(1).

Поэтому Gλf̃ =
1∫
0

O(1)diag(1,−1)f(t) dt =
1∫
0

O(1)f(t) dt. Далее, в Sδ имеем |det ∆(λ)| ≥ c|eλ| (через c

в дальнейшем обозначаем различные положительные постоянные, встречающиеся в оценках). Отсюда,

∆−1(λ) =

(
O(e−λ) O(e−λ)

O(1) O(1)

)
. Значит, Y (x, λ)∆−1(λ) = O(1), и тем самым утверждение леммы

получено при Re λ ≥ −h. Случай Re λ ≤ −h рассматривается аналогично. ¤

Теорема 2. Системы собственных и присоединенных функций (с.п.ф.) операторов L и L∗

полны в пространстве L2
2[0, 1] .

Доказательство. Пусть f ортогональна всем с.п.ф. оператора L∗ . Тогда Rλf = Rλ(L)f есть целая

функция по λ и по теореме Лиувилля в силу леммы 3 Rλf не зависит от λ. Значит, если µ1 6= µ2,

то Rµ1
f = Rµ2

f . А тогда Rµ1
Rµ2

f =
Rµ1

f − Rµ2
f

µ1 − µ2
= 0. Отсюда f(x) = 0 почти всюду, и полнота

системы с.п.ф. оператора L∗ установлена.

Установим полноту системы с.п.ф. оператора L. Имеем:

L∗z = (−z′1(x) + q1(x)z2(x), z′2(x) − q2(x)z1(x))T , U(z) = 0.

Поэтому для R−λ(L∗) = (L∗ + λE)−1 справедлива лемма 3, и полнота системы с.п.ф. оператора L

получается вышеприведенными рассуждениями. ¤
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2. УТОЧНЕННАЯ АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Для получения уточненной асимптотики собственных значений нам потребуется иная система

решений системы Дирака, имеющая представление типа операторов преобразования. В отличие от

параграфа 1 всюду далее будем обозначать через (z11(x), z21(x))T решение системы (3)–(4) при c1 = 1,

c2 = 0, а через (z21(x), z22(x))T — решение системы (3)–(4) при c1 = 0, c2 = 1. Пусть c1 = 1, c2 = 0.

Подставив (4) в (3), получим

z11(x) = 1 +

x∫

0

e−2λtq2(t) dt

t∫

0

e2λτq1(τ)z11(τ) dt. (15)

Лемма 4. Для решения z11(x) уравнения (15) имеет место формула

z11(x) = 1 +

x∫

0

e−2λξK11(x, ξ) dξ, (16)

где K11(x, ξ) =
∞∑

n=1
K11,n(x, ξ),

K11,n(x, ξ) =

x∫

0

q2(t1) dt1

x∫

0

ε(t1, t2)q1(t2) dt2 · · ·

x∫

0

ε(t2n−3, t2n−2)q1(t2n−2) dt2n−2

x∫

0

ε(t2n−2, t2n−1)×

×ε(ξ, t2n(ξ)+ξ−t2n−1)ε(t2n(ξ)+ξ, ξ)q2(t2n−1)q1(t2n(ξ)) dt2n−1, (17)

t2n(ξ) = t1 − t2 + t3 − · · · + t2n−1 − ξ, K11(x, ξ) не зависит от λ, и

|K11,n(x, ξ)| ≤ (M1M2)
n x2n−2

(2n − 2)!
, Mj = max

x
|qj(x)|. (18)

Доказательство. Решая уравнение Вольтерра (15) методом подстановок, получим

z11(x) = 1 +

∞∑

n=1

An(x, λ), (19)

где

An(x, λ) =

x∫

0

q2(t1)e
−2λt1 dt1

t1∫

0

q1(t2)e
2λt2 dt2 · · ·

· · ·

t2n−2∫

0

q2(t2n−1)e
−2λt2n−1 dt2n−1

t2n−1∫

0

q1(t2n)e2λt2n dt2n. (20)

В (20) все экспоненты внесем в последний интеграл и в нем выполним замену ξ = t1−t2+t3−· · ·−t2n.

Очевидно, что ξ ∈ [0, x]. Используя функцию ε(x, t), придем к выражению

An(x, λ) =

x∫

0

q2(t1) dt1

x∫

0

ε(t1, t2)q1(t2) dt2 · · ·

x∫

0

ε(t2n−3, t2n−2)q1(t2n−2) dt2n−2

x∫

0

ε(t2n−2, t2n−1)×

×q2(t2n−1) dt2n−1

x∫

0

ε(ξ, t2n(ξ)+ξ−t2n−1)ε(t2n(ξ)+ξ, ξ)q1(t2n(ξ))e−2λξ dξ,

откуда, меняя порядок интегрирования (переводя последний интеграл на первое место), получим

An(x, λ) =

x∫

0

e−2λξK11,n(x, ξ) dξ.
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Освобождаясь в (17) от ε(·, ·) во всех интегралах, кроме последнего, легко получим оценку (18)

для K11(x, ξ), из которой следует равномерная сходимость ряда
∞∑

n=1
K11,n(x, ξ). Тем самым формула

(16) доказана. ¤

Лемма 5. Для z21(x) имеет место формула

z21(x) =

x∫

0

e2λξK21(x, ξ) dξ, (21)

где K21(x, ξ) = q1(ξ) +
x∫
ξ

q1(τ)K11(τ, τ − ξ) dτ .

Доказательство. Формула (21) получается подстановкой (19) в (4) при c2 = 0. ¤

Аналогично леммам 4 и 5 доказывается

Лемма 6. Имеют место формулы:

z12(x) =

x∫

0

e−2λξK12(x, ξ) dξ, z22(x) = 1 +

x∫

0

e2λξK22(x, ξ) dξ,

где K22 получается из K11, меняя q1 на q2, q2 на q1, а K12 — из K21, меняя q1 на q2 и K11 на K22.

Всюду далее будем считать, что Y (x, λ) = (yij(x))21, где y1j(x) = z1j(x)eλx, y2j(x) = z2j(x)e−λx

(j = 1, 2). Тогда имеем:

∆(λ) = M0Y (0, λ) + M1Y (1, λ) =

(
1 −1

z11(1)eλ − z21(1)e−λ z12(1)eλ − z22(1)e−λ

)
,

и уравнение det ∆(λ) = 0 для собственных чисел задачи (1)–(2) имеет вид

e2λ = (1 + g1(λ))(1 + g2(λ))−1, (22)

где g1(λ) =
1∫
0

a1(ξ)e
2λξ dξ, g2(λ) =

1∫
0

a2(ξ)e
−2λξ dξ, a1(ξ) = K21(1, ξ) + K22(1, ξ),

a2(ξ) = K11(1, ξ) + K12(1, ξ).

Будем обозначать одним и тем же αn произвольные числа, лишь бы
∑

|αn|
2 < ∞; через βn —

такие αn, которые можно точно вычислить.

Лемма 7. При λ = λn = nπi + εn справедливы следующие асимптотические формулы:

1 + g1(λn) = 1 + βn,1 + βnεn + O(ε2
n), (23)

(1 + g2(λn))−1 = 1 − βn,2 + αnεn + α2
nεn + O(ε2

n), (24)

где βn,1 = (a1(ξ), e
−2nπiξ), βn,2 = (a2(ξ), e

2nπiξ), (·, ·) — скалярное произведение в L2[0, 1].

Доказательство. Формула (23) сразу следует из равенства

g1(λn) =

1∫

0

a1(ξ)e
2nπiξe2ξεn dξ =

1∫

0

a1(ξ)e
2nπiξ(1 + 2ξεn) dξ + O(ε2

n). (25)

Далее, имеем

(1 + g2(λn))−1 =


1 +

1∫

0

a2(ξ)e
−2nπiξ(1 − 2ξεn) dξ + O(ε2

n)




−1

=
1

1 + rn

,

где rn = βn,2 + βnεn + O(ε2
n). Окончательно получаем

1

1 + rn

− 1 + 1 = 1 −
βn,2

1 + rn

+ αnεn + O(ε2
n) = 1 − βn,2

[
1 −

βn,2

1 + rn

+ αnεn + O(ε2
n)

]
+

+αnεn + O(ε2
n) = 1 − βn,2 + αnεn + α2

n + O(ε2
n),

что и доказывает (24). ¤
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Теорема 3. Для собственных значений λn имеют место асимптотические формулы:

λn = nπi + βn,0 + α2
n, (n = ±n0,±(n0 + 1), . . .), (26)

где βn,0 = 1
2 (βn,1 − βn,2).

Доказательство. Из (22) по лемме 7 имеем e2λn = e2εn = 1+xn, где xn = 2βn,0+αnεn+α2
n+O(ε2

n).

Отсюда

εn =
1

2
ln(1 + xn) = βn,0 + αnεn + α2

n + O(ε2
n). (27)

Из (27) получаем, что εn = αn и тогда, опять используя (27), находим εn = βn,0 + α2
n. Теперь

формула (26) сразу следует из теоремы 1. ¤

Замечание. Если вместо (25) взять

g1(λn) =

1∫

0

a1(ξ)e
2πniξ

(
1 + 2ξεn + · · · +

(2ξεn)m

m!

)
dξ + O(εm+1

n )

и аналогичное выражение для g2(λn), то для εn вместо (27) получим

εn = βn,0 + βnεn + · · · + βnεm
n + αm+1

n + O(εm+1
n ),

что приводит к εn = γn,m + αm+1
n , где γn,m, в свою очередь, точно вычисляются и

∑
|γn,m|2 < ∞.

3. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

В этом параграфе получим уточненную асимптотику собственных функций задачи (1)–(2).

Из лемм 4–6 и формулы

x∫

0

eλ(x−2ξ)f(ξ) dξ =
1

2

x∫

−x

eλτf((x − τ)/2) dτ =
1

2




x∫

0

eλτf((x − τ)/2) dτ +

x∫

0

e−λτf((x + τ)/2) dτ




следует утверждение

Лемма 8. Имеют место формулы:

Y (x, λ) = (yij(x))21 = diag(eλx, e−λx) +

x∫

0

M(x, τ)eλτdτ +

x∫

0

N(x, τ)e−λτdτ,

где M(x, τ) = (Mij(x, τ))21, N(x, τ) = (Nij(x, τ))21, Mij = 1
2Kij(x, ξi), ξ1 = (x − τ)/2, ξ2 = (x + τ)/2,

Nij = 1
2Kij(x, ξ∗i ), ξ∗1 = (x + τ)/2, ξ∗2 = (x − τ)/2.

Теорема 4. Для собственных функций ϕn(x) = (ϕn1(x), ϕn2(x))T задачи (1)–(2), соответству-

ющих собственным значениям λn, имеют место асимптотические формулы:

ϕnj(x) = epjnπix (1 + pjβnx) +

x∫

0

Sj(x, τ) (1 + βnτ) enπiτdτ+

+

x∫

0

Tj(x, τ) (1 − βnτ) e−nπiτdτ + O(α2
n), j = 1, 2,

где p1 = 1, p2 = −1, Sj(x, τ) = Mj1(x, τ)+Mj2(x, τ), Tj(x, τ) = Nj1(x, τ)+Nj2(x, τ), j = 1, 2. Оценка

O(α2
n) равномерна по x ∈ [0, 1].

Доказательство. Из условий (2) следует, что при λ = λn имеем ϕn1(x) = y11(x) + y12(x),

ϕn2(x) = y21(x) + y22(x). По лемме 8

ϕn1(x) = eλnx +

x∫

0

S1(x, τ)eλnτ dτ +

x∫

0

T1(x, τ)e−λnτ dτ. (28)
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Так как по теореме 3 λn = nπi + βn,0 + α2
n и для ограниченной f(x, τ) имеет место формула

x∫

0

e±λnτf(x, τ)dτ=

x∫

0

e±nπiτf(x, τ)dτ ± βn,0

x∫

0

e±nπiτf(x, τ)τdτ + O(α2
n), (29)

то из (28) легко следует утверждение теоремы для ϕn1(x). Формула для ϕn2(x) получается ана-

логично. ¤

Замечание. Если взять εn = γn,m + αm+1
n из замечания к теореме 3, то получим более точную

асимптотику для ϕn(x) с остаточным членом O(αm+1
n ).

4. БАЗИСНОСТЬ ПО РИССУ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

В качестве приложения теорем 3 и 4 получается теорема П. В. Джакова, Б. С. Митягина [2]

для qj ∈ C[0, 1].

Теорема 5. Система собственных и присоединенных функций задачи (1)–(2) образует базис

Рисса в L2
2[0, 1].

Доказательство. По теореме 4 для любой f ∈ L2
2[0, 1] очевидно, что (f, ϕn) = αn. Для собствен-

ных функций ϕ∗
n сопряженной краевой задачи имеет место результат, схожий с теоремой 4, и поэтому

(f, ϕ∗
n) = αn. Кроме того, (ϕn, ϕ∗

n) = 2 + o(1). Отсюда, из теоремы 2 и теоремы Бари [8, с. 374–375]

получаем утверждение теоремы. ¤

Замечание. Все приведенные в работе утверждения справедливы и в случае qj ∈ L2[0, 1]. При

этом следует учесть, что оценка (18) переходит в

|K11,n(x, ξ)| ≤
‖q1‖ · ‖q2‖

(2n − 2)!




x∫

0

(|q1(t)| + |q2(t)|) dt




2n−2

. (30)

Действительно, представим K11,n(x, ξ) из леммы 4 в виде

K11,n(x, ξ) =

x∫

0

q2(t1) dt1

t1∫

0

q1(t2) dt2 · · ·

t2n−3∫

0

q1(t2n−2) dt2n−2×

×

t2n−2∫

0

ε(ξ, t2n(ξ)+ξ−t2n−1)ε(t2n(ξ)+ξ, ξ)q2(t2n−1)q1(t2n(ξ)) dt2n−1.

Так как

|K11,n(x, ξ)| ≤ ‖q1‖ · ‖q2‖

x∫

0

(|q1(t1)| + |q2(t1)|) dt1 · · ·

t2n−3∫

0

(|q1(t2n−2)| + |q2(t2n−2)|) dt2n−2, (31)

то используя для Q(t) = |q1(t)| + |q2(t)| формулу

x∫

0

Q(t1) dt1

t1∫

0

Q(t2) dt2 · · ·

t2n−3∫

0

Q(t2n−2) dt2n−2 ≤
1

(2n − 2)!




x∫

0

Q(t) dt




2n−2

,

из (31) сразу получим (30). Кроме того, следует учесть, что функции K11(x, ξ), K22(x, ξ),

K12(x, ξ)− q2(ξ), K21(x, ξ)− q1(ξ) ограничены, и формула (29) остается справедливой и когда f(x, τ)

есть q((x + τ)/2) или q((x − τ)/2), q(x) ∈ L2[0, 1].

Результаты параграфов 1 и 3 получены М. Ш. Бурлуцкой, параграфа 2 — А. П. Хромовым, пара-

графа 4 — всеми авторами этой статьи.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00270).
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ФУНКЦИИ ЛЕБЕГА ПО СИСТЕМЕ ХААРА
НА НУЛЬ-МЕРНЫХ КОМПАКТНЫХ ГРУППАХ

Н. Е. Комиссарова

Саратовский государственный университет
E-mail: NataliyaKomissarov@yandex.ru

На компактной нуль-мерной группе (G, +̇) рассматриваются
функции Лебега по системе Хаара. Указываются случаи, когда
они являются постоянными, а также получаются двусторонние
оценки для функций Лебега.

Ключевые слова: компактные нуль-мерные группы, функции
Хаара, функции Лебега.

Lebesgue Functions for Haar System on Compact
Zero-Dimensional Group

N. E. Komissarova

In this article we discuss Lebesgue functions for Haar system on
compact zero-dimensional group. We find cases when they are
constant, also we find two-sided estimates for Lebesgue functions.

Key words: compact zero-dimensional group, Haar functions,
Lebesgue functions.

1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Из [1] известно, что для констант Лебега LN по системе характеров компактной нуль-мерной

группы G справедливо неравенство LN ≤ C log N . С. Ф. Лукомским в работе [2] были получе-

ны двусторонние оценки констант Лебега, причём в случае pn ≤ p одинаковые по порядку. В [3]

Б. И. Голубов рассматривал на отрезке [0, 1] класс полных ортогональных систем X, построенных

по последовательности чисел P = (pn)∞n=0. Для функций Лебега LM (x),M = jmN + q по таким

системам получил оценку сверху LM (x) ≤ C log pN . Функции Хаара на произвольной нуль-мерной

компактной группе G были определены в работе [4]. Причём если отобразить группу G на отрезок

[0, 1] с помощью естественного отображения, то функции Хаара, определённые в [4] на нуль-мерной

группе с точностью до меры нуль, совпадают с функциями из [3]. В данной работе изучаются функ-

ции Лебега по системе Хаара на компактной нуль-мерной группе и даются для них двусторонние

оценки.

Пусть (G, +̇) — нуль-мерная компактная абелева группа, топология в которой задана систе-

мой вложенных подгрупп G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ . . . таких, что
∞⋂

n=0
Gn = {0},

(Gn/Gn+1)
♯ = pn, где pn — простые числа; µ — мера Хаара на G. Положим m0 = 1, mn+1 = pnmn.

Пусть далее (gn)∞n=0 — базисная последовательность, т. е. gn ∈ Gn\Gn+1. Напомним, что непрерыв-

ная функция χ : G → C называется характером, если 1) для всех x ∈ G выполняется |χ(x)| = 1,

2) χ(x+̇y) = χ(x)χ(y).
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