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В настоящей статье доказаны некоторые теоремы вложения типа П. Л. Ульянова для пространств Гельдера, связанных с

метриками P-ичных пространств Харди, V MO, а также L
1 и равномерной метрикой на группах Виленкина. Установлена

их неулучшаемость. Даны достаточные условия сходимости ряда Фурье по мультипликативной системе в пространстве

Харди и в равномерной метрике.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть P = {pi}
∞
i=1 — последовательность натуральных чисел, не меньших 2. Обозначим че-

рез Z(pk) дискретную циклическую группу {0, 1, . . . , pk − 1} порядка pk со сложением по мо-
дулю pk и определим G = G(P) как прямое произведение Z(pk), k ∈ N, с операцией ⊕, ме-
рой µ и топологией, соответствующими прямому произведению. Элементами G являются после-
довательности x = (x1, x2, . . . , xk, . . . ), где xk ∈ Z(pk), k ∈ N. Важную роль при этом игра-
ют подгруппы Gn = {x ∈ G : x1 = x2 = · · · = xn = 0}, n ∈ N, и смежные классы
Gn(y) = y ⊕ Gn = {x ∈ G : x1 = y1, . . . , xn = yn}, n ∈ N, y ∈ G. Если mn = p1 . . . pn при n ∈ N

и m0 = 1, то мера µ(Gn(y)) равна m−1
n (µ(G) = 1 = m−1

0 ). Известно, что Gn(y) являются одновре-
менно открытыми и компактными. Аналоги функций Радемахера на группе G задаются формулами
rk(x) = exp(2πixk/pk). Если

n =

∞
∑

k=1

nkmk−1, nk ∈ Z(pk), (1)

есть P-ичное представление n ∈ Z+, то по определению χn(x) =
∞
∏

k=1

rnk

k (x), x ∈ G (на самом деле

произведение конечно). Система {χn(x)}∞n=0, называемая системой характеров группы G, ортонорми-
рована на G и полна в L1(G). Для любых k ∈ Z+, x, y ∈ G, верны равенства

χk(x ⊕ y) = χk(x)χk(y), χk(x ⊖ y) = χk(x)χk(y), (2)

где ⊖ — операция, обратная к ⊕. Все эти факты можно найти в [1, гл. 1, 3]. Далее считаем, что
pn ≤ N , n ∈ N.
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Введем коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(G), частичную сумму Фурье и ядро Дирихле по
системе {χn}

∞
n=0 формулами

f̂(k) =

∫

G

f(x)χk(x) dµ(x), k ∈ Z+,

Sn(f)(x) =
n−1
∑

k=0

f̂(k)χk(x), Dn(x) =
n−1
∑

k=0

χk(x), n ∈ N.

Пространства Lp(G), 1 ≤ p < ∞, рассматриваются с нормами ‖f‖p =
(∫

G
|f(x)|p dx

)1/p
. Простран-

ство C(G) непрерывных на G функций снабжено нормой ‖f‖∞ = sup
x∈G

|f(x)|. P-ичная максимальная

функция M(f) для измеримой функции f на G задается формулой

M(f)(x) = sup
n∈Z+

|Smn
(f)(x)| = sup

n∈Z+

mn

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Gn(x)

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

, x ∈ G.

Во втором равенстве была использована лемма 1. Если f ∈ L1(G) и при этом ‖f‖H = ‖M(f)‖1 < ∞,
то f принадлежит пространству Харди H1(G). Если для интегрируемой на G функции f величина

‖f‖
(k)
BMO = sup

x∈G
sup
n≥k

mn

∫

Gn(x)

|f(t) − Smn
(f)(t)| dµt

конечна при всех k ∈ Z+, то f ∈ BMO(G), если же lim
k→∞

‖f‖
(k)
BMO = 0, то f ∈ V MO(G). Все

введенные пространства являются банаховыми относительно своих норм (для ‖ · ‖BMO := ‖ · ‖
(0)
BMO

следует рассматривать фактор пространство BMO(G) или V MO(G) по подпространству констант).
Эти пространства X(G) (кроме BMO(G)) являются сепарабельными и однородными в следующем
смысле: 1) множество P полиномов по системе {χn(x)}∞n=0 содержится и плотно в X(G); 2) для
f ∈ X(G) верно включение f ∈ L1(G) и неравенство ‖f‖1 ≤ C‖f‖X , C не зависит от f ; 3) для любых
f ∈ X(G) и h ∈ G верно включение f(·⊕h) ∈ X(G) и равенство ‖f‖X = ‖f(·⊕h)‖X . Как установлено
в [2, гл. 4, лемма 1] в двоичном случае, для f , принадлежащей однородному пространству X(G) и
g ∈ L1(G), их свертка f ∗ g(x) =

∫

G
f(x ⊖ t)g(t) dµ(t), существует в X(G) и при этом

‖f ∗ g‖X ≤ ‖f‖X‖g‖1. (3)

Пусть Pn = {f ∈ L1(G) : f̂(k) = 0, k ≥ n}, n ∈ N. Введем модуль непрерывности и наилучшее
приближение во введенных пространствах X(G):

ωn(f)X = sup
h∈Gn

‖f(· ⊕ h) − f(·)‖X , n ∈ Z+,

En(f)X = inf{‖f − tn‖X : tn ∈ Pn}, n ∈ N.

В случае X(G) = Lp(G), 1 ≤ p < ∞, будем писать En(f)p и ωn(f)p, а в случае X(G) = C(G)

соответственно En(f)∞ и ωn(f)∞. Известны неравенства А. В. Ефимова (см. [3, гл. 10, § 10.5] для
X = Lp, 1 ≤ p < ∞, или X = C)

Emn
(f)X ≤ ‖f − Smn

(f)‖X ≤ ωn(f)X ≤ 2Emn
(f)X , f ∈ X(G), n ∈ Z+. (4)

В остальных случаях они доказываются с помощью неравенства (3) и его обобщения из [2, гл. 4,
лемма 1].

Пусть {ωn}
∞
n=0 убывает к нулю. Тогда по определению Hω

X(G) = {f ∈ X(G) : ωn(f)X ≤ Cωn,

n ∈ Z+}. Тот факт, что {ωn}
∞
n=0 может быть точным модулем непрерывности в C(G), L1(G), L2(G),

установлен А. И. Рубинштейном (см. [1, гл. 2, § 7]). Для X = Lp, 1 ≤ p < ∞, вместо Hω
X(G) будем

писать Hω
p (G).

Дадим краткий обзор предшествующих результатов. Пусть ω(δ) — модуль непрерывности и
1 ≤ p < ∞. Тогда

Hω
p [0, 1] =

{

f ∈ Lp[0, 1] : sup
0≤h≤δ

‖f(· + h) − f(·)‖Lp[0,1−h] ≤ Cω(δ)

}

.
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Для 2π-периодических функций можно аналогично ввести пространство H̃ω
p , заменяя в определе-

нии ‖f(· + h) − f(·)‖Lp[0,1−h] на ‖f(· + h) − f(·)‖Lp[0,2π] и подпространство H̃ω
C пространства 2π-пе-

риодических непрерывных функций. П. Л. Ульяновым [4] установлена
Теорема A. Пусть ω(δ) — модуль непрерывности, а p ∈ [1,∞) — фиксированное число. Для

того чтобы всякая функция ψ ∈ H̃ω
p была эквивалентна (равна п. в.) непрерывной функции,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

∞
∑

k=1

k1/p−1ω(k−1) < ∞.

Теорема А в части достаточности была доказана в 1958 г. Я. Л. Геронимусом [5].
Также в [4] был получен критерий принадлежности всякой функции ψ ∈ H̃ω

p пространству Лип-
шица Lip(α). В. А. Андриенко [6] распространил последний результат на случай произвольного
подпространства H̃ω1

C , где ω1(δ) также является модулем непрерывности. В работе [7] среди других
результатов о вложении пространств Hω

p [0, 1] П. Л. Ульяновым была доказана следующая теорема.
Теорема B. Пусть ω(δ) — модуль непрерывности, 1 ≤ p < q < ∞. Для того чтобы имело

место вложение Hω
p [0, 1] ⊂ Lq[0, 1], необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

∞
∑

k=1

kq/p−2ωq(k−1) < ∞.

Кроме того, в [7] был установлен критерий вложения Hω
p [0, 1] ⊂ Lip(α,Lq[0, 1]). В. А. Андриенко

получил критерий вложения Hω
p [0, 1] ⊂ Hω1

q [0, 1], где ω1(δ) также является модулем непрерывности.
Б. И. Голубов [8] (см. также [3, § 10.3, 10.4]) получил условия вложения в пространство Lq[0, 1]

в терминах E
(p)
n (f) = inf

{ak}⊂R

∥

∥

∥

∥

f −
n−1
∑

k=0

akwk

∥

∥

∥

∥

Lp[0,1]

— наилучших приближений f в метрике Lp[0, 1] по

системе Уолша.
Теорема C. Пусть 1 ≤ p < q < ∞ и f ∈ Lp[0, 1]. Тогда справедливы неравенства

‖f‖Lq [0,1] ≤ C1



‖f‖Lp[0,1] +

[

∞
∑

k=1

kq/p−2(E
(p)
k (f))q

]1/q


 ,

E(q)
n (f) ≤ C2



n1/p−1/qE(p)
n (f) +

[

∞
∑

k=n+1

kq/p−2(E
(p)
k (f))q

]1/q


 .

Эти неравенства остаются верными при замене E
(p)
k (f) на E

(p)
k (f)h — наилучшие приближения

по системе Хаара.

М. Ф. Тиман и А. И. Рубинштейн (см. [9] или [1, гл. 4, § 9]) перенесли результаты П. Л. Ульянова
и В. А. Андриенко на случай функций, определенных на компактных коммутативных нуль-мерных
группах со второй аксиомой счетности.

Теорема D. 1. Для вложения Hω
p (G) ⊂ Lq(G), где ω = {ωn}

∞
n=0 убывает к нулю, в случае pn ≤ C

необходимо и достаточно, чтобы

а)
∞
∑

n=1
m

q/p−1
n ωq

n < ∞, 1 ≤ p < q < ∞,

б)
∞
∑

n=1
m

1/p
n ωn < ∞, 1 ≤ p < q = ∞.

2. Для вложения Hω
p (G) ⊂ Hω∗

q (G), где ω∗ и ω убывают к нулю, в случае pn ≤ C необходимо и

достаточно, чтобы

а)
∞
∑

k=n

m
q/p−1
k ωq

k ≤ C1(ω
∗
n)q, n ∈ Z+, 1 ≤ p < q < ∞,

б)
∞
∑

k=n

mkωk ≤ C1ω
∗
n, n ∈ Z+, 1 ≤ p < q = ∞.

Здесь L∞(G) отождествляется с C(G), а Hω
∞(G) — с Hω

C(G).
Ш. Фридли (S. Fridli) [10] получил уточнения предельных случаев теоремы D в случае

pi ≡ 2, заменяя Hω
1 (G) на Hω

H(G) и Hω
C(G) на Hω

V MO(G). Кроме того, он изучил вложения вида
Hω

1 (G) ⊂ Hω∗

H (G) и Hω
V MO(G) ⊂ Hω∗

C (G).
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Целью нашей работы является доказательство результатов из [10] для более общих групп G при
ограничении pn ≤ N .

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Лемма 1. Для n ∈ Z+ и x ∈ G справедлива формула Dmn
(x) = mnXGn

, где XE — характерис-

тическая функция множества E. Если n ∈ N, то ‖Dn‖1 ≤ C ln(n + 1).

Доказательство леммы 1 можно найти в [1, гл. 4, § 3, 4].
Лемма 2. Пусть f ∈ L1(G) и ∆k(f) := Smk+1

(f) − Smk
(f), k ∈ Z+. Тогда ‖∆k(f)‖H = ‖∆k(f)‖1

и N−1‖∆k(f)‖∞ ≤ ‖∆k(f)‖BMO ≤ ‖∆k(f)‖∞.

Доказательство. Из ортонормированности системы {χk}
∞
k=0 следует, что

Sml
(Smn

(f))(x) = Smk
(f)(x), k = min(l, n), l, n ∈ Z+, x ∈ G. (5)

Поэтому Sml
(∆k(f)) = 0 при l ≤ k и Sml

(∆k(f)) = ∆k(f) при l ≥ k + 1. В результате получаем, что
sup
l∈Z+

|Sml
(∆k(f))(x)| = |∆k(f)(x)| при x ∈ G, откуда вытекает первое утверждение леммы. Также по

формуле (5) имеем равенства ∆k(f) − Sml
(∆k(f)) = ∆k(f) при l ≤ k и ∆k(f) − Sml

(∆k(f)) = 0 при
l ≥ k + 1. Поэтому

sup
l∈Z+

ml

∫

Gl(x)

|∆k(f)(t) − Sml
(∆k(f))(t)| dµ(t) = sup

l≤k
ml

∫

Gl(x)

|∆k(f)(t)| dµ(t) ≤ ‖∆k(f)‖∞, (6)

и аналогичная оценка верна для ‖∆k(f)‖BMO. С другой стороны, ∆k(f) постоянна на всех смежных
классах Gk+1(x), и ‖∆k(f)‖∞ равна значению |∆k(f)| на некотором смежном классе Gk+1(y). Пусть
Gk+1(y) ⊂ Gk(z), тогда

‖∆k(f)‖BMO ≥ mk

∫

Gk(z)

|∆k(f)(t)| dµ(t) ≥ mk

∫

Gk+1(y)

|∆k(f)(t)| dµ(t) =

= mk‖∆k(f)‖∞/mk+1 ≥ N−1‖∆k(f)‖∞. (7)

Из (6) и (7) следует второе утверждение леммы. Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть группа G такова, что 2 ≤ pn ≤ N при n ∈ N, f ∈ L1(G). Тогда

C1‖Q(f)‖1 ≤ ‖f‖H ≤ C2‖Q(f)‖1, где Q(f) =

(

|f̂(0)|2 +

∞
∑

k=0

|∆k(f)|2

)1/2

.

Утверждение леммы можно найти в [11, § 2.2, следствие 2.23].
Лемма 4. Пусть f ∈ X(G), j ∈ (mn,mn+1] ∩ Z, n ∈ Z+. Тогда

Ej(f)X ≤ ‖Smn+1
(f) − f‖X + inf

q∈Pj

‖∆n(f) − ∆n(q)‖X .

Доказательство. Пусть f ∈ X(G), j ∈ (mn,mn+1] ∩ Z, n ∈ Z+, q ∈ Pj . Тогда в силу равенства
Smn+1

(q) = q имеем:

‖f − q‖X ≤ ‖f − Smn+1
(f)‖X + ‖Smn+1

(f − q) − Smn
(f − q)‖X + ‖Smn

(f − q)‖X . (8)

Если Smn
(q) = Smn

(f), то третье слагаемое правой части (8) равно нулю, а второе не зависит
от q̂(i), 0 ≤ i < mn. Поэтому, переходя в (8) к точной нижней грани по q ∈ Pj , получаем неравенство
леммы.

2. ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ

Теорема 1. Пусть f ∈ L1(G) и ω = {ωn}
∞
n=0, η = {ηn}

∞
n=0 — убывающие к нулю последователь-

ности. Тогда

1) если сходится ряд
∞
∑

k=1

k−1Ek(f)1, то f ∈ H1(G) и справедливо неравенство

Ej(f)H ≤ C



Ej(f)1 +

∞
∑

k=j+1

k−1Ek(f)1



 , j ∈ N;
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2) вложение Hω
1 (G) ⊂ H1(G) имеет место в том и только в том случае, когда

∞
∑

k=1

ωk < ∞;

3) вложение Hω
1 (G) ⊂ Hη

H(G) имеет место в том и только в том случае, когда
∞
∑

k=n

ωk ≤ Cηn,

n ∈ N.

Доказательство. Используя лемму 3, неравенство А. В. Ефимова (4) и неравенство Йенсена,
получаем:

‖f − Smn
(f)‖H ≤ C1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

∞
∑

k=n

|∆k(f)|2

)1/2
∥

∥

∥

∥

∥

∥

1

≤ C1

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=n

|∆k(f)|

∥

∥

∥

∥

∥

1

≤

≤ C1

∞
∑

k=n

‖Smk+1
(f) − f + f − Smk

(f)‖1 ≤

≤ 4C1

∞
∑

k=n

Emk
(f)1 ≤ C2

(

Emn
(f)1 +

∞
∑

k=mn+1

k−1Ek(f)1

)

. (9)

т. е. в силу неравенства А. В. Ефимова (4) утверждение 1) доказано при j = mn, n ∈ Z+. Исполь-
зуя (9), лемму 4, лемму 2 и оценку ‖Smn

(f)‖1 ≤ ‖f‖1 для f ∈ L1(G) и n ∈ Z+ (она вытекает из (3)
и леммы 1), находим, что при j ∈ (mn,mn+1]

Ej(f)H ≤ Ej(Smn+1
(f))H + ‖f − Smn+1

‖H ≤ inf
q∈Pj

‖∆n(f − q)‖1+

+C2



Emn+1
(f)1 +

∞
∑

k=mn+1+1

k−1Ek(f)1



 ≤ C3



Ej(f)1 +

∞
∑

k=j+1

k−1Ek(f)1



 ,

утверждение 1) доказано. Используя промежуточное неравенство из (9) и (4), имеем: ωn(f)H ≤

≤ C4

∞
∑

k=n

ωk(f)1, n ∈ N. Из последнего неравенства вытекает достаточность условий
∞
∑

k=1

ωk < ∞

и
∞
∑

k=n

ωk ≤ Cηn, n ∈ N, в 2) и 3) соответственно. Покажем необходимость этих условий. Пусть

g(x) = cn+1 на Gn \Gn+1, где cn+1 = mn(ωn−1 −ωn)+ cn, c0 = c1 = 0, т. е. cn+1 =
n
∑

k=1

mk(ωk−1 −ωk),

n ∈ N. По определению g

∫

G

|g(x)| dµ(x) =

∞
∑

n=0

∫

Gn\Gn+1

|g(x)| dµ(x) =

∞
∑

n=0

cn+1(m
−1
n − m−1

n+1) =

=

∞
∑

n=0

(cn+1 − cn)m−1
n =

∞
∑

n=1

(ωn−1 − ωn) = ω0,

т. е. f ∈ L1(G). В самом деле, в силу преобразования Абеля

M
∑

n=0

cn+1(m
−1
n − m−1

n+1) =
M
∑

n=0

(cn+1 − cn)m−1
n − cM+1m

−1
M+1.

Последнее слагаемое правой части стремится к нулю по теореме Штольца, и можно перейти к пределу
при M → ∞.

Согласно [1, гл. 2, § 7, формула (1.6)] справедливо равенство

ωn(g)1 = 2 sup
k≥n

∞
∑

s=k+1

|cs+1 − ck+1|(m
−1
s − m−1

s+1).

Так как у нас {ck}
∞
k=1 возрастает, то, меняя порядок суммирования, получаем:

ωn(g)1 = 2

∞
∑

s=n+1

(cs+1 − cn+1)(m
−1
s − m−1

s+1) = 2

∞
∑

s=n+1

s
∑

k=n+1

mk(ωk−1 − ωk)(m−1
s − m−1

s+1) =
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= 2
∞
∑

k=n+1

∞
∑

s=k

(m−1
s − m−1

s+1)mk(ωk−1 − ωk) = 2
∞
∑

k=n+1

(ωk−1 − ωk) = 2ωn.

Таким образом, g ∈ Hω
1 (G). Далее, оценим

‖g − Smn
(g)‖H ≥

∫

Gn

M(g − Smn
(g))(x) dµ(x) ≥

≥

∫

Gn

M(g)(x) dµ(x)− ≥

∫

Gn

M(Smn
(g))(x)) dµ(x). (10)

В силу формулы (5) и возрастания последовательности {ck}
∞
k=1 для x ∈ Gn верно равенство

M(Smn
(g))(x) = sup

0≤l≤n
Sml

(g)(x) = Smn
(g)(x).

Используя лемму 1 и понятие свертки на группе, легко установить, что Smn
(f)(x) равно

mn

∫

Gn(x)
f(t) dµ(t) при f ∈ L1(G), т. е.

∫

Gn
g(t) dµ(t) =

∫

Gn
Smn

(g)(t) dµ(t).
Также в силу возрастания {ck}

∞
k=1 для x ∈ Gj \ Gj+1 справедливо равенство

M(g)(x) = mj

∫

Gj

g(t) dµ(t) = mj

∞
∑

k=j

ck+1(m
−1
k − m−1

k+1).

В силу (10), (4) и последнего равенства находим, что

ωn(g)H ≥ ‖g − Smn
(g)‖H ≥

∞
∑

j=n

∫

Gj\Gj+1

(M(g)(x) − g(x)) dµ(x) =

=
∞
∑

j=n

mj(m
−1
j − m−1

j+1)
∞
∑

k=j

(ck+1 − cj+1)(m
−1
k − m−1

k+1) ≥

≥ 2−1
∞
∑

j=n

∞
∑

k=j

(ck+1 − cj+1)(m
−1
k − m−1

k+1) ≥ 4−1
∞
∑

j=n

∞
∑

k=j+1

(ck+1 − cj+1)m
−1
k ≥

≥ 4−1
∞
∑

j=n

∞
∑

k=j+1

(ωk−1 − ωk) = 4−1
∞
∑

j=n

ωj . (11)

В конце выкладок использовано неравенство ck+1 − cj+1 ≥ ck+1 − ck = mk(ωk−1 − ωk). Возвращаясь

к доказательству пунктов 2) и 3), отметим что при
∞
∑

j=1

ωj = ∞ из (11) выводим g /∈ H1(G), а при

∞
∑

j=n

ωj 6= O(ηn) получаем противоречие между (11) и предположением g ∈ Hη
H . Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть f ∈ V MO(G) и ω = {ωn}
∞
n=0, η = {ηn}

∞
n=0 — убывающие к нулю последова-

тельности. Тогда

1) если сходится ряд
∞
∑

k=1

k−1Ek(f)BMO, то f эквивалентна f0 ∈ C(G) и справедливо неравен-

ство

Ej(f0)∞ ≤ C



Ej(f)BMO +

∞
∑

k=j+1

k−1Ek(f)BMO



 , j ∈ N;

2) вложение Hω
V MO(G) ⊂ C(G) имеет место в том и только в том случае, когда

∞
∑

k=1

ωk < ∞;

3) вложение Hω
V MO(G) ⊂ Hη

C(G) имеет место в том и только в том случае, когда
∞
∑

k=n

ωk ≤ Cηn, n ∈ N.

Доказательство. По леммам 4 и 2, а также неравенству (3) и лемме 1 аналогично доказательству
теоремы 1 при j ∈ (mn,mn+1] получаем:

Ej(f0)∞ ≤ ‖f − Smn+1
(f0)‖∞ + inf

q∈Pj

‖∆n(f0 − q)‖∞ ≤ N

∞
∑

k=n+1

‖∆k(f)‖BMO+
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+N inf
q∈Pj

‖∆n(f − q)‖BMO ≤ C1

(

∞
∑

k=n+1

Emk
(f)BMO + Ej(f)BMO

)

≤

≤ C2



Ej(f)BMO +

∞
∑

k=j+1

k−1Ek(f)BMO



 .

Существование f0 ∈ C(G) доказывается аналогично. При j = mn+1 получаем неравенство

Emn+1
(f0)∞ ≤ 2C1

∞
∑

k=n+1

Emk
(f)BMO, из которого с помощью (4) следует достаточность условия

∞
∑

k=1

ωk < ∞ в 2) и
∞
∑

k=n

ωk ≤ Cηn в 3). Для доказательства необходимости этих условий рассмотрим

функцию g(x) =
∞
∑

k=1

gk(x), где gk(x) = m−1
k ωk(Dmk+1

(x) − Dmk
(x)). Тогда

g(x) − Smn
(g)(x) =

∞
∑

k=n

m−1
k ωk(Dmk+1

(x) − Dmk
(x)) (12)

и при x /∈ Gn и k ≥ n в силу леммы 1 верно Dmk+1
(x)−Dmk

(x) = 0, т. е. g(x)−Smn
(g)(x) = 0. Поэтому

для Gi(x), не содержащих Gn, имеем:
∫

Gi(x)
|g(x)− Smn

(g)(x)− Smj
(g − Smn

(g))(x)| dµ(x) = 0, а для
Gi(x), содержащих Gn, такой же интеграл равен интегралу по одному из Gj , j ≥ n. Следовательно,
в силу (5), (12) и леммы 1

‖g − Smn
(g)‖BMO = sup

j≥n
mj

∫

Gj

|g(x) − Smn
(g)(x) − Smj

(g − Smn
(g))(x)| dµ(x) =

= sup
j≥n

mj

∫

Gj

|g(x) − Smj
(g)(x)| dµ(x) ≤ sup

j≥n
mj

∞
∑

k=j

m−1
k 2ωk ≤

≤ C3ωn sup
j≥n

mjm
−1
j = C3ωn, n ∈ Z+. (13)

Благодаря (4) и (13) получаем g ∈ Hω
V MO(G). С другой стороны, по лемме 1 верно gk(0) =

= m−1
k (mk+1−mk)ωk ≥ ωk. Поэтому ωn(f)∞ ≥ ‖g−Smn

(g)‖∞ ≥
∞
∑

k=n

ωk, откуда аналогично теореме 1

легко вытекает необходимость в 2) и 3). Теорема доказана.
Замечание. Вложения в 2) и 3) понимаются как принадлежность эквивалентных функций соот-

ветствующим пространствам непрерывных функций.

Теорема 3. 1. Пусть f ∈ L1(G) и
∞
∑

k=1

ωk(f)1 < ∞. Тогда lim
n→∞

‖f − Sn(f)‖H = 0.

2. Пусть f ∈ V MO(G) и
∞
∑

k=1

ωk(f)BMO < ∞. Тогда f эквивалентна f0 ∈ C(G) и справедливо

равенство lim
n→∞

‖f0 − Sn(f0)‖∞ = 0.

Доказательство. 1. Так как в условиях пункта 1) теоремы 3 по теореме 1 имеем f ∈ H1(G) и,
как следствие, lim

n→∞
‖f − Smn

(f)‖H = 0, то докажем, что lim
n→∞

‖Sj(f) − Smn+1
(f)‖H = 0 равномерно

по j ∈ [mn,mn+1) ∩ Z. Отметим, что в силу (3), лемм 1, 2 и (4) верно неравенство

‖Sj(f) − Smn+1
(f)‖H = ‖∆n(f − f ∗ Dj)‖H ≤ ‖∆n(f)‖H + ‖∆n(f ∗ Dj)‖H ≤

≤ ‖∆n(f)‖1 + ‖∆n(f)‖1‖Dj‖1 ≤ C1 ln(j + 1)‖∆n(f)‖1 ≤ C2(n + 1)ωn(f)1. (14)

Но
∞
∑

k=1

ωk(f)1 сходится и {ωk(f)1}
∞
k=0 убывает, поэтому ωk(f)1 = o(k−1), k → ∞, и правая часть (14)

стремится к нулю, откуда следует сходимость Sj(f) в H1(G).
2. Доказывается аналогично 1) с использованием теоремы 2.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00238).
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