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НА ПРОСТЕЙШЕМ НЕКОМПАКТНОМ ГРАФЕ С ЦИКЛОМ
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Исследуется обратная задача рассеяния для дифференциальных операторов переменных порядков на простейшем неком-

пактном графе с циклом. Приведена теорема единственности восстановления коэффициентов операторов по данным

рассеяния.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучение многих процессов и явлений в различных областях естествознания и техники связа-

но с исследованием прямых и обратных спектральных задач для дифференциальных уравнений на

геометрических графах (пространственных сетях)[1–4]. Наиболее изучены такие задачи для часто

встречающегося в приложениях оператора Штурма–Лиувилля. В то же время ряд практически важ-

ных задач приводит к уравнениям высших порядков, причем порядки уравнений на разных ребрах

графа могут быть различными [4]. Такие задачи лишь недавно стали предметом систематического

изучения, и на данный момент исследованы недостаточно. В работе [5] впервые рассматривалась об-

ратная спектральная задача для оператора переменного порядка на графе, точнее, на графе-звезде.

Более трудный для изучения случай графа с (одним) циклом исследован в работе [6]. В настоящей

работе, в отличие от работ [5, 6], изучается обратная спектральная задача (задача рассеяния) на

некомпактном графе. Исследуемый граф состоит из цикла и луча, соединенных в общей вершине.

На луче рассматривается уравнение произвольного высшего порядка, порядок уравнения на цикле

равен 3 (в отличие от работы [6], где порядок уравнения на цикле равен 2).

Работа построена следующим образом. В части 1 мы вводим и исследуем так называемые решения

типа Вейля, определяемые как функции, удовлетворяющие заданным дифференциальным уравнениям

на ребрах графа и некоторым условиям склейки в вершине, а также имеющие заданные асимптоти-

ки на бесконечности вдоль луча. Исходя из свойств решений типа Вейля мы определяем данные

рассеяния, ассоциированные с лучом, аналогично тому, как это было сделано для операторов выс-

шего порядка на оси в [7]. В части 2 показано, что данные рассеяния, ассоциированные с лучом,

однозначно определяют коэффициенты дифференциального уравнения на луче (соответствующую об-

ратную задачу мы называем частичной обратной задачей рассеяния). В части 3 рассматривается за-

дача восстановления оператора на всем графе (полная обратная задача рассеяния) и устанавливается

соответствующая теорема единственности.

c© Игнатьев М. Ю., 2014
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1. РЕШЕНИЯ ТИПА ВЕЙЛЯ

Пусть Γ — геометрический граф, состоящий из замкнутой кривой r0 длины T и луча r1, исхо-

дящего из некоторой точки v1 ∈ r0. Функцию y на графе Γ будем трактовать как пару функций

(y0(x), x ∈ [0, T ], y1(x), x ∈ [0,∞)).

На цикле r0 рассмотрим уравнение

ℓ0y0 ≡ D3y0 + p01(x)Dy0 + p00(x)y0 = ρ3y0, (1)

где ρ — спектральный параметр, D = −id/dx и коэффициенты p00(x), p01(x) таковы, что ℓ∗0 = ℓ0.

На луче r1 рассмотрим уравнение

ℓ1y1 ≡ DNy1 +

N−2
∑

s=0

p1s(x)Dsy1 = ρNy1, (2)

где N ≥ 3 и для некоторого τ > 0 выполнено условие:

∞
∫

0

|p1s(x)| exp(τx) dx < ∞. (3)

Введем в рассмотрение следующие линейные формы:

Uν(y) := σνy(ν−1)(0) +

ν−2
∑

s=0

σνsy
(s)(0), uξν(y) = (−1)χξν y(ν−1)(ξ),

где ξ ∈ {0, T}, χ0ν = 0, χTν = χ, ν = 1, 2, χT3 = χ + 1, χ ∈ {0, 1}. Для функции y = (y0, y1) на Γ и

ν ∈ 1, N определим условие склейки C(ν) как равенство u0ν(y0) = uTν(y0) = Uν(y1), а условие K(ν)

равенством u0ν(y0) + uTν(y0) + Uν(y1) = 0 при ν ≤ 3 и Uν(y1) = 0 при ν > 3.

Пусть Sl := {arg(iρ) ∈ ((l − 1)π/N, lπ/N)}. Для фиксированного l через Rk, k = 1, N обозначим

корни N -й степени из 1, занумерованные таким образом, что Re(iρR1) < Re(iρR2) < . . . < Re(iρRN )

для всех ρ ∈ Sl.

Зафиксируем χ ∈ {0, 1}. Для каждого k = 1, N в каждом из секторов Sl определим решение

типа Вейля порядка k как решение системы (1), (2) ψk(ρ) = (ψk0(x, ρ), ψk1(x, ρ)) со следующими

свойствами:

1) ψk1(x, ρ) = exp (iρRkx) (1 + o(1)), x → ∞;

2) для ψk(ρ) выполнены условия склейки C(ν), ν = 1, νk − 1, νk = min{k, 3}, K(ν), ν = νk, k.

Используя разложения ψk0(x, ρ), ψk1(x, ρ) по фундаментальным системам решений уравнений (1)

и (2) соответственно, можно показать, что ψk(ρ) существует и единственна при всех ρ ∈ S̄l за ис-

ключением некоторого, не более чем счетного множества, не имеющего конечных предельных точек,

кроме, возможно, точки 0. В дальнейшем мы будем считать, что эта последняя возможность исклю-

чена, более точно мы предполагаем выполненным следующее условие.

Условие G0. При каждом k ψk1(x, ρ) голоморфна в Sl ∩{|ρ| < δ} при некоторой δ > 0, непрерывна

в S̄l ∩ {|ρ| < δ} \ {0} и ψ
(ν−1)
k1 (x, ρ) = O

(

ρ−M
)

, k, ν = 1, N при ρ → 0, где M < ∞.

Обозначим через Y α
k1(x, ρ), k = 1, N , функции, образующие фундаментальную систему решений

(свою для каждого сектора Sl) уравнения (2), построенную аналогично ФСР B0
α [8, § 3.1]. Напомним

следующие свойства функций Y α
k1(x, ρ):

1) при каждом x ≥ 0 Y α
k1(x, ρ) голоморфны по ρ в Sl ∩ {|ρ| > ρα}, причем ρα → 0 при α → ∞;

2) lim
x→∞

Y α
k1(x, ρ) exp(−iρRkx) = 1;

3) DνY α
k1(x, ρ) = (ρRk)ν exp(iρRkx)[1], [1] :=

(

1 + O(ρ−1)
)

, x ≥ α, ρ → ∞.

Зафиксируем α такое, что Y α
k1(x, ρ) голоморфны в Sl ∩{|ρ| > δ/2} и непрерывны в S̄l ∩{|ρ| ≥ δ/2}.

Тогда при ρ ∈ S̄l ∩ {|ρ| ≥ δ/2} с учетом условия 1 определения решений типа Вейля имеют место

представления:

ψk1(x, ρ) = Y α
k1(x, ρ) +

∑

j<k

γα
jk(ρ)Y α

j1(x, ρ). (4)
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Для ψk0(x, ρ) воспользуемся представлениями вида

ψk0(x, ρ) =

3
∑

j=1

βjk(ρ)Cj(x, λ), (5)

где λ = ρ3 и Cj(x, λ) суть решения уравнения ℓ0y = λy при условиях C
(ν−1)
j (0, λ) = δj,ν .

Подставляя (4), (5) в условия склейки из условия 2 определения решений типа Вейля, получим

некоторую систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных γα
jk(ρ), βjk(ρ).

Обозначим через ∆k(ρ) определители этих СЛАУ и через Zkl множества их нулей, лежащих в

S̄l \ {0} при k ∈ 2, N и в S̄l при k = 1. Ясно, что ψk(ρ) непрерывны на S̄l \ ({0} ∪ Zkl) и голоморфны

в Sl \ Zkl. Заметим, что при выполнении условия (3) функции Y α
k1(x, ρ) допускают аналитическое

продолжение в некоторую область вида Sε
l \{|ρ| ≤ ρα}, где Sε

l := Sl + iε exp (i (l − 1/2) π/N). Следова-

тельно, для любого ρ0 ∈ Zkl ψkj(x, ρ) допускают голоморфное продолжение в некоторую проколотую

окрестность ρ0. Всюду далее предполагаем выполненным следующее условие.

Условие G1. Множества Zkl при различных k не пересекаются. Каждое ρ0 ∈ Zkl есть простой

нуль ∆k(ρ) и простой полюс ψkj(x, ρ) (хотя бы при одном j ∈ {0, 1}). Последнее означает, что

существуют функции ψkj,〈−1〉(x, ρ0), j = 0, 1, хотя бы одна из которых не является тождественным 0,

такие, что функции

ψkj(x, ρ) − (ρ − ρ0)
−1ψkj,〈−1〉(x, ρ0)

голоморфны в окрестности ρ0.

Замечание. Поскольку Y α
11(x, ρ) не зависит от α и при выполнении (3) допускает аналитическое

продолжение в окрестность 0, определитель ∆1(ρ) также допускает аналитическое продолжение в

окрестность 0. Поэтому мы допускаем возможность 0 ∈ Z1l, условие G1 в этом случае требует,

чтобы 0 был простым нулем ∆1(ρ) и простым полюсом ψ1(ρ) (фактически, ψ10(x, ρ)).

Из представления (4) вытекает, что для ρ0 ∈ Zkl

ψk1,〈−1〉(x, ρ0) =
∑

j<k

γα
jk,〈−1〉(ρ0)Y

α
j1(x, ρ0).

В силу условия G1 все ψj1(x, ρ), j < k, голоморфны в окрестности ρ0, а представления (4) можно

обратить следующим образом:

Y α
j1(x, ρ0) = ψj1(x, ρ0) +

∑

s<j

gsj(ρ0)ψs1(x, ρ0),

что приводит к следующему утверждению.

Лемма 1. Для любого ρ0 ∈ Zkl существуют (единственные) числа vl
jk(ρ0), j < k, такие, что

функции

Dν−1ψk1(x, ρ) − (ρ − ρ0)
−1

∑

j<k

vl
jk(ρ0)D

ν−1ψj1(x, ρ0), ν = 1, N

голоморфны в окрестности ρ0.

Для исследования поведения решений типа Вейля при больших ρ запишем их в виде

ψk1(x, ρ) = Yk1(x, ρ) +
∑

j<k

γjk(ρ)Yj1(x, ρ), (6)

ψk0(x, ρ) =
3

∑

j=1

βjk(ρ)Yj0(x, ρ). (7)

Через Yk1(x, ρ) в (6) обозначены Y α
k1(x, ρ) при α = 0. Через Yk0(x, ρ) в (7) обозначены решения

Бирхгофа уравнения (1) [8, § 3.1]. Напомним, что для решений Yk0(x, ρ) справедливы асимптотики

следующего вида:

DνYs0(x, ρ) = (ρωs)ν−1 exp (iρωsx) [1], ω = exp

(

2πi

3

)
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при ρ → ∞ по любому замкнутому сектору в ρ-плоскости такому, что выражения Re(iρ(ωs −ωj)) для

любых j, s сохраняют знак в этом секторе.

Подставляя (6), (7) в условия склейки из условия 2 определения решений типа Вейля, получим

некоторую систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных γjk(ρ), βjk(ρ).

Строку этой системы, содержащую Uν и (или) Y
(ν−1)
j0 , поделим на (iρ)ν−1 (нетрудно заметить, что

выражения такого вида в пределах одной строки соответствуют одному и тому же ν). Решая полу-

ченную таким образом СЛАУ по правилу Крамера, получим представления

γsk(ρ) = −
Dsk(ρ)

Dk(ρ)
, (8)

где Dk(ρ) — определитель системы, а Dsk(ρ) могут быть получены из Dk(ρ) формальной заменой Ys1

на Yk1.

Рассмотрим следующую СЛАУ (она получается из описанной выше заменой Ykj главными частями

их асимптотик):































3
∑

s=1
βksω

s(ν−1) = (−1)χT ν

3
∑

s=1
βksω

s(ν−1) exp(iρωsT ) = σν

(

k−1
∑

s=1
γksR

ν−1
s + Rν−1

k

)

, ν = 1, νk − 1

3
∑

s=1
βksω

s(ν−1) + (−1)χT ν

3
∑

s=1
βksω

s(ν−1) exp(iρωsT ) + σν

(

k−1
∑

s=1
γksR

ν−1
s + Rν−1

k

)

= 0, ν = νk, 3

k−1
∑

s=1
γksR

ν−1
s + Rν−1

k = 0, ν = 4, k.

Обозначим ее определитель через D0
k(ρ). Нетрудно показать, что для D0

k(ρ) имеют место представле-

ния следующего вида:

D0
k(ρ) = Ak0 +

3
∑

m=1

(

A+
km exp (iρωmT ) + A−

km exp (−iρωmT )
)

,

где числа Ak0, A±
km зависят только от коэффициентов σν форм Uν и сектора Sl. Для определителей

Dk(ρ), Dsk(ρ) аналогично получаются следующие асимптотические представления:

Dk(ρ) = [Ak0] +
3

∑

m=1

(

[A+
km] exp (iρωmT ) + [A−

km] exp (−iρωmT )
)

,

Dsk(ρ) = [Ask0] +
3

∑

m=1

(

[A+
skm] exp (iρωmT ) + [A−

skm] exp (−iρωmT )
)

,

где числа Ask0, A±
skm также зависят только от коэффициентов σν форм Uν и сектора Sl. Пусть

выполнено следующее условие регулярности.

Условие R. A±
km 6= 0 для всех k,m, l.

Тогда из [9, теорема 5.8] вытекают (в частности) следующие утверждения.

Лемма 2. Число элементов множества Zkl в кольце {t ≤ |ρ| ≤ t + 1} ограничено некоторым

числом, не зависящим от t.

Лемма 3. При ρ → ∞, ρ ∈ S̄l, dist(ρ, Zkl) > ε (где ε > 0 произвольно) справедливы асимптотики:

Dk(ρ) = D0
k(ρ)[1], |Dsk(ρ)| ≤ C|D0

k(ρ)|, |Dsk(ρ) − D0
sk(ρ)| ≤ C|ρ|−1|D0

k(ρ)|,

где D0
sk(ρ) := Ask0 +

3
∑

m=1

(

A+
skm exp (iρωmT ) + A−

skm exp (−iρωmT )
)

.

Из леммы 3 и представлений (6), (8) вытекает, в свою очередь, следующее утверждение.

Лемма 4. При ρ → ∞, ρ ∈ S̄l, dist(ρ, Zkl) > ε справедливы асимптотики:

Dν−1ψk1(x, ρ) = (ρRk)ν exp(iρRkx)[1] −
∑

s<k

(

D0
sk(ρ)

D0
k(ρ)

+ O

(

1

ρ

))

(ρRs)
ν exp(iρRsx).
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2. ЧАСТИЧНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ

Пусть χ ∈ {0, 1} фиксировано и ψk(ρ), k = 1, N , — решения типа Вейля, построенные, как

описано в предыдущем параграфе, с выбранным значением χ в условиях склейки C(ν), K(ν). Исходя

из свойств решений типа Вейля мы определим данные рассеяния, ассоциированные с лучом r1 и

покажем, что эти данные однозначно определяют коэффициенты уравнения (2).

Определим матрицу Ψ = (Ψνk)k,ν=1,N (ν — номер строки): Ψνk(x, ρ) := Dν−1ψk1(x, ρ). Для

ρ0 ∈ Σl \ (Zl ∪ Zl+1) (где Σl := S̄l ∩ S̄l+1, Zl :=
⋃

k

Zkl) определим: Ψ−(x1, ρ0) := lim
ρ→ρ0,ρ∈Sl

Ψ(x, ρ),

Ψ+(x, ρ0) := lim
ρ→ρ0,ρ∈Sl+1

Ψ(x, ρ) и матрицу v(ρ0) := Ψ−1
− (x, ρ0)Ψ+(x, ρ0). Далее, для ρ0 ∈ Zkl опре-

делим матрицы vl(ρ0) :=
(

vl
jk(ρ0)

)

j,k=1,N
(j — номер строки), где vl

jk(ρ0) — числа из утверждения

леммы 1.

Определение. Данными рассеяния, ассоциированными с лучом r1, назовем набор

Jχ
1 =

{

v(ρ), ρ ∈ Σl \ (Zl ∪ Zl+1), Zkl, vl(ρ), ρ ∈ Zkl, k = 1, N, l = 1, 2N
}

.

Наряду с уравнениями (1), (2) рассмотрим уравнения того же вида, но с другими коэффициен-

тами p̃sj . Через ψ̃k(ρ) обозначим соответствующие решения типа Вейля (построенные при тех же

условиях склейки). Предположим, что условия G0, G1 также выполнены, тогда можно определить

данные рассеяния J̃χ
1 .

Теорема 1. При выполнении условий G0, G1 и условия регулярности склейки R из J̃χ
1 = Jχ

1

следует p̃1s = p1s, s = 0, N − 2. Кроме того, Ψ̃ = Ψ.

Доказательство. Рассмотрим следующую матрицу спектральных отображений [7, 8]:

P (x, ρ) := Ψ(x, ρ)Ψ̃−1(x, ρ). В силу равенств Z̃kl = Zkl и ṽ(ρ) = v(ρ), ρ ∈ Σl \ (Zl ∪ Zl+1) матри-

ца P (x, ρ) голоморфна по ρ в C \
⋃

k,l

Zkl \ {0}.

Из леммы 1 следует, что для любого ρ0 ∈ Zkl матрица

Ψ(x, ρ)
(

I − (ρ − ρ0)
−1vl(ρ0)

)

,

где I — единичная матрица, голоморфна в окрестности ρ0, и аналогичное утверждение справедливо

для Ψ̃. В силу ṽl(ρ0) = vl(ρ0) отсюда следует, что P (x, ρ) ограничена в окрестности ρ0, т.е. ρ0

является устранимой особенностью P (x, ρ). Таким образом, в условиях теоремы P (x, ρ) голоморфна

в C \ {0}.

Далее, из асимптотик леммы 4 вытекают оценки:

Pjk(x, ρ) = O
(

ρj−k
)

, ρ → ∞, dist



ρ,
⋃

k,l

Zkl



 > ε, (9)

а из условия G0 — оценка

Pjk(x, ρ) = O
(

ρ−M1
)

, M1 < ∞, ρ → 0. (10)

С учетом леммы 2 из (9), (10) следует, что P (x, ρ) представима в виде

P (x, ρ) =

N−1
∑

ν=−M1

ρνP〈ν〉(x). (11)

Из условия 1 определения решений типа Вейля следует:

lim
x→∞

P〈ν〉(x) = 0, ν 6= 0, lim
x→∞

P〈0〉(x) = I.

Повторяя рассуждения из доказательства леммы 3.54 [7] выводим отсюда, что P〈ν〉(x) ≡ 0 при ν 6= 0,

а рассуждая, как при доказательстве леммы 3.59 [7], заключаем, что при j ≤ k P〈0〉,jk(x) ≡ δj,k. С

учетом (11) это означает, в частности, что P1k(x, ρ) ≡ δ1,k, т. е. первые строки матриц Ψ̃ и Ψ тож-

дественно равны. А поскольку остальные строки в этих матрицах получаются дифференцированием

первой строки, матрицы Ψ̃ и Ψ совпадают. ¤
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3. ПОЛНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА РАССЕЯНИЯ

Для восстановления коэффициентов уравнения (1) нам понадобятся два набора данных рассеяния,

ассоциированных с лучом r1 J0
1 , J1

1 и, возможно, некоторый конечный набор чисел, связанных с (1)

непосредственно.

Обозначим через Λ± спектры краевых задач для уравнения ℓ0y = λy с условиями y(ν−1)(0) ±

± y(ν−1)(T ) = 0, ν = 1, 3, через Λ±
s , s = 1, 2 — спектры задач для этого же уравнения с условиями

y(s−1)(0) = y(s−1)(T ) = y(2−s)(0) ± y(2−s)(T ) = 0 (все собственные значения берутся с учетом их

алгебраической кратности). Характеристические функции указанных задач обозначим через ∆±
30(λ)

и ∆±
3s(λ) соответственно. Определим Λ±

3s := Λ± ∩ Λ±
s .

Определение. Глобальными данными рассеяния назовем набор J = {J0
1 , J1

1 ,Λ+
31,Λ

−
31,Λ

+
32,Λ

−
32}.

Теорема 2. При выполнении условий G0, G1 и условия регулярности склейки R из J̃ = J

следует p̃1s = p1s, s = 0, N − 2, p̃0s = p0s, s = 0, 1.

Доказательство. В силу теоремы 1 из совпадения данных рассеяния следует совпадение коэф-

фициентов уравнения (2) и решений типа Вейля на луче r1. Теперь единственность восстановления

коэффициентов уравнения (1) следует из единственности решения классической обратной задачи на

конечном отрезке по матрице Вейля [8, гл. 3]. Покажем это.

Пусть Φk(x, λ), k = 1, 2 суть решения Вейля для уравнения ℓ0y = λy, удовлетворяющие краевым

условиям:

Φ1(0, λ) = 1, Φ1(T, λ) = Φ′
1(T, λ) = 0,

Φ2(0, λ) = 0, Φ′
2(0, λ) = 1, Φ2(T, λ) = 0.

Определим функции Вейля Mkν(λ) := Φ
(ν−1)
k (0, λ). Имеют место представления [1, § 3.1]:

M12(λ) = −
d12(λ)

d1(λ)
, M13(λ) = −

d13(λ)

d1(λ)
,

где

d1 =

∣

∣

∣

∣

∣

C2 C3

C ′
2 C ′

3

∣

∣

∣

∣

∣

, d12 =

∣

∣

∣

∣

∣

C1 C3

C ′
1 C ′

3

∣

∣

∣

∣

∣

, d13 =

∣

∣

∣

∣

∣

C2 C1

C ′
2 C ′

1

∣

∣

∣

∣

∣

.

Здесь для краткости в выражениях вида C
(ν)
j (T, λ) аргументы (T, λ) опущены. Отметим, кроме того,

что в силу самосопряженности дифференциального выражения ℓ0 имеет место связь M23(λ) = M12(λ̄).

Вернемся к доказательству теоремы. Условия склейки для решения ψ3(ρ) приводят к следующим

соотношениям (где различные знаки соответствуют разным χ ∈ {0, 1}):


















































3
∑

s=1
βs3 (δs,1 ± Cs(T, λ)) = 0,

3
∑

s=1
βs3 (δs,2 ± C ′

s(T, λ)) = 0,

3
∑

s=1
βs3 (δs,3 ± C ′′

s (T, λ)) = −U3(ψ
±
31),

β13 = U1(ψ
±
31),

β23 = U2(ψ
±
31),

(12)

Применяя к (12) теорему Кронекера –Капелли (как к СЛАУ относительно βs3, s = 1, 2, 3), получим

соотношения:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C1 ± 1 C2 C3 0

C ′
1 C ′

2 ± 1 C ′
3 0

C ′′
1 C ′′

2 C ′′
3 ± 1 ∓U3(ψ

±
31)

1 0 0 U1(ψ
±
31)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (13)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C1 ± 1 C2 C3 0

C ′
1 C ′

2 ± 1 C ′
3 0

C ′′
1 C ′′

2 C ′′
3 ± 1 ∓U3(ψ

±
31)

0 1 0 U2(ψ
±
31)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (14)
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Соотношения (13), (14) могут быть переписаны в терминах характеристических функций ∆±
3s(λ),

введенных в начале параграфа. С учетом представлений:

∆±
30 = ±

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C1 ± 1 C2 C3

C ′
1 C ′

2 ± 1 C ′
3

C ′′
1 C ′′

2 C ′′
3 ± 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ∆±
31 =

∣

∣

∣

∣

∣

C2 C3

C ′
2 ± 1 C ′

3

∣

∣

∣

∣

∣

, ∆±
32 =

∣

∣

∣

∣

∣

C1 ± 1 C3

C ′
1 C ′

3

∣

∣

∣

∣

∣

,

эти соотношения принимают вид

U1(ψ
±
31)∆

±
30 ∓ U3(ψ

±
31)∆

±
31 = U2(ψ

±
31)∆

±
30 ± U3(ψ

±
31)∆

±
32 = 0,

что приводит к соотношениям:

∆±
31

∆±
30

= ±
U1(ψ

±
31)

U3(ψ
±
31)

,
∆±

32

∆±
30

= ∓
U2(ψ

±
31)

U3(ψ
±
31)

.

В условиях теоремы, как уже было замечено, ψ̃±
31 = ψ±

31 и, следовательно,

∆̃±
31

∆̃±
30

=
∆±

31

∆±
30

,
∆̃±

32

∆̃±
30

=
∆±

32

∆±
30

. (15)

Фигурирующие в (15) характеристические функции ∆±
3s(λ) однозначно определяются заданием своих

нулей, а в силу (15) и условия Λ̃±
3s = Λ±

3s эти множества совпадают (с учетом кратностей). Таким

образом, в условиях теоремы имеем:

∆̃±
3s = ∆±

3s, s = 0, 2. (16)

Учитывая, что

d1 =
1

2

(

∆+
31 + ∆−

31

)

, d12 =
1

2

(

∆+
32 + ∆−

32

)

,

из (16) следует, что d̃1 = d1, d̃12 = d12. Это влечет, в свою очередь, M̃12 = M12, M̃23 = M23.

Осталось показать, что функция Вейля M13 также однозначно восстанавливается по глобальным

данным рассеяния. Рассмотрим решение типа Вейля ψ1(ρ). Для него условия склейки приводят к

системе вида






























3
∑

s=1
βs1 (δs,1 ± Cs(T, λ)) + U1(Y11) = 0,

3
∑

s=1
βs1 (δs,2 ± C ′

s(T, λ)) + U2(Y11) = 0,

3
∑

s=1
βs1 (δs,3 ∓ C ′′

s (T, λ)) + U3(Y11) = 0.

(17)

Определитель системы (17) представляет собой целую функцию ∆±
10(λ) вида

∆±
10 = ±

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C1 ± 1 C2 C3

C ′
1 C ′

2 ± 1 C ′
3

C ′′
1 C ′′

2 C ′′
3 ∓ 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

В силу условия G1 ∆±
10(λ) имеет только простые нули, совпадающие с 3 степенями элементов мно-

жества
⋃

l

Z1l и, таким образом, в условиях теоремы ∆̃±
10(λ) = ∆±

10(λ). Заметим теперь, что

1

2

(

∆±
10 − ∆±

30

)

= d13 ∓ (C1 + C ′
2). (18)

С учетом установленных ранее равенств ∆̃±
10(λ) = ∆±

10(λ), ∆̃±
30(λ) = ∆±

30(λ) (18) влечет d̃13 = d13 и,

следовательно, M̃13 = M13. ¤

Результаты получены в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки России

(проект № 1.1436.2014К).
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