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Во многих работах изучались вопросы единственности представления функций одномерными и кратными рядами по

системе Хаара. Хорошо известно, что подпоследовательность частичных сумм ряда Хаара с номерами 2k является мар-

тингалом на некотором фильтрованном вероятностном пространстве (Ω, F , (Fk),P). В нашей работе вводится понятие

U -множества для мартингалов и устанавливается ряд теорем единственности для мартингалов на произвольном ком-

пактном фильтрованном вероятностном пространстве. В частности, доказывается, что каждое множество U ∈ ∪∞

k=0Fk

с P(U) = 0 является U -множеством для мартингалов на компактном пространстве (Ω, F , (Fk),P) (теорема типа

Кантора – Юнга – Бернштейна). Приведенный результат дополняется рядом теорем типа Валле-Пуссена.

Ключевые слова: множество единственности, мартингал, фильтрованное вероятностное пространство, теорема Кантора –

Юнга – Бернштейна, теорема Валле-Пуссена.

ВВЕДЕНИЕ

Одним из фундаментальных результатов в теории ортогональных рядов является теорема Канто-

ра –Юнга –Бернштейна (см., напр., [1; гл. 1, § 70, гл. 14]): если тригонометрический ряд

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) (1)

всюду на [0, 2π), за исключением, быть может, точек из некоторого не более чем счетного

множества, сходится к нулю, то этот ряд является тождественно нулевым, т. е. все его ко-

эффициенты равны нулю. С этой теоремы началось развитие разветвленной теории единственности

представления функции ортогональными рядами. В частности, для тригонометрических рядов ин-

тересным оказался вопрос, можно ли заменить не более чем счетные множества в теореме Канто-

ра –Юнга –Бернштейна на множества из более широкого класса. Оказывается, ответ на этот вопрос

связан не только с их метрическими, но и с арифметическими характеристиками (см. по этому поводу

[1, гл. 14] и библиографию, содержащуюся в данной монографии).

Теорему Кантора –Юнга –Бернштейна можно усиливать и в другом направлении, рассматривая

вместо сходимости к нулю сходимость к конечной функции. В этом направлении хорошо известна

(см., напр., [1, гл. 14, § 4]) теорема Валле-Пуссена (мы приводим эту теорему в не самой общей

формулировке): если ряд (1) сходится всюду, кроме, быть может, точек некоторого счетного

множества, к суммируемой функции f , то данный ряд является рядом Фурье функции f .
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Возможность получить аналоги теорем Кантора –Юнга –Бернштейна и Валле-Пуссена изучалась

и для других систем функций. Важную роль в теории функций играет система функций Хаара {Hn}

на отрезке [0, 1] (см. [2, гл. 3]).

В 1910 г. А. Хаар показал, что если ряд
∑

cn Hn сходится к нулю всюду на [0, 1], то он является

тождественно нулевым. Но доказательство Хаара содержало ошибку. Верное доказательство было

получено в 1964 г. независимо сразу в 4 работах Ф. Г. Арутюняна, Ф. Г. Арутюняна и А. А. Талаляна,

М. Б. Петровской, В. А. Скворцова. С другой стороны, в подобных теоремах сходимость всюду

нельзя заменить даже на сходимость всюду, кроме одной точки: для каждой точки x0 ∈ [0, 1]

найдется нетривиальный ряд Хаара, сходящийся к нулю всюду на [0, 1], кроме точки x0 (результат

Г. Фабера, Д. МакЛафлина и Д. Прайса). По поводу результатов выше см. [3] и содержащуюся в

этой работе библиографию. Таким образом, аналог теоремы Кантора –Юнга –Бернштейна для рядов

Хаара справедлив лишь для сходимости к нулю всюду.

Для d-кратных рядов Хаара на [0, 1]d теорема типа Кантора –Юнга –Бернштейна установлена для

сходимости по прямоугольникам [4], по 1/2-ограниченным прямоугольникам [5], а для сходимости

по кубам она не имеет места [6] (речь идет о сходимости всюду). Теоремы типа Валле-Пуссена для

одномерных и кратных рядов по системе Хаара содержатся в большом количестве работ (см., напр.,

[7–10]).

Ряды по системе Хаара интересны тем, что допускают большое количество представлений. Хорошо

известен [11; 12, гл. 7, § 1] следующий факт. При подходящем выборе области определения функций

Хаара, а также фильтрованного вероятностного пространства (Ω,F , (Fk),P), подпоследовательность

частичных сумм ряда Хаара с номерами 2k является мартингалом. Подобное представление имеет

место и для кратных рядов Хаара.

Целью данной заметки является изучение вопроса о справедливости теорем типа Кантора –Юнга –

Бернштейна и Валле-Пуссена для мартингалов на произвольных фильтрованных вероятностных про-

странствах (Ω, F , (Fk), P). Отметим, что теоремы типа Валле-Пуссена для сходимости почти всюду

хорошо известны (см., напр., [12, гл. 7; 13; 14]), однако в них на мартингалы накладываются огра-

ничения типа равномерной интегрируемости. Здесь мы будем рассматривать поточечную сходимость

вместо сходимости почти всюду, но при этом будем обходиться без дополнительных ограничений на

поведение мартингалов.

1. МАРТИНГАЛЫ: ОПРЕДЕЛЕНИЯ И НЕКОТОРЫЕ ФАКТЫ

Всюду N означает множество целых неотрицательных чисел. До конца работы считаем, что име-

ется фильтрованное вероятностное пространство (Ω, F , (Fk), P), т. е. [15, гл. 1, § 2a, п. 5] вероят-

ностное пространство (Ω, F , P) с выделенной последовательностью (Fk)k∈N σ-алгебр (называемой

фильтрацией) такой, что

F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ F .

Пусть (Xk)∞k=0 или просто (Xk) — последовательность случайных величин на (Ω,F ,P). То-

гда (Xk) называется мартингалом (по отношению к фильтрации (Fk)), если для всех k ∈ N вели-

чина Xk является Fk-измеримой, E |Xk| < ∞ и

E (Xk+1 |Fk) = Xk (P-п. н.), k ∈ N. (2)

(См. по этому поводу [12, гл. 7, § 1].) Отметим, что (2) эквивалентно тому, что∫
B

Xk+1 dP =

∫
B

Xk dP для всех k ∈ N, B ∈ Fk. (3)

Мартингал (Xk) будем называть тривиальным, если Xk = 0 (P-п. н.) для каждого k ∈ N. Множе-

ство A ⊂ Ω назовем множеством единственности для мартингалов (иначе, множеством типа UM ),

если только тривиальный мартингал (Xk) может обладать тем свойством, что limk→∞ Xk(ω) = 0 для

всех ω ∈ Ω \ A.

Множество A ⊂ Ω назовем множеством типа VM , если каждый мартингал (Xk), обладающий

тем свойством, что limk→∞ Xk(ω) = ξ(ω) для всех ω ∈ Ω \ A (ξ — случайная величина с E |ξ| < ∞),

восстанавливается по случайной величине ξ так:

Xk = E (ξ |Fk) (P-п.н.) для всех k ∈ N. (4)

Очевидно, каждое множество типа VM является множеством типа UM .

570 Научный отдел



М. Г. Плотников, Ю. А. Плотникова. Мартингалы и теоремы Кантора–Юнга–Бернштейна

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Лемма 1. Пусть заданы l ∈ N, ε > 0, мартингал (Yk) и множество A ∈ Fl, причем P(A) > 0 и

Yl > ε всюду на A. (5)

Тогда P(A′) > 0, где A′ def
= {ω ∈ A : Yl+1(ω) > ε}.

Доказательство. Из (5) вытекает неравенство

∫
A

Yl dP > ε · P(A). (6)

Из определения множества A′ следует, что

Yl+1 < ε всюду на A \ A′.

Поэтому ∫
A\A′

Yl+1 dP < ε · P(A \ A′) 6 ε · P(A). (7)

Имеем:
∫

A′

Yl+1 dP =

∫
A

Yl+1 dP −

∫
A\A′

Yl+1 dP
(3)
=

∫
A

Yl dP −

∫
A\A′

Yl+1 dP
(6), (7)

> ε · P(A) − ε · P(A) = 0,

т. е.
∫

A′
Yl+1 dP > 0. Отсюда P(A′) > 0. Лемма доказана. ¤

Лемма 2. Пусть пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает тем свойством, что

∞⋂
k=l

Ak 6= ∅ для всякого l ∈ N и любой невозрастающей последовательности

(Ak)∞k=l множеств таких, что Ak ∈ Fk и P(Ak) > 0 для всех k > l.

(8)

Предположим, что заданы l ∈ N, ε > 0, мартингал (Yk) и множество Al ∈ Fl, для которых

выполнено условие (5). Тогда Ωε ∩ Al 6= ∅, где

Ωε
def
= {ω ∈ Ω : lim

k→∞
Yk(ω) > ε}. (9)

Доказательство. Многократно применив лемму 1, отыщем невозрастающую последователь-

ность (Ak)∞k=l множеств такую, что P(Ak) > 0, Ak ∈ Fk и

Yk(ω) > ε всюду на Ak (10)

для всех k > l. Из (9) и (10) видно, что

Ωε ∩ Al ⊃

∞⋂
k=l

Ak. (11)

Теперь утверждение леммы вытекает из (8) и (11). Лемма доказана. ¤

Лемма 3. Предположим, что пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает свойством (8). Пусть

заданы l ∈ N, мартингал (Yk) и множество B ∈ Fl такие, что

∫
B

Yl dP > 0. (12)

Тогда для некоторого ε > 0 выполнено соотношение Ωε ∩ B 6= ∅, где Ωε определяется форму-

лой (9).

Доказательство. Из (12) вытекает наличие ε > 0 и множества A ∈ Fl, для которых выполнено

условие (5). Теперь утверждение данной леммы вытекает из леммы 2. Лемма доказана. ¤
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Лемма 4. Предположим, что пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает свойством (8). Пусть

заданы множество U и мартингал (Yk), причем U ∈ Fq для некоторого q ∈ N, P(U) = 0 и

lim
k→∞

Yk(ω) 6 0 для всех ω ∈ Ω \ U. (13)

Тогда ∫
B

Yl dP 6 0

для всех l > q и множеств B ∈ Fl.

Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют l > q и множество B ∈ Fl такие,

что
∫

B
Yl dP > 0. Тогда B \ U ∈ Fl и

∫
B\U

Yl dP > 0. Согласно лемме 3 найдется ε > 0 такое, что

(Ωε ∩B) \U = Ωε ∩ (B \U) 6= ∅, Ωε определяется формулой (9). Значит, существует точка ω0 ∈ B \U

такая, что lim
k→∞

Yk(ω0) > ε. Последнее соотношение противоречит (13). Лемма доказана. ¤

Лемма 5. Предположим, что пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает свойством (8). Пусть

заданы множество U , случайная величина ξ с E |ξ| < ∞ и мартингал (Xk), причем U ∈ Fq для

некоторого q ∈ N, P(U) = 0 и

lim
k→∞

Xk(ω) 6 ξ(ω) для всех ω ∈ Ω \ U.

Тогда ∫
B

Xl dP 6

∫
B

ξ dP

для всех l > q и множеств B ∈ Fl.

Доказательство. Достаточно применить лемму 4 к мартингалу (Yk), где Yk ≡ Xk −E (ξ |Fk) для

всех k ∈ N. Лемма доказана. ¤

3. ТЕОРЕМЫ КАНТОРА – ЮНГА – БЕРНШТЕЙНА И ВАЛЛЕ-ПУССЕНА ДЛЯ МАРТИНГАЛОВ

Теорема 1. Предположим, что пространство (Ω,F , (Fk),P) обладает свойством (8). Пусть

заданы: множество U , причем U ∈ Fq для некоторого q ∈ N и P(U) = 0; случайная величина ξ

с E |ξ| < ∞; мартингал (Xk) такой, что

lim
k→∞

Xk(ω) 6 ξ(ω) 6 lim
k→∞

Xk(ω) (14)

для всех ω ∈ Ω \ U . Тогда для каждого k ∈ N выполнено равенство (4).

Доказательство. К мартингалам (Xk) и (−Xk) примени́ма лемма 5. Для мартингала (Xk) ука-

занная лемма дает неравенство ∫
B

Xl dP 6

∫
B

ξ dP, (15)

а для мартингала (−Xk) — неравенство

∫
B

−Xl dP 6

∫
B

ξ dP, (16)

для всех l > q и множеств B ∈ Fl. Из (3), (15) и (16) вытекает равенство (4) для всех k > q. Так как

(Xk) — мартингал, то равенство (4) распространяется и на все 0 6 k 6 q − 1. Теорема доказана. ¤

Теорема 2. Предположим, что пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает свойством (8). Пусть

заданы: множество U ∈ ∪∞
k=0Fk с P(U) = 0; случайная величина ξ с E |ξ| < ∞; наконец, мар-

тингал (Xk) такой, что для всякого ω ∈ Ω \U найдется возрастающая последовательность (ks)

(зависящая, вообще говоря, от ω) натуральных чисел, причем

lim
s→∞

Xks
(ω) = ξ(ω), ω ∈ Ω \ U. (17)

Тогда для каждого k ∈ N выполнено равенство (4).

Доказательство. Утверждение теоремы вытекает из утверждения теоремы 1 и того факта, что

условие (14) является следствием соотношения (17). Теорема доказана. ¤
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Из теоремы 2 сразу вытекает

Теорема 3. Предположим, что пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает свойством (8). Пусть

заданы: множество U ∈ ∪∞
k=0Fk с P(U) = 0; случайная величина ξ с E |ξ| < ∞; мартингал (Xk)

такой, что limk→∞ Xk(ω) = ξ(ω) для всех ω ∈ Ω\U . Тогда для всех k ∈ N выполнено равенство (4).

Следствие 4. Если пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает свойством (8), то любое множе-

ство U ∈ ∪∞
k=0Fk с P(U) > 0 является множеством типа VM и, как следствие, множеством

типа UM .

Следствие 5. Если пространство (Ω, F , (Fk), P) обладает свойством (8), то ∅ является

множеством типа VM и, как следствие, множеством типа UM .

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 14-01-00417) и гранта Пре-

зидента РФ для государственной поддержки ведущих научных школ (проект НШ-3682.2014.1).
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Uniqueness problems for one-dimensional Haar series and for multiple ones have understood in numerous works. It is well-known

that the subsequence of the partial sums S
2k of an arbitrary Haar series can be represented as a discrete-time martingale on some

filtered probability space (Ω, F , (Fk), P). In paper the concept of a U -set for martingales is presented and some uniqueness

theorems for martingales on arbitrary compact filtered probability spaces are established. In particular, it is proved that every set

U ∈ ∪∞

k=0Fk with P(U) = 0 is a U -set for martingales on a compact space (Ω, F , (Fk), P) (Cantor–Young–Bernstein

type theorem). The result above is supplemented by some de la Vallée Poussin type theorems.

Key words: set of uniqueness, martingale, filtered probability space, Cantor – Young – Bernstein theorem, de la Vallée Poussin

theorem.
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Рассматривается класс пучков обыкновенных дифференциальных операторов n-го порядка с постоянными коэффициен-

тами. Предполагается, что корни характеристического уравнения пучков этого класса простые, отличные от нуля, и лежат

на одной прямой, проходящей через начало координат. Формулируются достаточные условия n-кратной полноты системы

корневых функций пучков этого класса в пространстве суммируемых с квадратом функций на основном отрезке.

Ключевые слова: пучок обыкновенных дифференциальных операторов, кратная полнота, корневые функции.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, ИСТОРИЯ ВОПРОСА И ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

В пространстве L2[0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операторов L(λ),

порожденный на конечном отрезке [0, 1] дифференциальным выражением (д. в.):

ℓ(y, λ) := pn(x, λ)y(n) + pn−1(x, λ)y(n−1) + · · · + p0(x, λ)y (1)

и линейно независимыми краевыми условиями:

Ui(y, λ) :=

n−1∑
j=0

aij(λ)y(j)(0) + bij(λ)y(j)(1) = 0, i = 1, n, (2)
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