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Работа посвящена исследованию структуры спектра оператора Шредингера на весовом квазимодельном многообразии

с концом, представимым искривленным произведением специального вида. Получен критерий дискретности спектра в

терминах поведения коэффициентов метрики многообразия и потенциала исследуемого оператора. В заключении сде-

ланы замечания о следствиях из данного результата и его возможном обобщении на более сложные квазимодельные

многообразия.
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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что структура спектра оператора Лапласа –Бельтрами на римановом многообразии за-

висит от геометрии многообразия. Характер зависимости различных свойств спектра в различных

условиях исследуется множеством авторов, начиная с последней четверти прошлого века (см., на-

пример, [1–5]). При этом свойства спектра оператора Шредингера, очевидно, зависят не только от

геометрии многообразия, но и от поведения потенциала. Поэтому их исследование является более

сложной задачей даже в случае R
n. Результатов относительно структуры спектра оператора Шре-

дингера на римановых многообразиях в несколько раз меньше, чем для лапласиана. В частности,

можно отметить публикации [6–8]. Во всех этих работах накладываются разные условия на геомет-

рию многообразия, но основным результатом в них являются утверждения о дискретности спектра

оператора Шредингера при определенном поведении потенциала на бесконечности. В этом смысле

процитированные исследования наиболее близки к представляемому в данной статье. Наиболее су-

щественным отличием является класс изучаемых многообразий и методы работы с ним.

А именно мы рассматриваем полное риманово многообразие M , представимое в виде B ∪ D, где

B — компактное многообразие, а конец D изометричен произведению I × S1 × S2 × · · · × Sk (где

I = (r0, d) — конечный или бесконечный интервал, а Si — компактные римановы многообразия без

края) с метрикой

ds2 = q2
0(r)dr2 + q2

1(r)dθ2
1 + · · · + q2

k(r)dθ2
k,
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где dθ2
i метрика на Si, а qi(r) — C1–гладкие положительные на I функции, причем q0(r) удовлетворяет

условию
d

∫

r0

q0(r)dr = +∞

для обеспечения полноты многообразия D. Считаем, что размерность dimSi = ni. Заметим, что такие

многообразия являются простым обобщением искривленных произведений порядка k, поведение ре-

шений различных эллиптических уравнений на которых достаточно подробно изучено А. Г. Лосевым,

Е. А. Мазепой, С. А. Корольковым (см., например, [9–11]) и другими авторами.

Далее, будем полагать, что на M задана борелева мера µ, не обязательно совпадающая с римано-

вым объемом. Считаем, что мера µ имеет плотность

σ(r, θ1, . . . , θk) = τ(r)η1(θ1) . . . ηk(θk).

Рассмотрим на многообразии (M,µ) оператор Шредингера

−Lµ = −divµ∇ + c(r).

Для полуограниченности оператора −Lµ будем считать, что существует некоторая K = const, такая

что c(r) ≥ −K. Кроме того, потребуем, чтобы функция c(r) была абсолютно интегрируемой на любом

(конечном) интервале из I.

Будем говорить, что спектр оператора дискретен, если он состоит лишь из собственных значений

конечной кратности, т. е. его непрерывный спектр пуст.

Обозначим s(r) = τ(r)qn1

1 (r) . . . qnk

k (r) и

F (r) = c(r) +

(

s′(r)

2s(r)

)

′

+

(

s′(r)

2s(r)

)2

.

Имеет место следующий результат.

Теорема 1. Если F (r) > −C (C = const > 0), то для дискретности спектра оператора

Шредингера −Lµ на многообразии (M,µ) необходимо и достаточно, чтобы для произвольного

ω > 0 было выполнено

lim
r→d

r(ρ+ω)
∫

r(ρ)

q0(t)F (t)dt = +∞,

где функция r(ρ) определяется из соотношения ρ(r) =
r
∫

r0

q0(t)dt.

Отметим, что структура данного утверждения повторяет известный критерий дискретности спек-

тра А. М. Молчанова и, по сути, теорема 1 является обобщением данного критерия на случай квази-

модельных многообразий. Более того, идея доказательства этого утверждения состоит в построении

оператора Штурма–Лиувилля, дискретность спектра которого эквивалентна дискретности спектра

исследуемого оператора Шредингера, благодаря чему становится возможным применение критерия

А. М. Молчанова для завершения доказательства.

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Напомним сначала, что на гладком римановом многообразии X размерности n оператор Лапласа –

Бельтрами имеет вид

−∆ = −div∇ = − 1√
G

n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(√
Ggij ∂

∂xi

)

,

где ‖gij‖ — риманов метрический тензор на X, gij — компоненты ‖gij‖−1, а G = det ‖gij‖. Одна-
ко нас будет интересовать случай, когда на X задана некоторая борелева мера µ, не обязательно

совпадающая с римановым объемом. Будем предполагать, что µ имеет плотность σ(x), где σ(x) —

гладкая положительная функция. (Очевидно, что если µ — риманов объем на X, то σ(x) ≡ 1.) Пару
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(X,µ) называют весовым многообразием. Так как дивергенция — это оператор, сопряженный к гра-

диенту относительно меры многообразия, на весовом многообразии очевидным образом изменяется

представление оператора Лапласа –Бельтрами (см., например, [12]):

−∆µ = −divµ ∇ = − 1

σ(x)
√

G

n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

σ(x)
√

Ggij ∂

∂xi

)

.

Теперь рассмотрим риманово многообразие Z, изометричное произведению X × Y (где X — про-

извольное многообразие размерности n, а Y — компактное многообразие размерности m) с метрикой

dz2 = dx2 + γ2(x)dy2,

где γ(x) — гладкая положительная функция, dx2 и dy2 — метрики на X и Y соответственно.

Пусть µ теперь — борелева мера на многообразии Z с плотностью σ(z) = τ(x)η(y), и σ(z) —

гладкая положительная функция. Непосредственным вычислением оператора Шредингера

−Lµ = −∆µ + c(x)

на многообразии (Z, µ) может быть получено следующее утверждение (см. [13]).

Лемма. Оператор Шредингера на многообразии (Z, µ) имеет вид

−Lµ = A0 + γ−2(−∆η) + c(x) = B + γ−2(−∆η),

где A0 и B — операторы Лапласа–Бельтрами и Шредингера на многообразии X с весовой

функцией γm(x)τ(x) соответственно, а −∆η — лапласиан на многообразии Y c мерой плотности

η(y).

Далее, следуя [2, 14] и др., говоря о спектре незамкнутого, но замыкаемого оператора, мы имеем

в виду спектр замыкания. Слова «спектр оператора» на самом деле относятся к спектру расширения

по Фридрихсу этого оператора (см., например, [14]).

Сформулируем теперь критерий дискретности спектра оператора Шредингера на многообразии Z.

При этом обозначим через ν меру с весовой функцией γm(x)τ(x) на многообразии X.

Теорема 2. Оператор Шредингера на многообразии (Z, µ) имеет дискретный спектр тогда и

только тогда, когда спектр оператора Шредингера на многообразии (X, ν) дискретен.

Доказательство данной теоремы приведено в [13], однако отметим, что использованный метод

предложил A. Baider в [2].

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Вернемся теперь к многообразию M , описанному во введении. Напомним, что на нем задана

борелева мера µ с плотностью

σ(r, θ1, . . . , θk) = τ(r)η1(θ1) . . . ηk(θk).

Из принципа декомпозиции [15] следует, что спектр оператора Шредингера на многообразии дис-

кретен тогда и только тогда, когда он дискретен вне любого компакта на этом многообразии. Дискрет-

ность спектра на многообразии M = B ∪ D равносильна дискретности спектра на многообразии D.

Произведем на многообразии D замену переменной, положив ρ =
r
∫

r0

q0(t)dt. Тогда эта переменная

ρ изменяется на R+, в силу полноты многообразия D, а многообразия Si остаются неизменными.

Кроме того, положим c(r(ρ)) = c̃(ρ), τ(r(ρ)) = τ̃(ρ), qi(r(ρ)) = q̃i(ρ), i = 1, . . . , k.

Рассмотрим многообразия X = R+ ×S1 ×S2 ×· · ·×Sk−1 и Y = Sk, и пусть Z = X ×Y с метрикой

dz2 = dx2 + q̃2
k(ρ)dy2

и борелевой мерой τ1(x)ηk(θk), где

τ1(x) = τ̃(ρ)η1(θ1) . . . ηk−1(θk−1);
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т. е. Z совпадает с многообразием, полученным из D заменой переменной. По теореме 2 оператор

Шредингера на многообразии Z имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда дискретен

спектр оператора Шредингера на многообразии X с весовой функцией

q̃nk

k (ρ)τ1(x) = q̃nk

k (ρ)τ̃(ρ)η1(θ1) . . . ηk−1(θk−1).

Далее, пусть многообразие X1 = R+×S1×S2×· · ·×Sk−2, а многообразие Y1 = Sk−1, и рассмотрим

многообразие Z1 = X1 × Y1 с метрикой

dz2
1 = dx2

1 + q̃2
k−1(ρ)dy2

1

и весовой функцией q̃nk

k (ρ)τ2(x1)ηk−1(θk−1), где τ2(x1) = τ̃(ρ)η1(θ1) . . . ηk−2(θk−2); т. е. оператор Шре-

дингера на многообразии Z1 совпадает с оператором, дискретность спектра которого мы исследуем.

Снова применяя теорему 2, получаем, что оператор Шредингера на многообразии X с указанным

весом имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда дискретен спектр оператора Шредингера

на многообразии X1 с весовой функцией

q̃
nk−1

k−1 (ρ)q̃nk

k (ρ)τ2(x1) = q̃
nk−1

k−1 (ρ)q̃nk

k (ρ)τ̃(ρ)η1(θ1) . . . ηk−2(θk−2).

Повторяя этот процесс еще k − 2 раза, в итоге получим, что дискретность спектра оператора

Шредингера на многообразии D эквивалентна дискретности спектра оператора Штурма–Лиувилля

на R+ с весом τ̃(ρ)q̃n1

1 (ρ) . . . q̃nk

k (ρ).

Введем обозначение s̃(ρ) = τ̃(ρ)q̃n1

1 (ρ) . . . q̃nk

k (ρ), тогда полученный оператор можно записать в

виде

B = s̃−1(ρ)
d

dρ

(

s̃(ρ)
d

dρ

)

+ c̃(ρ).

После преобразования получаем:

Bu = −u′′(ρ) − s̃′(ρ)

s̃(ρ)
u′(ρ) + c̃(ρ)u(ρ).

Сделаем замену переменных ζ(ρ) = s̃
1

2 (ρ)u(ρ), т. е. u = s̃−
1

2 (ρ)ζ(ρ). Тогда

u′ = ζ ′s̃−
1

2 − 1

2
s̃−

3

2 s̃′ζ,

u′′ = ζ ′′s̃−
1

2 − 1

2
s̃−

3

2 s̃′ζ ′ − 1

2
s̃−

3

2 s̃′ζ ′ +
3

4
s̃−

5

2 s̃′2ζ − 1

2
s̃−

3

2 s̃′′ζ.

Подставляя в выражение для оператора B, получаем

Bu = −ζ ′′s̃−
1

2 + ζ ′s̃−
3

2 s̃′ − 3

4
ζs̃−

5

2 s̃′2 +
1

2
ζs̃−

3

2 s̃′′ − ζ ′s̃−
3

2 s̃′ +
1

2
ζs̃−

5

2 s̃′2 + ζc̃s̃−
1

2 ,

B0ζ = s̃
1

2 Bu = −ζ ′′ − ζ

(

s̃′2

4s̃2
− s̃′′

2s̃
− c̃

)

.

Далее обозначим

F̃ (ρ) = c̃(ρ) +
s̃′′

2s̃
− s̃′2

4s̃2
= c̃(ρ) +

(

s̃′(ρ)

2s̃(ρ)

)

′

+

(

s̃′(ρ)

2s̃(ρ)

)2

,

и, таким образом, получаем оператор

B0 = − d2

dρ2
+ F̃ (ρ).

Поскольку функция F̃ (ρ) локально интегрируема (в силу условий, наложенных на c̃(ρ) и s̃(ρ)), то

к последнему оператору применим критерий дискретности спектра А. М. Молчанова [16]. Получаем,

что если функция F̃ (ρ) ограничена снизу, то спектр этого оператора, а, следовательно, и спектр

исследуемого оператора Шредингера −Lµ на многообразии M , дискретен тогда и только тогда, когда

среднее значение функции F̃ (ρ) на бесконечности стремится к бесконечности, т. е.

∀ ω > 0 lim
ρ→∞

ρ+ω
∫

ρ

F̃ (p)dp = +∞.
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Вернемся к исходной переменной r, сделав замену p =
t
∫

r0

q0(t)dt. C учетом введенного перед

теоремой обозначения F (r) переписываем последнее условие в виде

lim
r→d

r(ρ+ω)
∫

r(ρ)

q0(t)F (t)dt = +∞,

что и доказывает данную теорему.

3. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Отметим, что теорема, представленная в докладе [17], является простым следствием из доказанной

теоремы 1 для случая многообразия M , борелева мера на котором совпадает с римановым объемом,

т. е. σ(r, θ) = τ(r) ≡ 1.

Далее, нетрудно видеть, что в случае обычного весового искривленного произведения порядка k,

т. е. d = +∞, q0(r) = 1, из теоремы 1 следует основной результат [8], а в случае невесового искрив-

ленного произведения — основной результат [4].

Кроме того, аналогично может быть рассмотрено квазимодельное многообразие M более общего

вида, т. е. многообразие, представимое в виде объединения B ∪ D1 ∪ · · · ∪ Dp, где B — некоторый

компакт, а концы Di — простые искривленные произведения, аналогичные описанному выше много-

образию D. Тогда из доказательства теоремы 1 нетрудно получить критерий дискретности спектра

оператора Шредингера на квазимодельном многообразии — достаточно лишь потребовать выполнения

условий этой теоремы на каждом конце Di.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-97038-р_поволжье_а).
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The main subject of the paper is spectrum of the Schrödinger operator on weighted quasimodel manifold with an end, which is warped

product of a special type. We prove the criterion of discreteness for the spectrum of the operator in terms of metric coefficients and

potential of the operator. As the conclusion we made some remarks on the corollaries of the proved theorem and on its extension to

more complex quasimodel manifolds.
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