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The object of study is interpolating rational Lagrange functions. The aim of the research — the study of approximation properties of

these functions in the space of square integrated functions. In the introduction the relevance of the research is indicated, references

to some works related to this article are given. We also describe the construction of the apparatus of approximation — interpolating

rational Lagrange functions. In the main part the norm of the interpolating rational function in the space of the square integrated

functions is calculated. This enabled us to estimate the error of the approximation of an arbitrary function by interpolating rational

Lagrange functions in the space of square integrated functions in terms of best uniform rational approximation of this function. The

results can be used for further investigation of the properties of interpolating rational functions and their approximations in various

functional spaces.
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНОЙ
С ПОМОЩЬЮ МОДИФИЦИРОВАННОГО ОПЕРАТОРА СТЕКЛОВА
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На базе модификации оператора Стеклова построены семейства интегральных операторов, позволяющие получать равно-

мерные приближения к функции и ее производной на отрезке.
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1. Пусть f(x) ∈ C1[0, 1]. Из операторов

Sα1f =
1

α

x
∫

x−α

f(t) dt, Sα2f =
1

α

x+α
∫

x

f(t) dt
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построим операторы:

S(2)
α f =

{

S2
α2f при x ∈ [0, 1/2],

S2
α1f при x ∈ [1/2, 1]

и DS(2)
α f =

{

DS2
α2f при x ∈ [0, 1/2],

DS2
α1f при x ∈ [1/2, 1],

где D — оператор дифференцирования по x. Из-за разрывности функций S
(2)
α f и DS

(2)
α f в точке

x = 1/2 будем использовать метрику пространства L∞[0, 1], норма в котором в нашем случае будет

определяться по формуле

‖ · ‖L∞[0,1] = max{‖ · ‖C[0,1/2], ‖ · ‖C[1/2,1]}.

Лемма 1. Операторы S2
α1 и S2

α2 имеют вид

S2
α1f =

1

α2





x−α
∫

x−2α

(2α − (x − t))f(t) dt +

x
∫

x−α

(x − t)f(t) dt



 ,

S2
α2f =

1

α2





x+α
∫

x

(t − x))f(t) dt +

x+2α
∫

x+α

(2α − (t − x))f(t)) dt



 , α ≤ 1/4.

Доказательство получается, если к повторным интегралам в выражениях для операторов S2
α1 и

S2
α2 применить формулу интегрирования по частям.

Чтобы аргументы функций S2
αjf , j = 1, 2, не вышли за границы отрезка [0, 1/2] при j = 2 и [1/2, 1]

при j = 1 должны выполняться условия: 1
2 + 2α 6 1 и 1

2 − 2α > 0.

Отсюда следует ограничение α 6 1/4, которое не ограничивает общности приведенных здесь

доказательств.

Лемма 2. Операторы DS2
α1 и DS2

α2 имеют вид

DS2
α1f =

1

α2



−
x−α
∫

x−2α

f(t) dt +

x
∫

x−α

f(t) dt



 , DS2
α2f =

1

α2



−
x+α
∫

x

f(t) dt +

x+2α
∫

x+α

f(t) dt



 .

Теорема 1. Для любой непрерывной функции f(x) выполняется сходимость:

‖S(2)
α f − f‖L∞[0,1] → 0 при α → 0. (1)

Доказательство получается, если использовать равенство S2
αj1 = 1, j = 1, 2, из которого получа-

ется оценка: |S2
αjf − f | 6 ω(2α), j = 1, 2, где ω(2α) — модуль непрерывности функции f(x).

Теорема 2. Для f(x) ∈ C1[0, 1] выполняется сходимость

‖DS(2)
α f − f ′‖L∞[0,1] → 0 при α → 0. (2)

Доказательство. При дифференцировании функций в формулах леммы 1 заменим дифференци-

рование по x на дифференцирование по t, после чего возьмем соответствующие интегралы по частям,

«перебросив» производную на функцию f(x). Поскольку подстановки при этих вычислениях обратятся

в ноль, мы придем к равенствам:

DS2
αjf = S2

αjf
′, j = 1, 2. (3)

Тогда из теоремы 1 будет следовать утверждение теоремы 2.

2. Пусть f(x) ∈ C1[0, 1] задана ее δ-приближением fδ(x) в среднеквадратичной метрике. Найдем

приближения к f(x) и f ′(x) с помощью построенных выше операторов.

Введем в рассмотрение величины:

∆(δ, S(2)
α , f) = sup{‖S(2)

α f − f‖L∞
: ‖fδ − f‖L2

6 δ},
∆(δ,DS(2)

α , f) = sup{‖DS(2)
α f − f ′‖L∞

: ‖fδ − f‖L2
6 δ}.
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Лемма 3. Для сходимости ∆(δ, S
(2)
α , f) → 0 при α → 0, δ → 0 необходимо и достаточно, чтобы:

а) выполнялось условие (1); б) выполнялось согласование α = α(δ), удовлетворяющее условиям:

α(δ) → 0 и ‖S(2)
α(δ)‖L2→L∞

δ → 0 при δ → 0. Для сходимости ∆(δ,DS
(2)
α , f) → 0 при α → 0, δ → 0

необходимо и достаточно выполнения условия (2) и приведенного выше условия б) с заменой S
(2)
α

на DS
(2)
α .

Доказательство проводится по аналогии с доказательством теоремы 1 из [1].

Лемма 4. Справедливы равенства:

‖S(2)
α ‖L2→L∞

=

√

2

3
α−1/2 , (4)

‖DS(2)
α ‖L2→L∞

=
√

2α−3/2 . (5)

Доказательство. Имеем:

‖S(2)
α ‖L2→L∞

= max
{

‖S2
α2‖L2[0,1]→C[0,1], ‖S2

α1‖L2[0,1]→C[1/2,1]

}

.

Для норм операторов DS
(2)
α справедлива эта же формула с заменой S

(2)
α на DS

(2)
α .

Операторы S2
αj , DS2

αj , j = 1, 2 — интегральные, действующие из L2[0, 1] в C[0, 1/2] при j = 2 и в

C[1/2, 1] при j = 1.

Рассмотрим оператор S2
α2. Пользуемся формулой

‖S2
α2‖L2[0,1]→C[0,1/2] = max

06x61/2





1
∫

0

(Kα2(x, t))2 dt





1/2

,

где Kα2(x, t) по лемме 1 имеет вид

Kα2(x, t) =
1

α2

{

t − x, x 6 t 6 x + α,

2α − (t − x), x + α 6 t 6 x + 2α.

Отсюда получаем, что

‖S2
α2‖L2[0,1]→C[0,1/2] =

√

2

3
α−1/2.

Такая же формула получается и для нормы оператора S2
α1. Отсюда следует (4). Аналогично дока-

зывается и формула (5).

Из теорем 1,2 и лемм 3,4 вытекает

Теорема 3. Для сходимости ∆(δ, S
(2)
α , f) → 0 при α → 0, δ → 0 необходимо и достаточно

выбрать α = α(δ) так, чтобы α(δ) → 0 и δ(α(δ))−1/2 → 0 при δ → 0.

Для сходимости ∆(δ,DS
(2)
α , f) → 0 при α → 0, δ → 0 необходимо и достаточно выбрать

α = α(δ) так, чтобы α(δ) → 0 и δ(α(δ))−3/2 → 0 при δ → 0.

3. Если о функции f(x) известна дополнительная информация, то можно указать конкретные

формулы для выбора α = α(δ) и получить оценки погрешности построенных приближений. В [2]

такой результат приведен для операторов Sα и f(x) ∈ Lip11. Здесь приведен аналогичный результат

для приближений к f ′(x).

Пусть f(x) ∈ M = {f(x) ∈ C1[0, 1] : f ′(x) ∈ Lipk1}.
Рассмотрим величины:

∆(δ,DS(2)
α ,M) = sup{‖DS(2)

α fδ − f ′‖L∞
: f ∈ M, ‖fδ − f‖L2

6 δ}, (6)

∆1(DS(2)
α ,M) = sup{‖DS(2)

α f − f ′‖L∞
: f ∈ M}. (7)

Очевидно, первая из них характеризует оценки погрешности приближений к f ′(x) после приме-

нения операторов DS
(2)
α к fδ(x), а вторая – скорость аппроксимации производной функциями DS

(2)
α f

на классе M .

Лемма 5. Справедливо равенство ∆1(DS
(2)
α ,M) = Kα.
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Доказательство. Пользуемся равенством (3), из которого вытекает, что

∆1(DS(2)
α ,M) = sup{‖S(2)

α ϕ − ϕ‖L∞
: ϕ ∈ Lipk1}.

Далее, из леммы 1, равенства S
(2)
α 1 ≡ 1 и оценки |ϕ(t)−ϕ(x)| 6 K|t−x| получаем оценку сверху:

∆1(DS(2)
α ,M) 6 Kα.

Из (7) следует, что

∆1(DS(2)
α ,M) > ‖S(2)

α ϕ0 − ϕ0‖L∞
,

где ϕ0(x) = Kx. Очевидно, ей соответствует функция f0(x) = Kx2/2.

Из равенства ‖S(2)
α ϕ0−ϕ0‖L∞

= Kα следует оценка ∆1(DS
(2)
α ,M) > Kα, а отсюда — утверждение

леммы.

Теорема 4. Справедлива двусторонняя оценка, не улучшаемая по порядку δ:

C1K
3/5δ2/5

6 ∆(δ,DS
(2)
α(δ),M) 6 C2K

3/5δ2/5, (8)

где

α(δ) =

(

3

K
√

2

)2/5

δ2/5, (9)

C1 =

(

3

2

)1/5

31/5, C2 = C1 +

(

2

3

)3/5

21/5.

Доказательство. Из очевидной оценки:

‖DS(2)
α fδ − f ′‖L∞

6 ‖DS(2)
α f − f ′‖L∞

+ δ‖DS(2)
α ‖L2→L∞

вытекает оценка:

∆(δ,DS(2)
α ,M) 6 ∆1(DS(2)

α ,M) + δ‖DS(2)
α ‖L2→L∞

. (10)

Из лемм 4 и 5 и оценки (10) следует оценка:

∆(δ,DS(2)
α ,M) 6 Kα +

√
2α−3/2δ. (11)

Обозначим через Φ(α, δ) правую часть (11) и найдем по аналогии с [3] согласование α = α(δ) из

условия Φ(α, δ) → inf
α
. Тогда получим (9).

Отсюда, подставляя (9) в (11), получаем в (8) оценку сверху.

Далее, из (6) мы имеем: поскольку ∆1 = ∆/δ=0 6 ∆, а δ‖DS
(2)
α ‖L2→L∞

6 ∆/f=0 6 ∆, то

справедлива оценка:

∆(δ,DS
(2)
α(δ),M) > max{∆1(DS

(2)
α(δ),M), δ‖DS

(2)
α(δ)‖L2→L∞

}.

Легко установить, что

∆1(DS
(2)
α(δ),M) > δ‖DS

(2)
α(δ)‖L2→L∞

.

Отсюда и из формулы (5) получаем в (8) оценку снизу.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00238).
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Для нахождения равномерных приближений к точному решению уравнения Абеля с приближенно заданной правой частью

предложено простое по конструкции семейство интегральных операторов.

Ключевые слова: уравнение Абеля, оператор Стеклова, равномерные приближения, отрезок.

1. Рассмотрим уравнение Абеля:

Au ≡
x

∫

0

(x − t)β−1

Γ(β)
u(t) dt = f(x), 0 < β < 1, 0 ≤ x ≤ 1. (1)

Пусть известно, что при данной f(x) существует непрерывная функция u(x), являющаяся реше-

нием уравнения (1), но сама функция f(x) нам неизвестна — вместо нее известна fδ(x) такая, что

‖fδ − f‖L2
≤ δ. Поставим задачу: по fδ(x) и δ найти равномерные приближения к u(x).

Возьмем разрывный оператор Стеклова из [1]:

Sαu =















1
α

x+α
∫

x

u(t)dt, x ∈ [0, 1/2],

1
α

x
∫

x−α

u(t)dt, x ∈ [1/2, 1].
(2)

По методу, предложенному в [2], построим семейство операторов Rα = SαA−1.

Теорема 1. Операторы Rα являются интегральными операторами с ядрами Rα(x, t), имею-

щими вид

Rα(x, t) =

{

(αΓ(1 − β))−1Rα2(x, t), x ∈ [0, 1/2],

(αΓ(1 − β))−1Rα1(x, t), x ∈ [1/2, 1],
(3)

c© Хромова Г. В., 2014


