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Для нахождения равномерных приближений к точному решению уравнения Абеля с приближенно заданной правой частью

предложено простое по конструкции семейство интегральных операторов.
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1. Рассмотрим уравнение Абеля:

Au ≡
x

∫

0

(x − t)β−1

Γ(β)
u(t) dt = f(x), 0 < β < 1, 0 ≤ x ≤ 1. (1)

Пусть известно, что при данной f(x) существует непрерывная функция u(x), являющаяся реше-

нием уравнения (1), но сама функция f(x) нам неизвестна — вместо нее известна fδ(x) такая, что

‖fδ − f‖L2
≤ δ. Поставим задачу: по fδ(x) и δ найти равномерные приближения к u(x).

Возьмем разрывный оператор Стеклова из [1]:

Sαu =















1
α

x+α
∫

x

u(t)dt, x ∈ [0, 1/2],

1
α

x
∫

x−α

u(t)dt, x ∈ [1/2, 1].
(2)

По методу, предложенному в [2], построим семейство операторов Rα = SαA−1.

Теорема 1. Операторы Rα являются интегральными операторами с ядрами Rα(x, t), имею-

щими вид

Rα(x, t) =

{

(αΓ(1 − β))−1Rα2(x, t), x ∈ [0, 1/2],

(αΓ(1 − β))−1Rα1(x, t), x ∈ [1/2, 1],
(3)
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Rα1(x, t) =











(x − t)−β − (x − α − t)−β , 0 ≤ t < x − α,

(x − t)−β , x − α ≤ t < x,

0, x ≤ t ≤ 1,

(4)

Rα2(x, t) =











(x + α − t)−β − (x − t)−β , 0 ≤ t < x,

(x + α − t)−β , x ≤ t < x + α,

0, x + α ≤ t ≤ 1.

(5)

Доказательство основано на том, что в данном случае вид оператора −1 известен:

A−1f =
d

dx

x
∫

0

(x − t)−β

Γ(1 − β)
f(t) dt. (6)

Тогда из (2) и (6) следуют (3)–(5).

Теорема 2. Операторы Rαj
, j = 1, 2, при 0 < β < 1/2 являются линейными, ограниченными при

каждом значении α операторами, действующими из пространства L2[0, 1] в C[1/2, 1] при j = 1

и в C[0, 1/2] при j = 2. При этом справедлива двусторонняя оценка:

Cβα−
2β+1

2 ≤ ‖Rα‖L2→L∞
≤

√
2Cβα−

2β+1

2 , (7)

где Cβ = (Γ(1 − β))
−1

(1 − 2β)
−1/2

, ‖ · ‖L∞
= max

{

‖ · ‖C[0,1/2], ‖ · ‖C[1/2,1]

}

.

Доказательство. Из неравенства Буняковского следует, что операторы Rαj , j = 1, 2, определены

на всем пространстве L2[0, 1] и ограничены при каждом фиксированном α и 0 < β < 1/2. Действи-

тельно, например для j = 1 и t ∈ [x − α, x) имеем:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
∫

x−α

(x − t)−βf(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤





x
∫

x−α

(x − t)−2βdt





1/2

‖f‖L2
= (1 − 2β)−1/2α1−2β‖f‖L2

.

Аналогичные оценки получаются для других интервалов изменения t и также для j = 2.

При этом значения интегральных операторов с ядрами Rαj(x, t), определенными в (4), (5), явля-

ются непрерывными функциями на соответствующих половинах отрезка [0, 1]. Это следует из непре-

рывности функции
x
∫

0

(x − t)−βf(t)dt, которая устанавливается при выводе формулы (6).

Далее, очевидно, что

‖Rα‖L2→L∞
= max

{

‖Rα1‖L2[0,1]→C[1/2,1], ‖Rα2‖L2[0,1]→C[0,1/2]

}

. (8)

При этом

‖Rα1‖L2[0,1]→C1/2,1 = [αΓ(1 − β)]
−1

max
1/2≤x≤1





1
∫

0

R2
α1(x, t)dt





1/2

, (9)

‖Rα2‖L2[0,1]→C0,1/2 = [αΓ(1 − β)]
−1

max
0≤x≤1/2





1
∫

0

R2
α2(x, t)dt





1/2

. (10)

Рассмотрим сначала операторы Rα1. Подставив (4) в (9) и сделав замену переменных x − t = τ ,

придем к выражению

1
∫

0

R2
α1(x, t)dt =

x
∫

α

[τ−β − (τ − α)−β ]2dτ +

α
∫

0

τ−2βdτ.

Отсюда имеем:
1

∫

0

R2
α1(x, t)dt ≥ (1 − 2β)−1α1−2β . (11)
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Далее, поскольку τ−β ≤ (τ − α)−β , то [τ−β − (τ − α)−β ]2 ≤ (τ − α)−2β − τ−2β , а отсюда следует:

x
∫

α

[τ−β − (τ − α)−β ]2 dτ ≤ (1 − 2β)−1[(x − α)1−2β − x1−2β + α1−2β ].

Поскольку (x − α)1−2β ≤ x1−2β , то в итоге приходим к оценке

1
∫

0

R2
α1(x, t)dt ≤ 2(1 − 2β)−1α1−2β . (12)

Аналогично подставив (5) в (10) и сделав замену: x + α − t = τ , придем к оценкам (11), (12) для
1
∫

0

R2
α2(x, t)dt.

Наконец, из (8)–(12) следует (7).

Следствие 1. Операторы Rα являются регуляризующими [3, с. 44] для уравнения (1).

Доказательство. Поскольку RαA ≡ Sα, то требуемая для регуляризирующих операторов сходи-

мость ‖RαAu − u‖L∞
→ 0, где u(x) — любая непрерывная функция, заданная на отрезке [0, 1],

выполняется. Остальные требования к таким операторам устанавливаются в теореме 2.

Рассмотрим величину

∆(δ,Rα, u) = sup {‖Rαfδ − u‖L∞
: ‖fδ − f‖L2

≤ δ} .

Следствие 2. Для сходимости ∆(δ,Rα, u) → 0 при α → 0, δ → 0 необходимо и достаточно

выполнения согласования α = α(δ) такого, что α(δ) → 0 и δ(α(δ))−
2β+1

2 → 0 при δ → 0.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1 из [4] с привлечением оценки (7).

2. Найдем конкретное согласование α = α(δ), обеспечивающее неулучшаемую по порядку оценку

погрешности приближенных решений уравнения (1) в случае, когда u(x) ∈ LipM1.

Рассмотрим величину

∆(δ,Rα, LipM1) = sup {‖Rαfδ − u‖L∞
: u ∈ LipM1, ‖fδ − f‖L2

≤ 1} .

Теорема 3. Справедлива неулучшаемая по порядку δ оценка:

1

2
C1(β)δ

2
3+2β ≤ ∆(δ,Rα(δ), LipM1) ≤ C2(β)δ

2
3+2β , (13)

где

α(δ) = D(β)δ
2

3+2β , (14)

D(β) =
(

21/2M−1Cβ(2β + 1)
)

2
3+2β

, C1(β) =
M

2
D(β) + Cβ(D(β))−

2β+1

2 ,

C2(β) отличается от C1(β) множителем 2 во втором слагаемом.

Доказательство. Пользуемся методом, приведенным в [5], и известной из теории некорректно

поставленных задач оценкой:

1

2
ϕ(α, δ) ≤ ∆(δ,Rα, LipM1) ≤ ϕ(α, δ), (15)

где

ϕ(α, δ) = ∆1(RαA,LipM1) + δ‖Rα‖L2→L∞
, (16)

∆1(RαA,LipM1) = sup {‖RαAu − u‖L∞
: u ∈ LipM1} .

Очевидно, что

∆1(RαA,LipM1) ≡ ∆1(Sα, LipM1).
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Далее, из условия Липшица следует оценка

∆1(Sα, LipM1) ≤ M
α

2
,

которая достигается на функции f0(x) = Mx. Отсюда получаем равенство:

∆1(RαA,LipM1) = M
α

2
. (17)

Из равенств (16), (17) и двусторонней оценки (7) получаем оценку:

Φ1(α, δ) ≤ ϕ(α, δ) ≤ Φ2(α, δ) ,

где Φ1(α, δ) = M α
2 +Cβα−

2β+1

2 , а Φ2(α, δ) отличается от Φ1(α, δ) множителем
√

2 во втором слагаемом.

В соответствии с [5] найдем α = α(δ) из условия Φ2(α, δ) → inf
α

и придем к формуле (14).

Подставляя (14) в оценку (15), получаем оценку (13).

Сравнение регуляризации, проведенной здесь, с регуляризацией уравнения Абеля из [6] показы-

вает, что в данном случае и семейство регуляризирующих операторов, и доказательства соответству-

ющих теорем являются более простыми.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00238).
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For getting uniform approximations of the exact solution of Abel equation with an approximate right-hand part a simply constructed

family of integral operators is suggested.
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УДК 517.51

О ПРИБЛИЖЕНИИ И ВОССТАНОВЛЕНИИ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ
С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

О. И. Шаталина

Специалист отдела расчетных операций, Локо-Банк, Саратов, OShatalina@srt.lockobank.ru

В работе приведено семейство интегральных операторов, с помощью которых получаются равномерные приближения к

непрерывной функции, удовлетворяющей краевым условиям (при этом указанные приближения удовлетворяют тем же

условиям), и решена задача типа Колмогорова – Никольского на некотором компактном классе. Кроме того, с помощью

полученного семейства интегральных операторов решается известная задача из теории некорректно поставленных задач,

так называемая задача восстановления непрерывной функции по ее среднеквадратичному приближению.

Ключевые слова: функционал Тихонова, семейство интегральных операторов, некорректно поставленная задача, задача

типа Колмогорова – Никольского, равномерные приближения.

1. Пусть непрерывная функция u(x) удовлетворяет краевому условию:

∪(u) ≡ β1u(0) + β2u(1) = 0, β2
1 + β2

2 > 0. (1)

Получим равномерные приближения к ū(x), используя модификацию функционала Тихонова, из-

вестного в теории некорректно поставленных задач [1], а именно рассмотрим функционал

Mα[u, u] = ‖u − u‖2
L2

+ α‖u‖2
W 1

2

, (2)

где α > 0 — параметр, ‖u‖W 1
2

=

(

1
∫

0

(pu2 + (qu′)2) dx

)1/2

, p, q — положительные константы. Это

так называемый тихоновский функционал, но в данном случае он связывается не с интегральными

уравнениями 1-го рода, как у А. Н. Тихонова, а с простейшим уравнением 1-го рода — уравнением

с оператором вложения из пространства C[0, 1] в пространство L2[0, 1]. При этом будем считать

допустимыми функциями функции, удовлетворяющие условию (1).

Обозначим через uα(x) — функции, минимизирующие функционал (2) при каждом фиксированном

значении α. Существование этих функций при каждом фиксированном α доказывается точно так же,

как в классической постановке А. Н. Тихонова [2].

Лемма 1. Минимизирующие функции uα(x) при каждом фиксированном α являются решением

краевой задачи:










−qy′′ + (p + 1
α )y = 1

αu,

β1y(0) + β2y(1) = 0,

β2y
′(0) + β1y

′(1) = 0.

(3)

Доказательство. Рассмотрим функционал (2) и его приращение

△Mα[u, ū] = Mα[uα + βη, ū] − Mα[uα, ū],

где η(x) ∈ W 1
2 [0, 1] и удовлетворяет условию (1), β > 0 — произвольное вещественное число.

Сделав необходимые преобразования, учитывая свойства скалярного произведения, получаем:

△Mα[u, ū] = 2β
{

(uα − ū, η)L2
+ α(uα, η)W 1

2

}

+ β2
{

‖η‖2
L2

+ α‖η‖2
W 1

2

}

.

Приравнивая линейную часть приращения функционала к нулю, получаем:

(uα − ū, η)L2
+ α(uα, η)W 1

2
= 0. (4)
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