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идемпотента есть вторичный идемпотент. Более того, транзитивно-рефлексивное замыкание всякой

квадратной матрицы является идемпотентом, причем, учитывая теорему 4.1, вторичным. Наоборот,

всякий вторичный идемпотент совпадает со своим транзитивно-рефлексивным замыканием. Таким

образом, указанные в теореме 3.7 свойства делимости для вторичных идемпотентов становятся свой-

ствами транзитивно-рефлексивных замыканий.

Замечание. Пусть A — транзитивно-рефлексивное замыкание произвольной булевой квадратной

матрицы A в частичной полугруппе 〈M(B),⊓〉. Тогда уравнение X ⊔ X ′T = A разрешимо.

Действительно, так как транзитивно-рефлексивное замыкание A есть вторичный идемпотент, то

в качестве решения X уравнения X ⊔ X ′T = A можно взять любую матрицу, порождающую тот же

правый идеал в частичной полугруппе 〈M(B),⊓〉, что и идемпотент A (см. теорему 3.2).

Аналогично, решением уравнения X ′T ⊔X = A может быть любая матрица, порождающая тот же

левый идеал, что и идемпотент A.

Следующий пример показывает, что решения уравнения X ⊔ X ′T = A (или X ′T ⊔ X = A) и

матрица A могут порождать разные односторонние идеалы.

Пример 4.2. Легко проверить, что матрицы X =

(

0 0 0

0 0 1

)

и A =

(

0 0

1 0

)

удовлетворяют

равенству X ⊔ X ′T = A. Причем матрицы X и A порождают один и тот же правый идеал (у них

одинаковые столбцовые пространства, см. [1]). Однако матрицы X и A =

(

1 0

1 1

)

порождают

разные односторонние идеалы.
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1. Исследуется нелинейная обратная спектральная задача восстановления потенциалов диффе-

ренциальных операторов произвольных порядков на некомпактных графах. Обратная спектральная

задача для дифференциальных операторов Штурма–Лиувилля на графах изучалась в [1–8] и других
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работах. Дифференциальные операторы высших порядков на компактных графах исследовались в [9–

10]. В данной статье исследуются дифференциальные операторы высших порядков на некомпактных

графах без циклов (деревьях). Доказана теорема единственности решения обратной задачи восстанов-

ления потенциалов по заданным матрицам Вейля. Отметим, что обратные спектральные задачи для

дифференциальных операторов на интервале достаточно подробно представлены в работах [11–16].

Рассмотрим некомпактное дерево T в R
N с множеством вершин V = {v1, . . . , vr} и множеством

ребер E = {e1, . . . , er}, где ej = [vkj
, vj ], j = 1, r − 1, kj > j — конечные отрезки, а er = (v0, vr]

— бесконечный луч, v0 := ∞. Пусть Γ := {v1, . . . vp} — множество конечных граничных вершин, а

E := {e1, . . . ep} — множество компактных граничных ребер. Для двух точек a, b ∈ T будем писать

a ≤ b, если a лежит на единственном простом пути, соединяющем v0 с b. Будем писать a < b, если

a ≤ b и a 6= b. Если a < b, то обозначим [a, b] := {z ∈ T : a ≤ z ≤ b}. В частности, если ej = [vkj
, vj ],

j = 1, r − 1, vkj
< vj — ребро, то мы будем называть vkj

его начальной точкой, vj — его конечной

точкой и будем говорить, что e выходит из vkj
и заканчивается в vj .

Пусть µsj — число ребер между вершинами vj и vs. Обозначим σs := max
j

µsj . Ясно, что 0 ≤ µsj ≤

≤ σs, µss = 0, µsj = µjs. Фиксируем vs. Будем называть µsj порядком vj относительно vs. Пусть

V
(µ)
s := {vj : µsj = µ} — множество вершин порядка µ относительно vs.

Фиксируем vs и ej . Пусть εsj — максимальный порядок концов ребра ej относительно vs. Число

εsj называется порядком ребра ej относительно вершины vs. Ясно, что εss = 1, 1 ≤ εsj ≤ σs. Через

E
(µ)
s := {ej : εsj = µ} обозначим множество ребер порядка µ относительно vs. Пусть v+

sj и v−
sj —

концы ребра ej такие, что порядок v+
sj относительно vs больше, чем порядок v−

sj . Будем называть v+
sj

(v−
sj) дальним (ближним) концом ej относительно vs.

Каждое компактное ребро ej = [vkj
, vj ] ∈ E , j = 1, r − 1 рассматривается как отрезок [0, lj ] и

параметризуется параметром xj ∈ [0, lj ]; lj — длина ej . Выберем следующую ориентацию: xj = 0

соответствует конечной точке vj , а xj = lj — начальной точке vkj
ребра ej . Бесконечное ребро

er = (v0, vr] параметризуется параметром xr ∈ [0,∞) так, что xr = 0 соответствует vr.

Интегрируемая функция Y на T может быть представлена в виде Y = {yj}j∈J , где J := {j :

j = 1, r}, и функция yj(xj) определена на ребре ej .

Зафиксируем n ≥ 2. Пусть qν = {qνj}j=1,r, ν = 0, n − 2 — интегрируемые комплекснозначные

функции на T. Рассмотрим дифференциальное уравнение T :

y
(n)
j (xj) +

n−2
∑

ν=0

qνj(xj)y
(ν)
j (xj) = λyj(xj), j = 1, r, (1)

где λ — спектральный параметр, и y
(ν)
j (xj) ∈ AC[0, lj ], j = 1, r, ν = 0, n − 1 при всех lr > 0. Через

q = {qν}ν=0,n−2 обозначим множество коэффициентов уравнения (1); q называется потенциалом.

Пусть λ = ρn. Тогда ρ — плоскость разбивается на сектора S раствора
π

n

(

arg ρ ∈
(νπ

n
,
(ν + 1)π

n

)

,

ν = 0, 2n − 1
)

, в каждом из которых корни R1, R2,. . . , Rn уравнения Rn − 1 = 0 могут быть

занумерованы так, что

Re (ρR1) < Re (ρR2) < . . . < Re (ρRn), ρ ∈ S. (2)

Пусть ρ∗ := 2nmax
ν,j

‖qνj‖L(ej). Известно (см. [17]), что при каждом фиксированном j = 1, r на ребре ej

существует фундаментальная система решений {Ekj(xj , ρ)}k=1,n уравнения (1) такая, что в каждом

секторе S со свойством (2) функции E
(ν−1)
kj (xj , ρ), k, ν = 1, n аналитичны при ρ ∈ S, |ρ| > ρ∗,

непрерывны при ρ ∈ S, |ρ| ≥ ρ∗, и при |ρ| → ∞, ρ ∈ S,

E
(ν−1)
kj (xj , ρ) = (ρRk)ν−1 exp(ρRkxj)[1], (3)

где k, ν = 1, n, j = 1, r, [1] = 1 + O(ρ−1).

Зафиксируем внутреннюю вершину vm, m = p + 1, r. Через R(vm) := {e ∈ E : e = [vm, w], w ∈ V }

обозначим множество ребер, выходящих из vm, а через R+(vm) — множество ребер, примыкаю-

щих к vm. Пусть Rm := {j : ej ∈ R(vm)} и пусть ωm — число ребер, выходящих из vm. Если
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Rm = {αjm}j=1,ωm
, то положим e(jm) := eαjm

, y(jm) := yαjm
, l(jm) := lαjm

, x(jm) := xαjm
. Рассмотрим

линейные формы

Ujνm(Y ) =

ν
∑

µ=0

γjνµmy
(µ)
(jm)(l(jm)), m = p + 1, r, j = 1, ωm, ν = 0, n − 1,

где γjνµm — комплексные числа, причем γjνm := γjννm 6= 0 и выполняются условия регулярности

склейки (см. [10]). Пусть Ψsk = {ψskj}j=1,r, s = 1, p, k = 1, n — решения уравнения (1), удовлетворя-

ющие условиям склейки

ψ
(ν)
skm(0, λ) + Ujνm(Ψsk) = 0, j = 1, ωm, ν = 0, k − 1,

ψ
(ν)
skm(0, λ) +

ωm
∑

j=1

Ujνm(Ψsk) = 0, ν = k, n − 1,















(4)

в каждой внутренней вершине vm, m = p + 1, r, а также граничным условиям

ψ
(ν−1)
sks (0, λ) = δkν , ν = 1, k,

ψ
(ξ−1)
skj (0, λ) = 0, ξ = 1, n − k, j = 1, p \ s,

ψskr(xr, λ) = O(exp(ρRkxr)), ρ ∈ S, xr → ∞,















(5)

в каждом секторе S со свойством (2). Здесь и далее, δkν — символ Кронекера. Решение Ψsk называется

решением Вейля порядка k относительно граничной вершины vs. Условия (4) называются условиями

склейки порядка k. Введем матрицы

Ms(λ) = [Mskν(λ)]k,ν=1,n, s = 1, p,

где Mskν(λ) := ψ
(ν−1)
sks (0, λ). Ясно, что Mskν(λ) = δkν при k ≥ ν, и det Ms(λ) ≡ 1. Матрица Ms(λ)

называется матрицей Вейля относительно граничной вершины vs. Пусть M = {Ms}s=1,p — множество

матриц Вейля. Обратная задача ставится следующим образом.

Обратная задача 1. Дано M , построить q на T.

Понятие матриц Вейля M является обобщением понятия функции Вейля для классического опе-

ратора Штурма–Лиувилля и обобщением понятия матрицы Вейля, введенной в [14, 15] для уравнений

высших порядков на интервале.

2. Обозначим βk := Ωk−1Ω
−1
k , k = 1, n, Ωk := det[Rν−1

ξ ]ξ,ν=1,k, Ω0 := 1.

Лемма 1. Фиксируем m = p + 1, r, k = 1, n − 1 и сектор S со свойством (2). Пусть Y = {yj}j∈J

— решение уравнения (1) на T , удовлетворяющее условиям склейки порядка k. Если при ρ ∈ S,

|ρ| → ∞, x(jm) ∈ (0, l(jm)], j = 1, ωm, ν = 0, n − 1

y
(ν)
(jm)(x(jm), ρ) =

n
∑

µ=n−k+1

Aµj(ρ)(ρRµ)ν exp(ρRµx(jm))[1], (6)

то при ρ ∈ S, |ρ| → ∞, xm ∈ (0, lm], ν = 0, n − 1

y(ν)
m (xm, ρ) =

n
∑

µ=n−k+1

Aµ(ρ)(ρRµ)ν exp(ρRµxm)[1]. (7)

Доказательство. Используя фундаментальную систему решений {Eµm(xm, ρ)}µ=1,n и учиты-

вая (3), вычисляем

y(ν)
m (xm, ρ) =

n
∑

µ=1

Aµ(ρ)(ρRµ)ν exp(ρRµxm)[1], xm ∈ [0, lm], ν = 0, n − 1. (8)
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Подставляя (6) и (8) в условия склейки, получаем линейную алгебраическую систему σk0m поряд-

ка kωm + n − k относительно {Aµ(ρ)}µ=1,n−k и {Aµj(ρ)}µ=n−k+1,n, j = 1, ωm ({Aµ(ρ)}µ=n−k+1,n

рассматриваются как параметры). Определитель Dk0m(ρ) системы σk0m имеет асимптотику

Dk0m(ρ) = dkm exp(ρ(Rn−k+1 + · · · + Rn)(l1m + · · · + lωm,m))[1], ρ ∈ S, |ρ| → ∞,

где dkm 6= 0. Решая σk0m, по формулам Крамера находим

Aµ(ρ) =

n
∑

ξ=n−k+1

(a0
ξmµ + O(ρ−1))Aξ(ρ), µ = 1, n − k, (9)

где a0
ξmµ — константы. Подставляя (9) в (8), получаем (7). ¤

Следующая лемма доказывается аналогично.

Лемма 2. Фиксируем m = p + 1, r, k = 1, n − 1, s = 1, ωm и сектор S со свойством (2). Пусть

Y = {yj}j∈J — решение уравнения (1) на T , удовлетворяющее условиям склейки порядка k. Если

при ρ ∈ S, |ρ| → ∞, ν = 0, n − 1, j = 1, ωm \ s

y
(ν)
(jm)(x(jm), ρ) =

n
∑

µ=n−k+1

Aµj(ρ)(ρRµ)ν exp(ρRµx(jm))[1], x(jm) ∈ (0, l(jm)],

y(ν)
m (xm, ρ) =

k
∑

µ=1

Aµ(ρ)(ρRµ)ν exp(ρRµxm)[1], xm ∈ [0, lm),

то при ρ ∈ S, |ρ| → ∞, ν = 0, n − 1

y
(ν)
(sm)(x(sm), ρ) =

k
∑

µ=1

Aµs(ρ)(ρRµ)ν exp(ρRµx(sm))[1], x(sm) ∈ [0, l(sm)). (10)

Лемма 3. Фиксируем сектор S со свойством (2). При xs ∈ (0, ls), k, ν = 1, n, s = 1, p, верна

следующая асимптотическая формула:

ψ
(ν−1)
sks (xs, λ) =

βk

ρk−1
(ρRk)ν−1 exp(ρRkxs)[1], ρ ∈ S, |ρ| → ∞. (11)

Доказательство. Покажем, что при ρ ∈ S, |ρ| → ∞, ν = 1, n

ψ
(ν−1)
skj (xj , λ) =

n
∑

µ=n−k+1

Aµj(ρ)(ρRµ)ν−1 exp(ρRµxj)[1], xj ∈ (0, lj ], если vj = v+
sj , (12)

ψ
(ν−1)
skj (xj , λ) =

k
∑

µ=1

Aµj(ρ)(ρRµ)ν−1 exp(ρRµxj)[1], xj ∈ [0, lj), если vj = v−
sj . (13)

Если j = r, то vr = v−
sr, и (13) очевидно. Докажем (12)–(13) для j = 1, r − 1. Разделим все ребра

{ej}j∈J на классы E
(µ)
s , µ = 1, . . . σs. Докажем (12)–(13) индукцией по µ = σs, σs−1, . . . , 1.

1. Пусть µ = σs, ej ∈ E
(σs)
s . Тогда ej — граничное ребро и vj = v+

sj . Применяя лемму 1 из [10],

получаем (12)–(13).

2. Фиксируем µ < σs. Предположим, что (12)–(13) уже доказаны для всех ej ∈ E
(µ+1)
s ∪ . . .∪E

(σk)
s .

Пусть теперь ej ∈ E
(µ)
s . Обозначим Rsj := {ξ : eξ ∈ R+(v+

sj) \ ej}. Тогда R+(v+
sj) \ ej := {eξ}ξ∈Rsj

.

Ясно, что eξ ∈ E
(µ+1)
s при всех ξ ∈ Rsj .

Случай 1. Если vj = v+
sj , то по предположению индукции (12) верно при всех ξ ∈ Rsj :

ψ
(ν−1)
skξ (xξ, λ) =

n
∑

µ=n−k+1

Aµξ(ρ)(ρRµ)ν−1 exp(ρRµxξ)[1], xξ ∈ (0, lξ], (14)

ν = 1, n, ρ ∈ S, |ρ| → ∞. Применяя лемму 1, получаем (12) для ребра ej .
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Случай 2. Если vj = v−
sj , то существует η ∈ Rsj такое, что

ψ
(ν−1)
skη (xη, λ) =

k
∑

µ=1

Aµη(ρ)(ρRµ)ν−1 exp(ρRµxη)[1], xη ∈ [0, lη),

ν = 1, n, ρ ∈ S, |ρ| → ∞, и (14) верно при всех ξ ∈ Rsj , s 6= η. Применяя лемму 2, получаем (13).

Так как es ∈ E
(1)
s , vs = v−

ss, то из (13) вытекает, что при ρ ∈ S, |ρ| → ∞,

ψ
(ν−1)
sks (xs, λ) =

k
∑

µ=1

Aµs(ρ)(ρRµ)ν−1 exp(ρRµxs)[1], xs ∈ [0, ls), ν, k = 1, n. (15)

Согласно (5) имеем

ψ
(ν−1)
sks (0, λ) = δkν , ν = 1, k. (16)

Подставляя (15) в (16), получаем линейную алгебраическую систему относительно коэффициентов

{Aµs(ρ)}µ=1,k. Определитель Dsk(ρ) этой системы имеет вид Dsk(ρ) = Ωk[1]. Решая систему по

формулам Крамера, вычисляем Aµs(ρ) = (a0
µs + O(ρ−1))ρ1−k[1], a0

µk = βk. Вместе с (15) это дает (11).

Лемма 3 доказана. ¤

Аналогично получаем, что при ρ ∈ S, |ρ| → ∞, s = 1, p, k = 1, n − 1, µ = k + 1, n,

Mskµ(λ) = m0
kµρµ−k[1],

где m0
kµ = (det[Rξ−1

η ]η,ξ=1,k)−1 det[Rξ−1
η ]η=1,k, ξ=1,k−1,µ .

Пусть {Cµj(xj , λ)}µ=1,n, j = 1, r, — фундаментальная система решений уравнения (1) на ребре ej

при начальных условиях C
(ν−1)
µj (0, λ) = δµν , µ, ν = 1, n. При каждом xj ∈ [0, lj ] функции C

(ν−1)
µj (xj , λ),

µ, ν = 1, n, являются целыми по λ порядка 1/n и

det[C
(ν−1)
µj (xj , λ)]µ,ν=1,n ≡ 1. (17)

Используя фундаментальную систему решений {Cµj(xj , λ)}µ=1,n, получим

ψskj(xj , λ) =
n

∑

µ=1

Mskjµ(λ)Cµj(xj , λ), s = 1, p, k = 1, n, j = 1, r, (18)

где коэффициенты Mskjµ(λ) не зависят от xj . В частности, Msksµ(λ) = Mskµ(λ) и

ψsks(xs, λ) = Cks(xs, λ) +
n

∑

µ=k+1

Mskµ(λ)Cµs(xs, λ). (19)

Из (17) и (19) вытекает, что

det[ψ
(ν−1)
sks (xs, λ)]k,ν=1,n ≡ 1. (20)

3. Зафиксируем s = 1, p и рассмотрим следующую вспомогательную обратную задачу.

Задача IP(s). Дана матрица Вейля Ms, построить функции qνs, ν = 0, n − 2, на ребре es.

Докажем теорему единственности решения обратной задачи IP(s). Для этого, наряду с q, рассмот-

рим потенциал q̃. Условимся, что если некоторый символ α обозначает объект, относящийся к q, то

α̃ будет обозначать аналогичный объект, относящийся к q̃.

Теорема 1. Фиксируем s = 1, p. Если Ms = M̃s, то qνs = q̃νs, ν = 0, n − 2. Таким образом,

задание матрицы Вейля Ms однозначно определяет потенциал на ребре es.

Доказательство. Обозначим

ψs(xs, λ) := [ψ
(ν−1)
sks (xs, λ)]ν,k=1,n Cs(xs, λ) := [C

(ν−1)
ks (xs, λ)]ν,k=1,n .

Тогда соотношение (19) может быть записано в виде

ψs(xs, λ) = Cs(xs, λ)MT
s (λ), (21)
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где T — знак транспонирования. В силу (17) и (20) имеем

det ψs(xs, λ) = detCs(xs, λ) ≡ 1. (22)

Определим матрицу Ps(xs, λ) = [Psjk(xs, λ)]j,k=1,n по формуле

Ps(xs, λ) = ψs(xs, λ)(ψ̃s(xs, λ))−1.

Учитывая (22), вычисляем

Psjk(xs, λ) = det
[

ψ̃(n−1)
sνs (xs, λ), . . . , ψ̃(k)

sνs(xs, λ), ψ(j−1)
sνs (xs, λ), ψ̃(k−2)

sνs (xs, λ), . . . , ψ̃sνs(xs, λ)
]

ν=1,n
=

=

n
∑

ν=1

(−1)ν+k−n−1ψ(j−1)
sνs (xs, λ)×

×det
[

ψ̃(ξ)
sns(xs, λ), . . . , ψ̃

(ξ)
s,ν+1,s(xs, λ), ψ̃

(ξ)
s,ν−1,s(xs, λ), . . . , ψ̃

(ξ)
s1s(xs, λ)

]

ξ=0,n−1\k−1
. (23)

Из (23) и леммы 3 следует, что при xs ∈ (0, 1), k = 1, n, |λ| → ∞, arg λ = θ 6= 0, π,

Ps1k(xs, λ) − δ1k = O(ρ−1). (24)

Преобразуем матрицу Ps(xs, λ), используя (21):

Ps(xs, λ) = ψs(xs, λ)(ψ̃s(xs, λ))−1 = Cs(xs, λ)MT
s (λ)(M̃T

s (λ))−1(C̃s(xs, λ))−1 = Cs(xs, λ)(C̃s(xs, λ))−1.

В силу (22) заключаем, что при каждом фиксированном xs, матрица-функция Ps(xs, λ) является

целой по λ порядка 1/n. Вместе с (26) это дает Ps11(xs, λ) ≡ 1, Ps1k(xs, λ) ≡ 0, k = 2, n. Так как

Ps(xs, λ)ψ̃s(xs, λ) = ψs(xs, λ), то ψsks(xs, λ) ≡ ψ̃sks(xs, λ) при всех xs, λ, k и, следовательно, qνs = q̃νs,

ν = 0, n − 2. ¤

4. Зафиксируем vm /∈ Γ (т.е. m = p + 1, r). Обозначим T 0
m := {z ∈ T : vm < z}, Tm := T \ T 0

m.

Ясно, что T 0
m — компактное дерево, а Tm — некомпактное дерево с бесконечным ребром er. Пусть

Γm — множество конечных граничных вершин Tm и пусть Em — множество граничных ребер Tm.

Положим Jm := {j : ej ∈ Tm}. Если Y = {yj}j∈J — функция на T , то {Y }m := {yj}j∈Jm
— функция

на Tm.

Зафиксируем vm /∈ Γ, k = 1, n. Пусть Ψmk = {ψmkj}j∈Jm
— решение уравнения (1) на Tm,

удовлетворяющее условиям склейки порядка k и краевым условиям

ψ
(ν−1)
mkm (0, λ) = δkν , ν = 1, k,

ψ
(ξ−1)
mkj (0, λ) = 0, ξ = 1, n − k, vj ∈ Γm \ vm,

ψmkr(xr, λ) = O(exp(ρRkxr)), ρ ∈ S, xr → ∞,























(25)

в каждом секторе S со свойством (2). Решение Ψmk называется решением Вейля порядка k от-

носительно внутренней вершины vm. Введем матрицу Mm(λ) = [Mmkν(λ)]k,ν=1,n, где Mmkν(λ) :=

= ψ
(ν−1)
mkm (0, λ). Тогда Mmkν(λ) = δkν при k ≥ ν и det Mm(λ) ≡ 1. Матрица Mm(λ) называется

матрицей Вейля для Tm относительно вершины vm.

Лемма 4. Фиксируем vm /∈ Γ и k = 1, n − 1. Пусть es = [vm, vs] ∈ R(vm). Тогда

Mm1ν(λ) =
ψ

(ν−1)
s1m (0, λ)

ψs1m(0, λ)
, ν = 2, n, (26)

Mmkν(λ) =
det[ψsµm(0, λ), . . . , ψ

(k−2)
sµm (0, λ), ψ

(ν−1)
sµm (0, λ)]µ=1,k

det[ψ
(ξ−1)
sµm (0, λ)]ξ,µ=1,k

, (27)

k = 2, n − 1, ν = k + 1, n.
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Доказательство. Обозначим zm1j(xj , λ) := ψs1j(xj , λ)/ψs1m(0, λ), j ∈ Jm. Функция zm1j(xj , λ)

является решением уравнения (1) на ребре ej . В силу (25) функция zm1j(xj , λ) удовлетворяет тем же

краевым условиям, что и ψm1j(xj , λ); следовательно, zm1j(xj , λ) ≡ ψm1j(xj , λ). Итак,

ψm1j(xj , λ) =
ψs1j(xj , λ)

ψs1m(0, λ)
, j ∈ Jm. (28)

Аналогично вычисляем

ψmkj(xj , λ) =
det[ψsµm(0, λ), . . . , ψ

(k−2)
sµm (0, λ), ψsµj(xj , λ)]µ=1,k

det[ψ
(ξ−1)
sµm (0, λ)]ξ,µ=1,k

, (29)

k = 2, n − 1, j ∈ Jm. Так как Mmkν(λ) := ψ
(ν−1)
mkm (0, λ), то из (28) и (29) следует, что верны (26)

и (27). ¤

Используя фундаментальную систему решений {Cµj(xj , λ)}µ=1,n, получаем, что (18) верно при

s = 1, r, k = 1, n, j ∈ Js, где Js := J for s = 1, p, и коэффициенты Mskjµ(λ) не зависят от xj . В

частности, Msksµ(λ) = Mskµ(λ), и (19) верно при s = 1, r, k = 1, n. Поэтому имеем

ψ
(ν−1)
skj (lj , λ) =

n
∑

µ=1

Mskjµ(λ)C
(ν−1)
µj (lj , λ), k, ν = 1, n, s = 1, r, j ∈ Js, (30)

ψ
(ν−1)
sks (ls, λ) = C

(ν−1)
ks (ls, λ) +

n
∑

µ=k+1

Mskµ(λ)C(ν−1)
µs (ls, λ), k, ν = 1, n, s = 1, r. (31)

Зафиксируем vm (m = p + 1, r). Предположим, что потенциал q известен на дереве T 0
m. Тогда

можно вычислить решения Ckj(xj , λ) при k = 1, n, ej ∈ T 0
m. Зафиксируем es = [vm, vs] ∈ R(vm)

и ei = [vm, vi] ∈ R(vm) \ es. Рассмотрим дерево T 1
i := T 0

i ∪ {ei}. Положим Ji1 := {j : ej ∈ T 1
i }.

Предположим, что функции askiν(λ) := ψ
(ν−1)
ski (li, λ), ν = 1, k, известны.

Задача Zk(T 1
i , vm, {askiν}ν=1,k). Рассмотрим решение Вейля Ψsk на дереве T 1

i . Тогда Ψsk удовле-

творяет условиям склейки и краевым условиям

ψ
(ν−1)
ski (li, λ) = askiν(λ), ν = 1, k,

ψ
(ξ−1)
skj (0, λ) = 0, ξ = 1, n − k, j ∈ Ji1 \ i.







(32)

Положим Mskjµ(λ) := ψ
(µ−1)
skj (0, λ), j ∈ Ji1. Тогда

ψskj(xj , λ) =

n
∑

µ=1

Mskjµ(λ)Cµj(xj , λ), j ∈ Ji1. (33)

Подставляя (33) в (32) и условия склейки на T 1
i , получаем линейную алгебраическую систему отно-

сительно Mskjµ(λ), j ∈ Ji1. Решая эту систему по формулам Крамера, находим матрицу

Mskjµ(λ), j ∈ Ji1, µ = 1, n. (34)

Задачу вычисления матрицы (34) будем обозначать Zk(T 1
i , vm, {askiν}ν=1,k).

5. Пусть заданы матрицы Вейля M = {Ms}s=1,p. Решение обратной задачи 1 состоит в после-

довательном выполнении так называемых Aξ-процедур при ξ = σ, σ − 1, . . . , 1, где σ := σ0. Опишем

Aξ-процедуры.

Aσ-процедура. 1. Для каждого ребра es ∈ E(σ) (ясно, что es — граничное ребро) решаем вспомо-

гательную обратную задачу IP(s) и находим коэффициенты qνs(xs), xs ∈ [0, ls], ν = 0, n − 2, уравне-

ния (1) на ребре es.

2. Для каждого ребра es ∈ E(σ) строим Cµs(xs, λ), xs ∈ [0, ls], µ = 1, n, и, используя (31), вычис-

ляем функции

ψ
(ν−1)
sks (ls, λ), k, ν = 1, n. (35)
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3. Для каждой фиксированной вершины vm ∈ V (σ−1) \Γ, k = 1, n, и для всех ei, es ∈ R(vm), i 6= s,

выполняем следующие операции:

а) используя (35) и условия склейки в vm, вычисляем

askiν(λ) := ψ
(ν−1)
ski (li, λ), ν = 1, k, (36)

где askiν(λ) строятся как линейные комбинации функций (35) при ν = 1, k;

б) рассмотрим дерево T 1
i := {ei}, которое в данном случае состоит из одного ребра ei. Решая

задачу Zk(T 1
i , vm, {askiν(λ)}ν=1,k), вычисляем {Mskiµ(λ)}, µ = 1, n.

4. Для каждой фиксированной вершины vm ∈ V (σ−1) \ Γ и для всех ej , es ∈ R(vm), j 6= s, строим

функции

ψ
(ν−1)
skj (lj , λ), k, ν = 1, n, (37)

по (30). Далее, используя (35), (37) и условия склейки, находим ψ
(ν−1)
skm (0, λ), k, ν = 1, n.

5. Для каждой vm ∈ V (σ−1) \ Γ вычисляем матрицу Вейля Mm(λ) по (26)–(27).

Выполним Aξ-процедуры при ξ = 1, σ − 1 по индукции. Фиксируем ξ = 1, σ − 1 и предположим,

что Aσ, . . . , Aξ+1 — процедуры уже выполнены. Выполним теперь Aξ-процедуру.

Aξ-процедура. Для каждой вершины vs ∈ V (ξ) дана матрица Вейля Ms(λ). В самом деле,

если vs ∈ V (ξ) ∩ Γ, то Ms(λ) известна априори, а если vs ∈ V (ξ) \ Γ, то Ms(λ) вычислена ранее по

Aσ, Aσ−1, . . . , Aξ+1-процедурам.

1. Для каждого ребра es ∈ E(ξ) решаем вспомогательную обратную задачу IP(s) и находим коэф-

фициенты qνs(xs), xs ∈ [0, ls], ν = 0, n − 2, уравнения (1) на ребре es. Если ξ = 1, то обратная задача 1

решена и мы заканчиваем вычисления. Если ξ > 1, то переходим к следующему пункту.

2. Для каждого ребра es ∈ E(ξ) строим Cµs(xs, λ), xs ∈ [0, ls], µ = 1, n, и вычисляем функции (35),

используя (31).

3. Для каждой фиксированной вершины vm ∈ V (ξ−1) \ Γ, k = 1, n и для всех ei, es ∈ R(vm), i 6= s

выполняем следующие операции:

а) используя (35) и условия склейки в vm, получаем (36), где askiν(λ) строятся как линейные

комбинации функций (35) при ν = 1, k;

б) Рассмотрим дерево T 1
i := T 0

i ∪ {ei} с корнем vm. Решая алгебраическую задачу

Zk(T 1
i , vm, {askiν(λ)}ν=1,k), находим матрицу {Mskjµ(λ)}, µ = 1, n, j ∈ Ji1, где Ji1 := {j : ej ∈ T 1

i }.

4. Для каждой фиксированной вершины vm ∈ V (ξ−1) \ Γ и для всех ej , es ∈ R(vm), j 6= s, строим

функции (37), используя (30). Далее, используя (35), (37) и условия склейки, находим функции

ψ
(ν−1)
skm (0, λ), k, ν = 1, n.

5. Для каждой vm ∈ V (ξ−1) \ Γ вычисляем матрицу Вейля Mm(λ) по (26)–(27).

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Задание матриц Вейля M = {Ms}s=1,p однозначно определяет потенциал q

на T. Решение обратной задачи 1 может быть получено последовательным выполнением Aσ,

Aσ−1, . . . , A1-процедур.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований и На-

ционального научного совета Тайваня (проекты 10-01-00099 и 10-01-92001-ННС).
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