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Тогда локальный множитель равен
m∏

i=1

(
1 −

ξi

N(℘)s

)−1

. Отсюда легко видеть, что второй сомно-

житель в произведении (6) определяет функцию, регулярную в полуплоскости σ > 1/2.

Рассмотрим функцию f(s), определенную первым сомножителем в произведении (6),

f(s) =
∏

℘

′|E − M(F [℘])N(℘)−s|−1 =
∏

℘

′
m∏

i=1

(
1 −

1

N(℘)s

)−1

= f1(s)
m, (7)

где

f1(s) =
∏

℘

′
(
1 −

1

N(℘)s

)−1

. (8)

Рассмотрим максимальное абелево расширение kab: k ⊂ kab ⊂ K. Известно [1], что если β —

простой идеал поля kab, лежащий над простым идеалом ℘ поля k, а β̂ — простой идеал поля K,

лежащий над простым идеалом ℘ поля k, то Nkab|k(β) = NK|k(β̂) = pf , т. е. если простой идеал ℘

полностью разложим при расширении k ⊂ K, то он полностью разложим и при расширении k ⊂ kab.

Таким образом, к функции f1(s) вида (8) применима лемма 1 в случае абелева расширения k ⊂ kab,

т. е.

fmn
1 (s) = Ψm

1 (s)Zm
kab

(s), (9)

где Ψ1(s) — целая функция.

В силу (7), (8) и (9) получаем f(s)n = Ψ2(s)Z
m
kab

(s), где Ψ2(s) — целая функция.

Отсюда в силу представления L-функции Артина (6) в виде произведения двух сомножителей

получаем, что Ln(s, χ,K|k) является функцией, регулярной во всех точках полуплоскости σ > 1/2,

за исключением точки s = 1, где она, возможно, имеет полюс n-го порядка.

Отсюда по следствию 1 теоремы Брауэра получаем, что L(s, χ,K|k) регулярна в полуплоскости

σ > 1/2, а в силу следствия 2 теоремы Брауэра L-функция Артина может иметь полюса только на

критической прямой σ = 1/2. ¤
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В данной работе определяется банахова алгебра периодиче-
ских на бесконечности функций. Для таких функций вводится
понятие ряда Фурье и его абсолютной сходимости. Получен ана-
лог теоремы Винера об абсолютно сходящихся рядах Фурье для
периодических на бесконечности функций.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть l1(Z) — банахово пространство двусторонних суммируемых последовательностей a : Z → C

с нормой ‖a‖1 =
∑
k∈Z

|a(k)| < ∞.

Символом Cω(R) будем обозначать банахово пространство непрерывных ω-периодических функций

f : R → C.

Будем говорить, что функция f ∈ Cω(R) обладает абсолютно сходящимся рядом Фурье, если

она может быть представлена в виде ряда f(t) =
∑
k∈Z

a(k)ei 2πk

ω
t, t ∈ R, где a ∈ l1(Z). Совокупность

всех таких функций обозначим через ACω(R). Заметим, что ACω(R) является банаховой алгеброй

(см. [1]) с поточечным умножением и нормой

‖f‖AC = ‖a‖1 =
∑

k∈Z

|a(k)|.

В терминах введенных обозначений теорема Винера формулируется следующим образом:

Теорема 1. Если функция f ∈ ACω(R) и f(t) 6= 0 для всех t ∈ R, то 1/f ∈ ACω(R), т. е.

1/f(t) =
∑
k∈Z

b(k)ei 2πk

ω
t, где b ∈ l1(Z).

Доказательство теоремы 1 приводится в [2].

Теорема Винера обобщалась в нескольких направлениях. Отметим теорему Бохнера–Филлипса

[3] для функций со значениями в банаховой алгебре, а также статьи [4, 5], в которых теорема Винера

была доказана для операторов, матрицы которых имеют абсолютно суммируемые диагонали. Ссылки

на исследования, связанные с приложениями результатов, имеются в [6].

В данной статье теорема Винера распространяется на класс периодических на бесконечности

функций.

Далее введем множество периодических на бесконечности функций.

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгебра линейных ограничен-

ных операторов, действующих из X в X.

Символом Cb,u = Cb,u(R,X) будем обозначать банахово пространство равномерно непрерывных и

ограниченных на R функций со значениями в X с нормой ‖x‖∞ = sup
t∈R

‖x(t)‖X .

Символом C0 = C0(R,X) будем обозначать замкнутое подпространство из Cb,u убывающих на

бесконечности функций.

В банаховом пространстве Cb,u рассмотрим изометрическую группу операторов (или представле-

ние) S : R → EndCb,u, действующую по правилу

(S(α)x)(t) = x(t + α), α ∈ R. (1)

Определение 1. Функция x ∈ Cb,u(R,X) называется медленно меняющейся или стационарной

на бесконечности, если (S(α)x − x) ∈ C0(R,X) для всех α ∈ R.

Например, функция f ∈ Cb,u(R, C) вида f(t) = sin ln(1 + t2) является медленно меняющейся на

бесконечности.

Определение 2. Функция x ∈ Cb,u(R,X) называется периодической на бесконечности периода

ω > 0, если (S(ω)x − x) ∈ C0(R,X).

Определение периодической на бесконечности функции было предложено А. Г. Баскаковым и

использовалось в статье [7].

Множество медленно меняющихся на бесконечности функций обозначим символом Csl =

= Csl(R,X), а множество периодических на бесконечности функций периода ω — символом Cω,∞ =

= Cω,∞(R,X).

В случае X = C для рассматриваемых пространств будем использовать обозначения Cb,u(R),

C0(R), Csl(R), Cω,∞(R).

Отметим, что Cω,∞(R,X) — банахово пространство с нормой ‖x‖∞ = sup
t∈R

‖x(t)‖X . Кроме того,

Csl(R,X) и Cω,∞(R,X) образуют банаховы алгебры с поточечным умножением, если X — банахова

алгебра.
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Определение 3. Обобщенным рядом Фурье функции x ∈ Cω,∞(R,X) будем называть ряд вида

x(t) ∼
∑

n∈Z

xn(t)ei 2πn

ω
t, t ∈ R,

а функции xn, n ∈ Z, определяемые по формулам

xn(t) =
e−i 2πn

ω
t

ω

ω∫

0

x(t + τ)e−i 2πn

ω
τdτ, t ∈ R, n ∈ Z, (2)

— коэффициентами Фурье функции x. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье функции x

абсолютно сходится, если найдутся функции yn ∈ Csl(R,X), n ∈ Z, такие, что yn − xn ∈ C0(R,X) и∑
n∈Z

‖yn‖∞ < ∞.

Заметим, что слово «обобщенный» в дальнейшем будет опускаться.

Отметим также, что рассматриваемый ряд Фурье может не сходиться к функции x и понимается

как формальный ряд.

Пример 1. Примером функции из Cω,∞(R) с абсолютно сходящимся рядом Фурье является функ-

ция f : R → C вида

f(t) =
∑

n∈Z\{0}

(
1

n2
sin(αn ln(1 + t2))

)
ei 2πn

ω
t, t ∈ R, αn ∈ R. (3)

Отметим, что функции fn, n ∈ Z, построенные по функции f по формуле (2), не совпадают с функ-

циями yn : t 7→
1

n2
sinαn ln(1 + t2), t ∈ R, n ∈ Z, но fn − yn ∈ C0(R).

Замечание 1. Если x ∈ Cω(R), то ряд Фурье из определения 3 совпадает с обычным рядом Фурье

функции x.

Далее будем использовать следующее обозначение: en(t) = ei 2πn

ω
t, t ∈ R, n ∈ Z.

Заметим, что отображение x 7→ Pnx = xnen : Cω,∞(R,X) → Cω,∞(R,X), n ∈ Z, является огра-

ниченным оператором с ‖Pn‖ ≤ 1. Кроме того, Im (P2
n − Pn) ⊂ C0(R,X) для образа Im (P2

n − Pn)

оператора P2
n − Pn (доказательство приводится в конце параграфа 3), однако операторы Pn, n ∈ Z,

не являются проекторами.

До конца этого параграфа символ X будет обозначать банахову алгебру.

Определение 4. Функцию x ∈ Cb,u(R,X) назовем обратимой относительно подпространства

C0(R,X), если существует функция y ∈ Cb,u(R,X) такая, что xy − 1 ∈ C0(R,X). Функцию y будем

называть обратной к x относительно подпространства C0(R,X).

Замечание 2. Непосредственно из определения 4 следует, что функция x ∈ Cω,∞(R,X) обратима

относительно подпространства C0(R,X) тогда и только тогда, когда она представима в виде x = y+x0,

где x0 ∈ C0(R,X), а функция y ∈ Cω,∞(R,X) такова, что inf
t∈R

‖y(t)‖X > 0. Из определения 4 также

следует, что функция x ∈ Cω,∞(R,X) обратима относительно подпространства C0(R,X) тогда и

только тогда, когда существует такое число A > 0, что inf
|t|>A

‖x(t)‖X > 0.

Нетрудно видеть, что если y1, y2 — обратные к x ∈ Cb,u(R,X) относительно подпространства

C0(R,X) функции, то y1 − y2 ∈ C0(R,X).

Основным результатом данной работы является следующая

Теорема 2. Если функция a ∈ Cω,∞(R,X) обратима относительно подпространства C0(R,X)

и имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье, то ряд Фурье обратной относительно C0(R,X) функ-

ции также абсолютно сходится.

2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ВЕКТОРЫ И ИХ РЯДЫ ФУРЬЕ

Пусть B — банахова алгебра с единицей и ω — положительное число. Рассмотрим действующую

в ней ω−периодическую изометрическую сильно непрерывную группу операторов (представление)

T : R → EndB, обладающую свойствами

T (t)(ab) = T (t)a · T (t)b, T (t)e = e, t ∈ R, (4)

где a, b — произвольные элементы из B, а e — единица в алгебре B.
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Таким образом, каждый из операторов T (t), t ∈ R, является гомоморфизмом алгебры B и каждая

функция t 7→ T (t)a : R → B, a ∈ B, является непрерывной ω-периодической функцией.

Из приведенных свойств следует, что если элемент a ∈ B обратим, то

e = T (t)e = T (t)(aa−1) = (T (t)a)T (t)a−1 = (T (t)a−1)T (t)a, a ∈ B,

и, следовательно, (T (t)a)−1 = T (t)a−1.

Рассмотрим ряд Фурье (см. [8, с. 64–66]):

T (t)a ∼
∑

n∈Z

anei 2πn

ω
t, t ∈ R,

функции t 7→ T (t)a : R → B, a ∈ B, где коэффициенты Фурье определяются по формулам

an =
1

ω

ω∫

0

T (t)ae−i 2πn

ω
tdt, n ∈ Z. (5)

Ряд a ∼
∑
n∈Z

an назовем рядом Фурье элемента a ∈ B, а an, n ∈ Z, — коэффициентами Фурье этого

элемента.

Если ряд Фурье элемента a ∈ B абсолютно сходится, т. е. выполнено условие
∑
n∈Z

‖an‖ < ∞, то

справедливо равенство a =
∑
n∈Z

an.

Лемма 1. Пусть a ∈ B. Тогда T (α)an = ei 2πn

ω
αan, n ∈ Z, для любого α ∈ R, где an, n ∈ Z, —

коэффициенты Фурье элемента a. Причем операторы Pn, определяемые формулой

Pna = an =
1

ω

ω∫

0

T (t)ae−i 2πn

ω
t dt, n ∈ Z,

являются проекторами с ‖Pn‖ ≤ 1, n ∈ Z.

Доказательство. Возьмем произвольный элемент a ∈ B и зафиксируем произвольное число α ∈ R.

Пусть an, n ∈ Z, — коэффициенты Фурье элемента a, определяемые по формуле (5). Тогда для них

справедлива следующая цепочка равенств:

T (α)an = T (α)


 1

ω

ω∫

0

T (t)ae−i 2πn

ω
tdt


 =

1

ω

ω∫

0

T (α)T (t)ae−i 2πn

ω
tdt =

1

ω

ω∫

0

T (α + t)ae−i 2πn

ω
tdt =

=
ei 2πn

ω
α

ω

ω+α∫

α

T (τ)ae−i 2πn

ω
τdτ =

ei 2πn

ω
α

ω

ω∫

0

T (τ)ae−i 2πn

ω
tdτ = ei 2πn

ω
αan, n ∈ Z.

Таким образом, мы показали, что T (α)an = ei 2πn

ω
αan, n ∈ Z, для любого α ∈ R.

Покажем теперь, что операторы Pn, n ∈ Z, определяемые формулой Pna = an, являются проекто-

рами, т. е. P 2
n = Pn, n ∈ Z.

Пусть a ∈ B. Тогда

Pna =
1

ω

ω∫

0

T (t)ae−i 2πn

ω
tdt, n ∈ Z,

P 2
na = Pn(Pna) =

1

ω

ω∫

0

T (t)ane−i 2πn

ω
tdt =

1

ω

ω∫

0

andt = an = Pna, n ∈ Z.

Покажем теперь, что ‖Pn‖ ≤ 1, n ∈ Z (при доказательстве используется свойство ‖T (t)‖ = 1,

t ∈ R).

‖Pn‖ = sup
‖a‖≤1

‖Pna‖ = sup
‖a‖≤1

‖
1

ω

ω∫

0

T (t)ae−i 2πn

ω
tdt‖ ≤ sup

‖a‖≤1

1

ω

ω∫

0

‖T (t)a‖dt ≤ sup
‖a‖≤1

1

ω

ω∫

0

‖T (t)‖‖a‖dt ≤ 1.

Лемма доказана.
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Для элемента a ∈ B рассмотрим оператор A ∈ EndB вида Ax = ax, x ∈ B. Оператору A поста-

вим в соответствие ω-периодическую операторнозначную функцию ΦA : R → EndB, определяемую

формулой ΦA(t) = T (t)AT (−t), t ∈ R.

Функции ΦA поставим в соответствие ее ряд Фурье:

ΦA(t) ∼
∑

n∈Z

Anei 2πn

ω
t, t ∈ R,

где коэффициенты Фурье определяются по формулам

An =
1

ω

ω∫

0

T (t)AT (−t)e−i 2πn

ω
tdt, n ∈ Z. (6)

Ряд
∑
n∈Z

An назовем рядом Фурье оператора A, а операторы An — коэффициентами Фурье этого

оператора. Определим двустороннюю числовую последовательность (dA(n)), положив dA(n) = ‖An‖,

n ∈ Z.

Лемма 2. Для коэффициентов Фурье An, n ∈ Z, оператора A справедливы представления

Anx = anx, n ∈ Z, x ∈ B, причем ‖An‖ = ‖an‖, n ∈ Z.

Доказательство. Покажем, что Anx = anx для всех x ∈ B.

Используя формулы (5) и (6), а также тот факт, что операторы T (t), t ∈ R, образуют гомоморфизм

алгебры, получаем

Anx =
1

ω

ω∫

0

T (t)AT (−t)xe−i 2πn

ω
tdt =

1

ω

ω∫

0

T (t)(aT (−t)x)e−i 2πn

ω
tdt =

=
1

ω

ω∫

0

(T (t)a)T (t)(T (−t)x)e−i 2πn

ω
tdt =


 1

ω

ω∫

0

T (t)ae−i 2πn

ω
tdt


 x = anx.

Для любого x ∈ B справедливо неравенство ‖Anx‖ ≤ ‖an‖‖x‖. Поскольку an = Ane и ‖e‖ = 1, то

‖An‖ = ‖an‖, n ∈ Z.

Лемма доказана.

Пусть ряд Фурье оператора A абсолютно сходится, т. е.
∑
n∈Z

‖An‖ =
∑
n∈Z

‖an‖ < ∞. В этом случае

функция ΦA непрерывна в равномерной операторной топологии.

Далее используется следующая

Теорема 3. Если обратимый оператор A ∈ EndB имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье,

то ряд Фурье обратного оператора также абсолютно сходится.

Данное утверждение следует из теоремы 2 и замечания к ней из работы [3] (см. также [9]).

3. ЭЛЕМЕНТЫ ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ПЕРИОДИЧЕСКИХ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИЙ

Всюду в этом параграфе через X обозначается банахова алгебра с единицей. Ясно, что группа

сдвигов S, определенная по формуле (1), в пространстве периодических на бесконечности функций

не является периодической.

В дальнейшем символом B будем обозначать фактор-пространство Cω,∞(R,X)/C0(R,X), которое

становится банаховой алгеброй, если умножение вводится следующим образом:

x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈ B. (7)

В нем построим изометрическую группу операторов T : R → EndB, действующую по правилу

T (t)x̃ = S̃(t)x = S(t)x + C0(R,X), t ∈ R, (8)

где x — некоторый представитель класса x̃ ∈ B.
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Поскольку T (ω)x̃ = S̃(ω)x = S(ω)x + C0(R,X) = (S(ω)x − x) + x + C0(R,X) = x + C0(R,X) = x̃,

то представление T является ω-периодическим.

Кроме того, из сильной непрерывности представления S следует сильная непрерывность представ-

ления T .

В терминах группы T принадлежность класса x̃ алгебре B будет означать, что T (ω)x̃ = x̃.

Ряд Фурье функции x ∈ Cω,∞(R,X), являющейся представителем класса x̃, имеет вид

x(τ) ∼
∑

n∈Z

xn(τ)ei 2πn

ω
τ ,

где коэффициенты Фурье xn, n ∈ Z, определяются по формуле (2), а среднее x0 имеет вид

x0(t) =
1

ω

ω∫

0

x(t + τ)dτ, t ∈ R.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 3. Коэффициенты Фурье функции x ∈ Cω,∞(R,X) обладают следующим свойством:

xn ∈ Csl(R,X), n ∈ Z.

Доказательство. Вначале покажем, что среднее x0 функции x ∈ Cω,∞(R,X) принадлежит про-

странству Csl(R,X). Возьмем произвольное число α ∈ R и покажем, что (S(α)x0 − x0) ∈ C0(R,X).

Непосредственно из леммы 1 следует, что для класса x̃0, содержащего функцию x0, справедливо

равенство T (α)x̃0 = x̃0, т. е. x0 обладает свойством (S(α)x0 − x0) ∈ C0(R,X). В силу произвольности

выбора числа α ∈ R из определения медленно меняющейся на бесконечности функции получаем, что

x0 ∈ Csl(R,X).

Теперь докажем это свойство для коэффициентов Фурье xn, n ∈ Z, функции x. Обозначив

y(t) = x(t)ei 2πn

ω
t, t ∈ R, n ∈ Z, получаем, что S(ω)y − y ∈ C0(R,X), т. е. y ∈ Cω,∞(R,X). Тогда

среднее функции y, определяемое формулой

y0(t) =
1

ω

ω∫

0

x(t + τ)e−i 2πn

ω
(t+τ)dτ, t ∈ R,

принадлежит пространству Csl(R,X). Сравнивая последнюю формулу с формулой (2), получаем, что

xn ∈ Csl(R,X), n ∈ Z. Лемма доказана.

Итак, у нас имеется фактор-алгебра B = Cω,∞(R,X)/C0(R,X) и действующая в ней ω-перио-

дическая сильно непрерывная изометрическая группа операторов (представление) T , определяемая

формулой (8).

Представлению T поставим в соответствие его ряд Фурье:

T (t)x̃ ∼
∑

n∈Z

P̃nx̃ei 2πn

ω
t, t ∈ R, x̃ ∈ B.

Коэффициенты Фурье представления T имеют вид

P̃nx̃ =
1

ω

ω∫

0

T (t)x̃e−i 2πn

ω
tdt, n ∈ Z.

На представителях рассматриваемых классов имеем

(Pnx)(τ) =
1

ω

ω∫

0

(S(t)x)(τ)e−i 2πn

ω
tdt =

1

ω

ω∫

0

x(t + τ)e−i 2πn

ω
tdt = xn(τ)ei 2πn

ω
τ ,

где xn, n ∈ Z, — коэффициенты Фурье функции x, определяемые по формуле (2).

Из формулы (5) непосредственно следует, что коэффициенты Фурье представления T обладают

следующим свойством: P̃nx̃ = x̃n, n ∈ Z.
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Пусть x — представитель класса x̃ ∈ B. Тогда последнее равенство означает, что P̃nx = x̃n, т. е.

Pnx − xn ∈ C0(R,X), n ∈ Z. В силу того что P̃n являются проекторами, справедливо равенство

P̃n

2
x̃ = P̃nx̃ = x̃n, n ∈ Z. Поэтому P̃ 2

nx = x̃n, т. е. P 2
nx − xn ∈ C0(R,X), n ∈ Z. Отсюда получаем, что

P 2
nx − Pnx ∈ C0(R,X), n ∈ Z, т. е. Im (P 2

n − Pn) ⊂ C0(R,X).

Если ряд Фурье класса x̃ ∈ B абсолютно сходится, т. е. выполнено условие
∑
n∈Z

‖x̃n‖ < ∞, то из

свойств нормы в фактор-пространстве следует, что в этом случае можно найти такие представители yn

классов x̃n, что
∑
n∈Z

‖yn‖∞ < ∞.

Заметим, что функция x ∈ Cω,∞(R,X) обратима относительно C0(R,X) тогда и только тогда,

когда обратим класс x̃ ∈ B, ее содержащий. Это утверждение непосредственно вытекает из определе-

ния 4.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Теперь для получения основного результата в качестве алгебры B рассмотрим фактор-алгебру

Cω,∞(R,X)/C0(R,X), а в качестве представления T : R → EndB рассмотрим ω-периодическую груп-

пу изометрических операторов T : R → EndB, определяемую по формуле (8).

Покажем, что группа T обладает свойствами (4).

С использованием формул (7) и (8) получаем, что

T (t)(x̃ỹ) = T (t)(x̃y) = ˜S(t)(xy) = S(t)xS(t)y + C0(R,X) = (T (t)x̃) T (t)ỹ, x ∈ x̃, y ∈ ỹ, t ∈ R,

т. е. для группы T свойство (4) действительно выполняется.

Рассмотрим оператор A ∈ EndB следующего вида:

Ax̃ = ãx̃, ã ∈ B. (9)

Оператору A поставим в соответствие ω-периодическую операторнозначную функцию ΦA : R →

→ EndB, определяемую формулой ΦA(t) = T (t)AT (−t), t ∈ R.

Таким образом, для рассматриваемого оператора справедлива теорема 3.

Приступим к доказательству теоремы 2. Рассмотрим банахову алгебру B = Cω,∞(R,X)/C0(R,X)

и действующую в ней ω-периодическую изометрическую группу операторов T , определяемую по

формуле (8).

По обратимой функции a ∈ Cω,∞(R,X), объявленной в условиях теоремы, построим класс ã ∈ B,

который также будет обратим. Обозначив обратный класс символом b̃, получаем, что ãb̃ = 1̃.

Введем в рассмотрение оператор A ∈ EndB, определяемый формулой (9). Это оператор умножения

на элемент ã ∈ B, причем он обратим. Его обратный оператор имеет вид Bx̃ = b̃x̃, b̃ ∈ B.

Для оператора A справедлива теорема 3, и, значит, ряд Фурье класса b̃ абсолютно сходится. Тогда

можно найти такой представитель b класса b̃, что ab − 1 ∈ C0(R,X), и его ряд Фурье абсолютно

сходится:
∑
n∈Z

‖bn‖∞ < ∞. Теорема доказана.

Расшифровкой теоремы 2 является следующая

Теорема 4. Если функция a ∈ Cω,∞(R,X) обратима относительно подпространства C0(R,X)

и ее ряд Фурье абсолютно сходится, то существует функция b ∈ Cω,∞(R,X) с абсолютно схо-

дящимся рядом Фурье, такая, что ab − 1 ∈ C0(R,X).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00276).
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НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ
ПРИНАДЛЕЖНОСТИ КЛАССАМ БЕСОВА–ПОТАПОВА
И КОЭФФИЦИЕНТЫ ФУРЬЕ
ПО МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМ СИСТЕМАМ
Р. Н. Фадеев

Саратовский государственный университет
E-mail: belal_templier@mail.ru

В данной статье мы получаем необходимые и достаточные усло-
вия принадлежности функции классам Бесова–Потапова. Ис-
пользуя функции с коэффициентами Фурье по мультипликатив-
ным системам класса GM, мы показываем точность некоторых
из этих результатов.

Ключевые слова: мультипликативная система, классы Бесо-
ва–Потапова, обобщенная монотонность, теорема Харди–Литтл-
вуда–Пэли.

Necessary and Sufficient Conditions of Belonging to the Besov–
–Potapov Classes and Fourier Coefficients with Respect
to Multiplicative Systems

R. N. Fadeev

In this paper we obtain necessary and sufficient conditions for a
function to belong to the Besov–Potapov classes. Using functions
with Fourier coefficients with respect to multiplicative systems from
the class GM, we show the sharpness of some these results.

Key words: multiplicative system, Besov–Potapov classes, genera-
lized monotonicity, Hardy–Littlewood–Paley theorem.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть P = {pj}
∞
j=1 — последовательность натуральных чисел такая, что 2 ≤ pj ≤ N для всех

j ∈ N и Zj = {0, 1, . . . , pj − 1}. Если m0 = 1,mj = mj−1pj при j ∈ N, то каждое x ∈ [0, 1) имеет

разложение

x =

∞∑

j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Zj . (1)

Это разложение определено однозначно, если при x = k/mn, 0 < k < mn, k, n ∈ Z+, брать

разложение с конечным числом xj 6= 0. Если x, y ∈ [0, 1) записать в виде (1), то по определению

x ⊕ y =
∞∑

j=1

zjm
−1
j , zj = xj + yj (mod pj), zj ∈ Zj . Аналогично определяется x ⊖ y.

Каждое k ∈ Z+ однозначно представимо в виде

k =

∞∑

j=1

kjmj−1, kj ∈ Z+. (2)

Для чисел x ∈ [0, 1) вида (1) и k ∈ Z+ вида (2) положим по определению

χk(x) = exp


2πi

∞∑

j=1

xjkj/pj


 .

Система {χk(x)}∞k=0 называется мультипликативной системой, или системой Виленкина. Система

{χk(x)}∞k=0 ортонормированна и полна в L[0, 1) (см. [1, §1.5]). Поэтому можно определить коэффици-

енты Фурье и частичную сумму Фурье формулами

f̂(n) =

∫ 1

0

f(x)χn(x) dx, n ∈ Z+; Sn(f)(x) =

n−1∑

i=0

f̂(i)χi(x), n ∈ N.
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