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и тогда

BrU =
∑

i∈{i:σi≺σk}

∑

j

∫

σk

Gk(x, y)Ik(Dk
r , y)

∂

∂νi

U j(y) dy.

По построению все Br вполне непрерывны в F 2+λ(Dn) для n 6 r, Ar просто непрерывны в

F 2+λ(Dn). Более того, Ar сходится к нулю в F 2+λ(Dn) при r → ∞. Тогда для каждого n найдется

такое r, что операторная норма ‖Ar‖F 2+λ(Dn) < 1 и, следовательно, I + Ar обратим. Тогда в силу

теоремы 12 непрерывно обратим I + Ψ, тем самым доказывая существование решения (7).

Оценки решения задачи (6) вытекают из непрерывной обратимости I + Ψ в F 2+λ(Ω) и из того,

что F (x) =
∫

σij

Gi,j(x, y)f(y) dy. ¤
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ВВЕДЕНИЕ

В работе получено необходимое условие экстремума функционала:

Φ(u) =

l∫

0

pu′′2

xµ

2
dµ +

l∫

0

ru′2

x

2
dx +

l∫

0

u2

2
dQ −

l∫

0

u dF, (1)

определенного на множестве E — абсолютно непрерывных на [0; l] функций, первая производная ко-

торых µ-абсолютно непрерывна на [0; l], и удовлетворяющих условиям u(0) = u′(0) = u(l) = u′(l) = 0.

Функция µ(x), порождающая меру µ, предполагается строго возрастающей на [0; l]. Также будем

считать, что множество S(µ) — точек разрыва функции µ(x), непусто, что является наиболее инте-

ресным с точки зрения приложений. На протяжении всей работы мы предполагаем выполненными

следующие условия: 1) p(x), r(x), Q(x) и F (x) имеют конечное на [0; l] изменение; 2) p(x) > 0;

3) интеграл
l∫
0

dt

p(t)
конечен; 4) r(x) ≥ 0 для всех x ∈ [0; l]; 5) Q(x) — не убывает на [0; l].

Первая производная в равенстве (1) понимается в классическом смысле, вторая — в следующем

смысле: v(x) называется µ-производной функции u(x), если для всех x ∈ [0; l] \ S(µ) справедливо

равенство u(x) − u(0) =
x∫
0

v(s) dµ(s). Мы принимаем следующее соглашение для функции ϕ(x),

принадлежащей BV [0; l] — пространству функций ограниченной на [0; l] вариации: если для некоторой

внутренней точки η отрезка [0; l] справедливо равенство ϕ(η − 0) = ϕ(η + 0), то ϕ(η) равно ϕ(η − 0)

(= ϕ(η + 0)), т. е. ϕ(x) непрерывна в точке η.

Все интегралы в (1) понимаются по Лебегу – Стилтьесу, причем все кроме первого существуют и

по Риману – Стилтьесу.

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Задача минимизации функционала (1) на множестве E возникает при моделировании малых дефор-

маций растянутых шарнирно сочлененных стержней, в точках шарнирного соединения прикреплена

пружина, реагирующая на поворот, когда (1) описывает потенциальную (полную) энергию системы.

Если u0 ∈ E дает минимум функционалу (1), то, следуя схеме Лагранжа, первая вариация

l∫

0

pu0
′′
xµ dh′

x +

l∫

0

ru0
′
xh′

x dx +

l∫

0

u0h dQ −

l∫

0

h dF = 0 (2)

для любой h ∈ E. Третий интеграл на основании результатов работы [1] допускает запись

l∫

0

u0h dQ =

l∫

0

h dα,

где α(x) =
l∫
0

u0 dQ (x 6∈ S(Q)). После интегрирования по частям интеграла
l∫
0

h d(α−F ) равенство (2)

принимает вид
l∫

0

pu0
′′
xµ dh′

x +

l∫

0

(ru0
′
x − α + F )h′

x dx = 0

(внеинтегральные слагаемые равны нулю, так как h ∈ E). Вводя в рассмотрение абсолютно непре-

рывную на [0; l] функцию β(x) =
x∫
0

((ru0
′
x)(s) − α(s) + F (s)) ds и интегрируя

l∫
0

β′
xh′

x dx по частям,

имеем:
l∫

0

(
pu0

′′
xµ − β

)
dh′

x = 0 (3)

(внеинтегральные слагаемые снова равны нулю в силу принадлежности h множеству E).
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Далее нам потребуется следующая лемма.

Лемма. Пусть A(x) ∈ BV [0; l]; для любой h ∈ E интеграл
l∫
0

A(x) dh′
x равен нулю. Тогда A(x)

есть линейная функция.

Доказательство вполне стандартно (см. [2]). Для любых C1 и C2 интеграл
l∫
0

(C1 + C2x) dh′
x равен

нулю, поэтому вполне очевидно существование таких C1 и C2, что функция

h(x) =

x∫

0

t∫

0

(A(s) − C1 − C2s) ds dt

принадлежит E. Для этой функции мы будем иметь равенство
l∫
0

(A(x)−C1−C2x)2 dx = 0, из которого

с учетом нашей договоренности и следует утверждение леммы. ¤

Из равенства (3) на основании леммы вытекает тождество

pu0
′′
xµ − β(x) ≡ C1 + C2x. (4)

Из (4) в силу абсолютной непрерывности функций β(x) и C1+C2x следует абсолютная непрерывность(
pu0

′′
xµ

)
(x) на [0; l]. Тогда (4) допускает дифференцирование по x:

(
pu0

′′
xµ

)′
x

(x) − (ru0
′
x) (x) + α(x) − F (x) ≡ C2. (5)

В работе [3] показано существование такой функции σ(x), которая порождает меру σ, что функции

x, µ(x), r(x), Q(x) и F (x) являются σ-абсолютно непрерывными на [0; l]. Следует отметить, что

в равенстве (5) переменная x «пробегает» множество [0; l]S , в котором каждая точка ξ множества

S = S(µ)∪S(r)∪S(Q)∪S(F ) заменена на упорядоченную пару собственных элементов {ξ− 0; ξ +0},

бывшие ранее предельными. Строится это множество следующим образом. На множестве JS = [0; l]\S

введем метрику ̺(x; y) = |σ(x) − σ(y)|. Если S 6= ∅, то метрическое пространство (JS , ̺) очевидно

неполно. Стандартное пополнение и дает нам [0; l]S .

Вернемся к равенству (5), которое допускает σ-дифференцирование:

(
pu0

′′
xµ

)′′
xσ

− (ru0
′
x)

′
σ + uQ′

σ = F ′
σ. (6)

Уравнение (6) определено на множестве [0; l]σ = [0; l]S
⋃

S(σ), причем в точках ξ ∈ S(σ) уравнение (6)

принимает вид

∆
(
pu0

′′
xµ

)′
x

(ξ) − ∆
(
ru0

′
µ

)′
σ

+ u(ξ)∆Q(ξ) = ∆F (ξ),

где ∆ψ(ξ) = ψ(ξ + 0) − ψ(ξ − 0) — полный скачок функции ψ(x) в точке ξ.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема. Если u0(x) дает минимум функционалу (1) на множестве E, то u0(x) принадле-

жит пространству Ẽ ⊂ E вторая квазипроизводная
(
pu0

′′
xµ

)
(x) абсолютно непрерывна на [0; l],(

pu0
′′
xµ

)′
x
— σ-абсолютно непрерывна на [0; l] и является решением краевой задачи

{ (
pu′′

xµ

)′′
xσ

− (ru′
x)

′
σ + uQ′

σ = F ′
σ,

u(0) = u′
x(0) = u(l) = u′

x(l) = 0.
(7)

Замечание. Доказанную теорему можно обобщить и на функционалы более общего вида:

Φ̃(u) =

l∫

0

F̃1(u
′′
xµ) dµ +

l∫

0

F̃2(x, u, u′
x) dx.

Разрешимость краевой задачи устанавливается стандартным приемом: доказывается ее невырож-

денность (при описанных выше условиях это очевидно) и строится функция Грина (доказывая из-

начально разрешимость уравнения в (7) в форме задачи Коши (именно здесь и используется третье

условие)).
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Следует отметить, что изучать уравнение в (7) можно и с позиций теории обобщенных функций

(которое получается после обобщенного дифференцирования уравнения (4)). Однако при использова-

нии этого подхода, во-первых, возникает проблема умножения обобщенной функции на разрывную,

которая в общем случае неразрешима; во-вторых, даже при решении (в каком-то смысле) первой

проблемы удается установить лишь слабую разрешимость уравнения; в-третьих, уравнение с обоб-

щенными коэффициентами рассматривается как равенство функционалов, что делает невозможным

применение качественных методов анализа (типа теорем Ролля) решений. Последнее стало возмож-

ным при использовании поточечного подхода, предложенного Ю. В. Покорным [2] в 1999 году, при

котором уравнение расценивается как поточечно заданное, т. е. обыкновенное.

Покажем теперь, что при выполнении условий 1)–5) экстремаль u0(x) (решение краевой задачи)

функционала (1) доставляет минимум. В самом деле, вторая вариация функционала Φ(u) на допусти-

мой экстремале имеет вид

δ2Φ(u0)h =
1

2

∫ l

0

ph′′2

xµ dµ +
1

2

∫ l

0

rh′2

x dx +
1

2

∫ l

0

h2 dQ,

которая при всех h ∈ E принимает неотрицательные значения.
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