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Рассматривается изотропный диск радиуса R, загруженный на контуре двумя сосредоточенными силами P , прило-

женными в точках z1 = R и z2 = −R. Предложена модель зарождения трещины в круговом диске, основанная на

рассмотрении зоны процесса трещинообразования. Полагается, что зона процесса трещинообразования представляет со-

бой слой конечной длины, содержащий материал с частично нарушенными связями между отдельными структурными

элементами. Получены соотношения для определения критического значения внешней нагрузки, при которой происходит

появление трещины.
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ВВЕДЕНИЕ

В современных машинах и агрегатах, паровых и газовых турбинах, в компрессорах и других

устройствах широко используются круговые диски. Диски подвергаются нагрузкам, вызывающим в

них сложное напряженное состояние. Задача о трещинообразовании в конструкциях и изделиях яв-

ляется важной проблемой теории прочности [1–3]. В [2, 3] предложена модель зарождения трещины

с силами сцепления в наиболее нагруженных, но пока целостных областях деформируемого тела.

Эта модель начального разрушения использовалась при расчете различных конструкций [4–9], при

различных силовых и термосиловых воздействиях. В работе [9] предложена модель зарождения тре-

щины в покрытии на упругом основании. В [10] разработана расчетная модель, в рамках которой

описывается трещинообразование в барабане тормозного механизма при торможении автомобиля, и

исследуется влияние малых отклонений от прямолинейной формы зоны ослабленных межчастич-

ных связей материала на зарождение трещины в барабане. Статьи [11–18] посвящены исследованию

трещинообразования в композиционных материалах и адгезионных соединениях. Для инженерной

практики исследование вопросов трещинообразования имеет важное значение. К настоящему време-

ни практически отсутствуют исследования по зарождению трещины в круговых дисках. Разработка

расчетных моделей процесса трещинообразования в дисках представляет собой актуальную проблему

механики материалов. Разработка методов исследования трещинообразования будет способствовать

повышению работоспособности дисков, обоснованному выбору конструктивных параметров дисков на

стадии проектирования.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим изотропный круговой диск радиуса R, загруженный на контуре сосредоточенными

удельными (отнесенными к толщине диска) силами P/h, приложенными в точках z1 = R, z2 = −R.

Задачу рассматриваем как квазистатическую в постановке плосконапряженного состояния. По мере

нагружения кругового диска в процессе эксплуатации силовой нагрузкой в диске будут возникать

зоны предразрушения, которые моделируем [3] как области ослабленных межчастичных связей мате-

риала. Взаимодействие берегов зоны предразрушения моделируется путем введения между берегами

зоны предразрушения связей, имеющих заданную диаграмму деформирования. Физическая природа

этих связей и размеры зоны предразрушения, в которой осуществляется взаимодействие берегов зоны

ослабленных межчастичных связей, зависит от вида материала. Зародышевая трещина моделируется

зоной предразрушения связями между берегами, которая рассматривается как область ослабленных

межчастичных связей материала. Так как указанная зона (прослойка перенапряженного материала)

мала по сравнению с остальной частью диска, ее можно мысленно удалить [3], заменив разрезом,
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поверхности которого взаимодействуют между собой по некоторому закону, соответствующему дей-

ствию удаленного материала. В исследуемом случае появление трещины представляет собой процесс

перехода зоны предразрушения в область разорванных связей между поверхностями материала. Раз-

мер зоны ослабленных межчастичных связей материала при этом заранее неизвестен и подлежит

определению.
Зона предразрушения ориентирована в

направлении максимальных растягивающих

напряжений, возникающих в диске. В цен-

тре зоны предразрушения разместим начало

локальной системы координат x1O1y1, ось

x1 которой совпадает с зоной ослабленных

межчастичных связей материала и образует

угол α1 с осью (θ = 0) (рис. 1). При дей-

ствии внешних нагрузок на диск в связях,

соединяющих берега зоны предразрушения,

будут возникать нормальные qy1
(x1) и каса-

тельные усилия. Величины этих напряжений

заранее неизвестны и также подлежат опре-

делению.

Граничные условия на берегах зоны

предразрушения будут иметь вид

P P xlO

O

y x

a
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1

1

1

1

1

y

2

Рис. 1. Расчетная схема задачи

σy1
= qy1

(x1), τx1y1
= qx1y1

(x1) при |x1| ≤ l1.

Основные соотношения рассматриваемой задачи должны быть дополнены следующим уравнением:

υ+(x1, 0) − υ−(x1, 0) − i(u+(x1, 0) − u−(x1, 0)) = Π(x1, σ1)(qy1
− iqx1y1

), (1)

σ1 =
√

q2
y1

+ q2
x1y1

.

Здесь функция Π(x1, σ1) представляет собой эффективную податливость связей, зависящую от на-

тяжения связей; σ1 — модуль вектора усилий в связях; (u+ − u−) — касательная, (υ+ − υ−) —

нормальная составляющая раскрытия берегов зоны предразрушения.

Для нахождения значения внешней нагрузки, при котором происходит зарождение трещины, нуж-

но постановку задачи дополнить условием (критерием) появления трещины (разрыва межчастичных

связей материала). В качестве такого условия принимаем критерий критического раскрытия берегов

зоны ослабленных межчастичных связей материала

∣

∣

(

υ+ − υ−
)

− i
(

u+ − u−
)
∣

∣ = δcr,

где δcr — характеристика сопротивления материала диска трещинообразованию. Напряженное состо-

яние в круговом диске ищем в виде

σx = σ0
x + σ1

x, σy = σ0
y + σ1

y, τxy = τ0
xy + τ1

xy.

Здесь первые слагаемые σ0
x, σ0

y, τ0
xy — напряжения, возникающие в круговом изотропном диске

при отсутствии зоны предразрушения. Для определения введенных компонент напряжений σ1
x, σ1

y,

τ1
xy, удовлетворяющих уравнениям плоской задачи теории упругости, приходим к следующей краевой

задаче:

σ1
y + iτ1

xy = qy1
+ iqx1y1

+ f(x) при y1 = 0, |x1| ≤ l1, (2)

σ1
r + iτ1

rθ = F (τ) на контуре τ = R exp (iθ) . (3)

Для компонент тензора напряжений σ0
x, σ0

y, τ0
xy, σ0

r , σ0
θ , τ0

rθ [19] имеем:

σ0
x = −

P

2π

[

4(R − x)3

[(R − x)2 + y2]
2

+
4(R + x)3

[(R + x)2 + y2]
2
−

2

R

]

,
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σ0
y =

P

2π

[

2

R
−

4y2(R − x)

[(R − x)2 + y2]
2
−

4y2(R + x)

[(R + x)2 + y2]
2

]

,

τ0
xy =

P

2π

[

4(R − x)2

[(R − x)2 + y2]
2
−

4(R + x)2

[(R + x)2 + y2]
2

]

,

σ0
r + σ0

θ = σ0
x + σ0

y, σ0
θ − σ0

r + 2iτ0
rθ =

[

σ0
y − σ0

x + 2iτ0
rθ

]

e2iθ.

С помощью приведенных формул находятся функции f(x1) и F (τ):

f(x1) = −
(

σ0
y1

+ iτ0
x1y1

)

при y1 = 0, |x1| ≤ l1, (4)

F (τ) = −
(

σ0
r + iτ0

rθ

)

при |z| = R.

Используя формулы Колосова –Мусхелишвили [19], граничные условия (2) запишем в виде

Φ1(x1) + Φ1(x1) + x1Φ1(x1) + Ψ1(x1) = qy1
+ iqx1y1

+ f(x1) при |x1| ≤ ℓ1, (5)

Φ1(τ) + Φ1(τ) − e2iθ [τ̄Φ′

1(τ) + Ψ1(τ)] = F (τ). (6)

Здесь x1 — аффикс точек берегов зоны предразрушения. Комплексные потенциалы Φ1(z) и Ψ1, даю-

щие решение краевой задачи (5), (6), ищем в виде

Φ1(z) = Φ01(z) + Φ11(z), Ψ1(z) = Ψ01(z) + Ψ11(z), (7)

Здесь комплексные потенциалы Φ11(z) и Ψ11(z) находим в виде

Φ11(z) =
1

2π

ℓ1
∫

−ℓ1

g1(t)dt

t − z1

, Ψ11(z) =
e−2iα1

2π

ℓ1
∫

−ℓ1

[

g1(t)

t − z1

−
T1e

iα1

(t − z1)
2
g1(t)

]

dt, (8)

где T1 = teiα1 +z0
1 ; z1 = e−iα1

(

z − z0
1

)

; q1(t) — искомая функция, характеризующая раскрытие берегов

зоны предразрушения.

Неизвестная функция g1(t) и комплексные потенциалы Φ01(z) и Ψ01(z) должны быть определены

из краевых условий на контуре L(r = R) и берегах зоны предразрушения. Используя соотношения (7),

(8) для нахождения комплексных потенциалов Φ01(z) и Ψ01(z), краевые условия (4) представим в виде

Φ01(τ) + Φ01(τ) − e−2iθ
[

τΦ′

01(τ) + Ψ01(τ)
]

= F (τ) − f1 (θ) , (9)

где

f1 (θ) = Φ11(τ) + Φ11(τ) − e−2iθ
[

τΦ′

11(τ) + Ψ11(τ)
]

.

Для решения граничной задачи (9) относительно комплексных потенциалов Φ01(z) и Ψ01(z) ис-

пользуем метод Н. И. Мусхелишвили [19]. Для комплексных потенциалов Φ01(z) и Ψ01(z) имеем:

Φ01(z) =
1

2πi

∫

L

N∗(τ)

(

1

τ − z
−

1

2τ

)

dτ, N∗(τ) = F (τ) − f1 (θ) ,

Ψ01(z) =
1

z2
Φ01(z) +

1

z2
Φ̄01

(

1

z

)

−
1

z
Φ′

01(z).

После интегрирования и некоторых преобразований получаем:

Φ01(z) =
1

2π

ℓ1
∫

−ℓ1

{(

1

zT 1 − 1
+

1

2

)

T 1e
iα1g1(t) +

[

T1

2
−

z2T 1 − 2z + T1

(zT 1 − 1)2

]

e−iα1g1(t)

}

dt+

+
1

2πi

∫

L

F (τ)

(

1

τ − z
−

1

2τ

)

dτ,
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Ψ01(z) =
1

2π

ℓ1
∫

−ℓ1

[

eiα1T
3

1
(

zT 1 − 1
)2

g1(t) +
(

z2T
2

1 + 4 − 3zT 1 + zT1T
2

1 − 3T1T 1

) T 1e
−iα1

(

zT 1 − 1
)3

g1(t)

]

dt+

+
1

z2
Φ00(z) +

1

z2
Φ00

(

1

z

)

−
1

z
Φ′

00(z),

Φ00(z) =
1

2πi

∫

L

F (τ)

(

1

τ − z
−

1

2τ

)

dτ.

Удовлетворяя функциями (7), (8) граничным условиям (5) на берегах зоны предразрушения, после

некоторых преобразований получим комплексное интегральное уравнение относительно неизвестной

функции g1(x1):

ℓ1
∫

−ℓ1

[

R(t, x1)g1(t) + S(t, x1)g1(t)
]

dt = π [qy1
(x1) + iqx1y1

(x1) + f(x1) + f0(x1)] |x1| ≤ l1.

Здесь

f0(x1) = −
[

Φ00(x1) + Φ00(x1) + x1Φ′

00(x1) + Ψ00(x1)
]

,

Ψ00(z) =
1

z2
Φ00(z) +

1

z2
Φ00

(

1

z

)

−
1

z
Φ′

00(z),

R(t, x1) =
eiα1

2

(

1

T1 − X1

+
e−2iα1

T 1 − X1

)

−
eiα1

2

[

X1T
2

1

1 − X1T 1

+
X

2

1T1 − 2X1 + T 1

(1 − T1X1)2
+

+e−2iα1
2X1(T1T 1 − 1) + T

2

1(X1 + T 1)(X1T1 − 3) + 4T1

(1 − T1X1)3

]

,

S(t, x1) =
e−iα1

2

[

1

T 1 − X1

−
T1 − X1

(T1 − X1)2
e−2iα1

]

−

−
e−iα1

2

[

T 2
1 X1

1 − T1X1

+
X2

1T 1 − 2X1 + T1

(1 − X1T 1)2
+

T 2
1 (X1 − T1)e

−2iα1

(1 − T1X1)2

]

,

X1 = x1e
iα1 + z0

1 .

Для внутренней зоны предразрушения к сингулярному интегральному уравнению необходимо до-

бавить дополнительное равенство:
ℓ1

∫

−ℓ1

g1(t) dt = 0, (10)

обеспечивающее однозначность смещений при обходе контура зоны предразрушения. Так как напря-

жения в диске всюду ограничены, то решение сингулярного интегрального уравнения ищется в классе

всюду ограниченных функций. Используя замену переменных и отделяя действительную и мнимую

части и процедуру алгебраизации [20], вместо каждого действительного сингулярного интегрального

уравнения при дополнительных условиях (10) получаем конечную алгебраическую систему, состо-

ящую из M уравнений, относительно приближенных значений искомых функций υ1(tm) и u1(tm)

(m = 1, 2, . . . ,M) в узловых точках соответственно:

1

M

M
∑

m=1

[

ℓ1R(ℓ1tm, ℓ1xr)g
0
1(tm) + g0

1(tm)S(ℓ1tm, ℓ1xr)
]

=

= qy1
(xr) + iqx1y1

(xr) + f(xr) + f0(xr) (r = 1, 2, . . . ,M − 1), (11)

M
∑

m=1

g0
1(tm) = 0.
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Здесь значения tm и xr определяются формулами

tm = cos
(2m − 1)π

2M
(m = 1, 2, . . . ,M), xr = cos

πr

M
(r = 1, 2, . . . ,M − 1).

Если перейти в (11) к сопряженным значениям, получаем еще M алгебраических уравнений.

Для замкнутости полученных алгебраических уравнений не хватает двух уравнений, выражающих

условия разрешимости интегрального уравнения. Записывая эти условия:

M
∑

m=1

(−1)mg0
1(tm)ctg

(2m − 1)π

4M
= 0, (12)

M
∑

m=1

(−1)M+mg0
1(tm)tg

(2m − 1)π

4M
= 0,

получим две замкнутые конечные алгебраические системы.

В правые части системы (10) входят неизвестные значения нормальных qy1
(x1) и qx1y1

(x1) каса-

тельных напряжений в узловых точках зоны предразрушения. Условиями, определяющими неизвест-

ные напряжения в связях между берегами зоны предразрушения, является дополнительное уравне-

ние (1). В рассматриваемой задаче это дополнительное условие удобнее представить для производной

раскрытия берегов зоны предразрушения:

∂

∂x1

[

υ+
1 (x1, 0) − υ−

1 (x1, 0) − i
(

u+
1 (x1, 0) − u−

1 (x1, 0)
)]

=
∂

∂x1

[Π (x1, σ1) (qy1
(x1) − iqx1y1

(x1))] .

Используя полученное решение, можно записать:

g1(x1) =
2µ

1 + κ

d

dx1

[Π (x1, σ1) (qy1
(x1) − iqx1y1

(x1))] .

Это комплексное уравнение служит для определения неизвестных напряжений qy1
и qx1y1

в связях

между берегами зон предразрушения. Для левой части соотношения (1) имеем:

(

υ+
1 − υ−

1

)

− i
(

u+
1 − u−

1

)

= −
1 + κ

2µ

x1
∫

−ℓ1

g1(x1) dx1. (13)

С учетом (1) соотношение (13) принимает вид

−
1 + κ

2µ

x1
∫

−ℓ1

g1(x1) dx1 = Π(x1, σ1)(qy1
(x1) − iqx1y1

(x1)). (14)

Отделяя в (14) действительные и мнимые части, получим:

−
1 + κ

2µ

x1
∫

−ℓ1

υ1(x1) dx1 = Π(x1, σ1) qy1
(x1), (15)

−
1 + κ

2µ

x1
∫

−ℓ1

u1(x1) dx1 = Π(x1, σ1) qx1y1
(x1). (16)

Для построения недостающих уравнений, служащих для определения напряжений в связях между

берегами зоны предразрушения, потребуем выполнения условий (15), (16) в узловых точках tm, со-

держащихся в зоне предразрушения. В результате получим еще две системы из M уравнений для

определения приближенных значений qy1
(tm) и qx1y1

(tm) (m = 1, 2, . . . , M):






































C0υ
0
1(t1) = Π (t1, σ1(t1)) qy1

(t1),

C0

(

υ0
1(t1) + υ0

1(t2)
)

= Π(t2, σ1 (t2)) qy1
(t2),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

C0

M
∑

m=1

υ0
1(tm) = Π (tM , σ1(tM ))) qy1

(tM )),
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C0u
0
1(t1) = Π (t1, σ1(t1)) qx1y1

(t1),

C0

(

u0
1(t1) + u0

1(t2)
)

= Π(t2, σ1(t2)) qx1y1
(t2),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

C0

M
∑

m=1

u0
1(tm) = Π(tM , σ1(tM ))qx1y1

(tM ),

где

C0 = −
1 + κ

2µ

πℓ1
M

.

Для модуля вектора раскрытия берегов зоны предразрушения при x1 = x0 получим:

V0 =

√

(

υ+
1 − υ−

1

)2
+

(

u+
1 − u−

1

)2
=

1 + κ

2µ

πℓ1
M

√

A2 + B2, A =

M1
∑

m=1

υ1(tm), B =

M1
∑

m=1

u1(tm),

где M1 — число узловых точек, содержащихся в интервале (−l1, x0). Для определения предельно-

равновесного состояния диска, при котором происходит появление трещины, имеем условие

1 + κ

2µ

πℓ1
M

√

A2 + B2 = δcr.

Полученная алгебраическая система (11), (12), (15), (16) из-за неизвестного размера зоны предраз-
рушения даже при линейно-упругих связях оказывается нелинейной. Для ее решения использовали
метод последовательных приближений. В каждом приближении алгебраическая система решалась
методом Гаусса с выбором главного элемента. В случае нелинейного закона деформирования связей
для нахождения напряжений в зонах предразрушения используется итерационный метод, подобный
методу упругих решений [21]. Численные расчеты проводились применительно к турбинному диску
из стали ЭИ417. Радиус кругового диска был принят R = 0.47м. Результаты расчета напряжений в
связях для случая одной зоны предразрушения при α1 = 45◦, ℓ1/R = 0.05, z0

1 = 0.25Re iπ/18 вдоль
зоны предразрушения представлены в виде графиков на рис. 2.

q   /qy
1 *

x1

2

41

2

6

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

q     /qx
1 1 *

x1

1

2
1

2

y

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

a б

Рис. 2. Зависимость напряжений в связях зоны предразрушения: а — нормальные напряжения qy1
(x1);

б — касательные напряжения qx1y1
(x1)

В качестве постоянных межчастичного взаимодействия принимались параметры: V∗ = 10−6 м,
σ∗ = 85МПа, σcr/c∗ = 2.5, δcr = 2.5 · 10−6 м, CB = 2 · 10−7 м/МПа (CB — эффективная податливость
связей). Кривая 1 соответствует линейному, а кривая 2 — билинейному (нелинейному) закону дефор-
мирования связей. При расчетах были использованы безразмерные величины x′

k = xk/lk (k = 1),
q∗ = P/R.

ВЫВОДЫ

Совместное решение полученных алгебраических систем и предельного условия дает возмож-
ность (при заданных характеристиках материала кругового диска) определять критическую величину
внешней нагрузки, размеры зон предразрушения для состояния предельного равновесия, при котором

Механика 95



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2015. Т. 15, вып. 1

происходит зарождение трещин. Размер предельной минимальной зоны предразрушения, при которой
происходит трещинообразование, следует рассматривать как проектную характеристику материала
диска. На основе предложенной расчетной модели, учитывающей наличие в диске зон ослабленных
межчастичных связей, разработан метод расчета значений ряда параметров, при которых начинается
трещинообразование.
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Modelling of Cracking in Circular Disk Loaded by Concentrated Forces

V. M. Mirsalimov, N. M. Kalantarly

Institute of Mathematics and Mechanics, Azerbaijan National Academy of Sciences, 9, B. Vahabzadeh str., AZ1141, Baku, Azerbaijan,

mir-vagif@mail.ru, nailyak1975@gmail.com

An isotropic disk of radius R, loaded on the contour by two concentrated forces P , apllied to the points z1 = R and z2 = −R,

is considered. A model of cracking in a circular disk, based on consideration of fracture process zone, is proposed. It is assumed

that the fracture process zone is a finite length layer, containing material with partially broken bonds between individual structural

elements. Equations for determination of the external load critical value at which the crack is observed are obtained.

Key words: circular disk, zone of weakened interparticle material bonds, cohesive forces, crack nucleation.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ОРИЕНТАЦИИ
ОКОЛОКРУГОВОЙ ОРБИТЫ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

И. А. Панкратов

Кандидат технических наук, доцент кафедры математического и компьютерного моделирования, Саратовский государ-

ственный университет им. Н. Г. Чернышевского, PankratovIA@info.sgu.ru

Рассмотрена задача оптимальной переориентации орбиты космического аппарата (КА) с помощью ограниченного по

модулю управления, ортогонального плоскости орбиты КА. Найдено приближённое аналитическое решение дифферен-

циальных уравнений ориентации круговой орбиты КА для постоянного на смежных участках активного движения КА

управления.

Ключевые слова: космический аппарат, орбита, ориентация, кватернион, оптимальное управление.
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