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В УСЛОВИЯХ БОЛЬШИХ УПРУГОПОЛЗУЧИХ ДЕФОРМАЦИЙ
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Предложена модель больших упругоползучих деформаций. Разделение тензора полных деформаций альманси опре-

деляется уравнениями изменения обратимой и необратимой его составляющих. Рассмотрено сферически симметричное

деформирование полого шара в процессе установившейся ползучести. Получена разрешающая система уравнений рас-

сматриваемой краевой задачи. Предложен способ определения нагружающего усилия вызывающего заданное деформи-

рованное состояние. По заданным законам изменения поля перемещений построены функции внешнего нагружающего

усилия.

Ключевые слова: большие деформации, ползучесть, упругость, релаксация.

ВВЕДЕНИЕ

Необходимость повышения точности математического описания процессов, происходящих при тех-

нологической обработке и эксплуатации металлоизделий, вынуждает учитывать упругие свойства ма-

териалов на всех стадиях жизненного цикла изделия. Рассмотрение задач в классических моделях ма-

лых деформаций невозможно, когда относительное изменение формы рассматриваемого тела велико.

Одной из таких характерных задач, где нельзя обойтись без применения модели больших деформаций,

является задача о моделировании процессов в окрестности микропоры в металле, происходящих под

действием интенсивного давления. Актуальность данной задачи обусловлена обнаруженным на опы-

те эффектом существенного повышения эксплуатационных характеристик металла при интенсивном

всестороннем сжатии образцов [1] «залечивания» микродефектов сплошности. Попытки смоделиро-

вать процесс залечивания микропоры в металле делались неоднократно, в том числе и на основе

модели больших упругопластических деформаций [2], обладающей эффектом приспосабливаемости к

периодическим нагружениям по циклу «нагрузка – разгрузка» [3].

В настоящей работе решена задача о сферически симметричном сжатии шара с микропорой в

центре. Условие несжимаемости среды определяет кинематику среды с точностью до неизвестной

функции времени, что позволяет по известному закону деформирования определить процесс нагру-

жения, вызывающий заданное деформированное состояние.

1. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛЬНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ

За основу возьмем модель больших упругопластических деформаций [3], основные кинемати-

ческие соотношения которой в прямоугольной декартовой системе пространственных (эйлеровых)
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координат могут быть записаны в форме

Deij

Dt
= εij − ε

p
ij −

1

2

(

(εik − ε
p
ik + zik)ekj + eik(εkj − ε

p
kj − zkj)

)

,

Dpij

Dt
= ε

p
ij − pikε

p
kj − ε

p
ikpkj ,

Dnij

Dt
=

dnij

dt
− riknkj + nikrkj ,

εij =
1

2
(vi,j + vj,i) , vi =

∂ui

∂t
+ vmui,m, (1)

rij = wij + zij (eij , εij) , wij =
1

2
(vi,j − vj,i) ,

dij = eij + pij −
1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpkmemj .

В соотношениях (1), ui, vi — компоненты векторов перемещений и скоростей точек среды; eij и pij —

обратимая и необратимая составляющие тензора полных деформаций Альманси dij ;
D

Dt
— объек-

тивная производная тензоров по времени; источник ε
p
ij в уравнении изменения тензора pij — тензор

скоростей необратимых деформаций, zij = −zij — нелинейная часть тензора вращений, полностью

выписанная в [3], определяющая его отличие от тензора жесткого вращения wij .

Следуя формализму неравновесной термодинамики, напряжения в среде полностью определяются

обратимыми деформациями, и для рассматриваемого случая несжимаемой среды данные зависимости

записываются в виде

σij = −p1δij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) . (2)

В соотношениях (1) p1 — добавочное гидростатическое давление, W — упругий потенциал, который

для изотропной среды принимается в форме

W = (a − µ)J1 + aJ2 + bJ2
1 − kJ1J2 − ζJ2

1 , (3)

J1 = ejj −
1

2
eijeji, J2 = eijeji − eijejkeki +

1

4
eijejkeksesi.

Здесь λ, µ, a, b, θ — упругие модули среды.

Принимаем, что компоненты тензора скоростей необратимых деформаций связаны с компонентами

напряжений законом ползучести Нортона [4]:

ε
p
ij =

dV (Σ)

dσij
, V (Σ) = BΣ(σij)

n
,

Σ =

√

3

2

(

(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2
)

1

2 , σ =
σ1 + σ2 + σ3

3
. (4)

Здесь B и n — заданные постоянные, σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. РАЗРЕШАЮЩАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим шар начального радиуса R0 с одиночным сферическим дефектом сплошности (микро-

пора) начального радиуса r0 в центре шара. Процесс деформирования задается краевыми условиями:

σrr|r=R(t) = −P (t), σrr|r=s(t) = 0, (5)

в которых σrr — радиальная компонента тензора напряжений в сферической системе координат

(r, ϕ, θ). R(t) >> r0 — радиус сферической поверхности, на которой задается внешнее давление,

s(t) — текущий радиус границы микропоры.

Кинематика среды согласно принятому условию несжимаемости определяется с точностью до

неизвестной функции ϕ(t):

ur = r −
(

r3 + ϕ(t)
)1/3

, ϕ(t) = s3
0 − s3(t) = R3

0 − R3(t), (6)
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где u = ur — единственная не равная нулю компонента вектора перемещений.

Согласно формулам (2) и (3) компоненты напряжений с точностью до неизвестной функции доба-

вочного гидростатического давления вычисляются зависимостями

σrr = −p1 + g1err + g2err
2 − g3erreθθ + g4err

3 + g5erreθθ
2 + g6err

2eθθ − g7err
4+

+g8

(

erreθθ
4 − 4erreθθ

3 + 2err
2eθθ

3 − 1

2
err

2eθθ
4

)

− g9err
2eθθ

2 + g10

(

3err
5 − 1

2
err

6

)

+

+2g11

(

err
4eθθ + 2err

3eθθ
2 − 4err

3eθθ −
1

2
err

4eθθ
2

)

,

σθθ = −p1 + g1eθθ + g12eθθ
2 − 1

2
g3erre

e
θθ + g13eθθ

3 + g18

(

eθθ
5 − 1

6
ee
θθ

6

)

+

+g11

(

1

4
err

4eθθ
2 − 2err

3eθθ +
1

2
err

4eθθ − err
3eθθ

2

)

+ g15erreθθ
2 − g16eθθ

4+

+g14err
2eθθ − g17err

2eθθ
2 + g8

(

2err
2eθθ

3 + erreθθ
4 − 1

2
err

2eθθ
4 − 4erreθθ

3

)

,

g1 = 2µ, g2 = µ + 4a + 4b + 2k, g3 = 4 (2b + k) ,

g4 = 4

(

a + b + 2k +
3

2
ζ

)

, g5 = 2(2b + 3k + 12ζ), g6 = g5 + 4k,

g7 = a + b +
19

2
k + 9ζ, g8 = k + 6ζ, g9 = 2b + 7k + 24ζ, g10 =

3

2
(k + ζ),

g11 = k + 3ζ, g12 = µ + 4a + 8b + 4k, g18 = 9(k + 2ζ),

g13 = 4(a + 2b + 4k + 6ζ), g14 =
1

2
g5 − 6ζ, g15 =

1

2
g6 + 12ζ,

g16 = a + 2b + 19k + 36ζ, g17 = b +
7

2
+ 15ζ, p1 = P − ∂W

∂J1
.

Компоненты полных деформаций по известному полю перемещений (6) находятся соотношениями

drr =
1

2

(

1 − H−4/3
)

, dθθ = dϕϕ =
1

2

(

1 − H2/3
)

, H = 1 +
ϕ(t)

r3
, (7)

dθθ =
1

2

(

1 − 1√
1 − 2drr

)

.

Согласно кинематическим зависимостям (1) имеем:

εp
rr =

dprr

dt
(1 − 2prr)

−1, εθθ =
dpθθ

dt
(1 − 2pθθ)

−1, (8)

err = 1 − x−2/3, eθθ = 1 − x1/3, x =

(

1 − 2prr

1 − 2drr

)3

= H4(1 − 2prr)
3.

Подстановка (7) и (8) в определяющие соотношения (4) приводит к уравнению

dprr

dt
(1 − 2prr)

−1 = BnΣn−1
(

1 − H−

8

3 (1 − 2prr)
−2, 1 − H

1

3 (1 − 2prr)
)

,

Σ(a, b) = g1(a − b) − g2a
2 + g12b

2 + g4a
3 − g13b

3 +
1

2
g3

(

1

2
ab2 − ab

)

+

+g19

(

a2b − 1

2
a2b2

)

+ g10

(

3b5 − 1

2
a6

)

+
1

3
g18

(

1

2
a6 − 3b5

)

− g7a
4+

+
3

4
g11

(

a4b + 2a3b2 − 1

2
a4b2 − 4a3b

)

+ g16b
4, (9)

g19 = 2b + 7k + 18ζ.

Уравнение (9) в каждой точке среды s(t) ≤ r ≤ R(t) является обыкновенным дифференциальным

уравнением для вычисления компоненты необратимых деформаций prr (или pθθ). С другой стороны,
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компоненты напряжений находятся интегрированием уравнения движения:

σrr,r + 2
σrr − σθθ

r
= −ρ0

(

ϕ̈(t)

3r2
+

2

9

ϕ̇2(t)

r5

)

,

используя второе граничное условие (5). Вычислив напряжения на внешней границе согласно первому

граничному условию (5), получаем интегродифференциальную связь между нагружающим давлением

P (t) и функцией ϕ(t):

P (t) = 2

R(t)
∫

s(t)

Σ(err, eθθ)

r
dr − ρ0

(

ϕ̈(t)

3

(

1

R(t)
− 1

s(t)

)

+
ϕ̇2(t)

18

(

1

R(t)4
− 1

s(t)4

))

. (10)

Численные расчеты удобнее провести в безразмерных переменных:

τ =

√

µ

ρ0

t

R0
, f(τ) =

ϕ(t)

R3
0

, Π(τ) =
P (t)

µ
, y =

r

R0
.

Ниже будут приведены результаты расчетов, когда постоянным материала были предписаны сле-

дующие значения:

αµ−1 = 0.9, βµ−1 = 4, ξµ−1 = 20, χµ−1 = 80, n = 3,

B0 = nBρ0R0µ
n−2 = 3.5, kµ−1 = 0.003, s0R

−1
0 = 0.03.

Функция f(t), определяющая кинематику среды, выбиралась следующим образом:

f1(τ) = 269 · 10−7(1 − e−τ2/250), f2(τ) = r3
0(1 − e−τ2/250),

f3(τ) = 269 · 10−7
(

1 − e−p3(τ/22)
)

, p3(x) =
3x2

2
− x3

3
− x4

2
+

x5

5
.

На рис. 1 и 2 проиллюстрированы изменения границы микропоры и нагружающего усилия соот-

ветственно при функциях, определяющих поле перемещений (f1 — сплошная линия, f2 — штриховая

линия, f3 — пунктирная линия).
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Рис. 1. Динамика границы микропоры Рис. 2. Изменения нагружающего усилия

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная модель процесса нелинейной ползучести при больших деформациях основана на

модели больших упругопластических деформаций, в которой разделение полных деформаций на обра-

тимую и необратимую составляющие является следствием понятных термодинамических принципов,
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что является существенным преимуществом примененного подхода. Решенные задачи о ползучести,

релаксации напряжений и разгрузке в шаре с одиночным сферическим дефектом сплошности имеют

своей целью описание экспериментально известного процесса залечивания микропор.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 12-01-33064 мол_а_вед).
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We presented a model of large elastocreep deformations. Separation of Almansi strain tensor is determined by the quadratic form

of reversible and irreversible components. We consider spherically symmetric deformation of a hollow sphere in the steady creep

process. Numerical solution of boundary-value problem was obtained. A method for determining loading force on the deformed

state was proposed. Functions of the external loading force according to the laws of a given change in the displacement field were

constructed.
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Предложены способы восстановления функциональной зависимости с заданным разрывом. Приведены примеры приме-

нения алгоритма построения функций с особенностью. Первый способ основан на формальной минимизации функции

методом случайного поиска. Второй использует информативность данных.
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