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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ
ДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ СЛУЧАЯ
МНОГОСЛОЙНОЙ ТОНКОЙ ОБОЛОЧКИ
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Саратовский государственный университет
E-mail: mv_wilde@mail.ru

Производится асимптотическое интегрирование трехмерных ди-
намических уравнений теории упругости для случая много-
слойных тонких оболочек произвольного очертания. Построе-
ны тангенциальное и поперечное низкочастотные длинновол-
новые приближения. Выведены двумерные разрешающие си-
стемы уравнений.

Ключевые слова: многослойные оболочки, низкочастотные
длинноволновые приближения, асимптотические методы.

Asymptotic Integration of Dynamic Elasticity Theory Equations
in the Case of Multilayered Thin Shell

M. V. Wilde, L. Yu. Kossovich, Yu. V. Shevtsova

Asymptotic integration of elasticity theory 3D equations is fulfilled
for the case of multilayered arbitrary-shaped thin-walled shells.
The tangential and the transverse long-wave low-frequency
approximations are constructed. The governing 2D equations are
derived.

Key words: multilayered shells, long-wave low-frequency approxi-
mations, asymptotic methods.

Целью данной работы является развитие асимптотических методов исследования динамических

процессов в тонкостенных телах, предложенных в работах [1–5]. Метод асимптотического интегриро-

вания трехмерных динамических уравнений теории упругости обобщается на случай многослойных
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оболочек произвольного очертания. Рассматривается случай низкочастотных длинноволновых при-

ближений, допускающий сведение трехмерных уравнений теории упругости к двумерным уравнениям

относительно величин, заданных на срединной поверхности оболочки. В отличие от других работ,

посвященных построению двумерных теорий многослойных оболочек (см., например, [6]), полиноми-

альный закон изменения НДС по толщинной координате не задается заранее, а определяется в ходе

асимптотического интегрирования.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим многослойную оболочку произвольного очертания толщины 2h. Будем предполагать,

что каждый слой оболочки выполнен из изотропного упругого материала. Введем криволинейную

триортогональную систему координат:

P (α1, α2, α3) = M(α1, α2) + α3n̄, (1)

где (α1, α2) — параметры линий кривизны срединной поверхности оболочки, α3 — расстояние по

нормали, n — единичный вектор нормали к срединной поверхности.

Поверхности раздела слоев зададим уравнениями

α3 = zp = const, p = 1, n − 1, h = z0 > z1 > . . . > −h = zn, (2)

n — число слоев. Подчеркнем, что поверхность α3 = 0 соответствует срединной поверхности оболочки

и в общем случае не является поверхностью раздела слоев. Все величины, относящиеся к k-му

слою, будем отмечать верхним (для искомых функций) или нижним (для постоянных параметров)

индексом k. Толщину k-го слоя обозначим 2hk, тогда zk−1 − zk = 2hk.

Трехмерные динамические уравнения теории упругости для каждого слоя оболочки запишем в

форме
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где κk =
c2,k

c1,k

=

√

1 − 2νk

2(1 − νk)
, c1,k =

√

E(1 − νk)

(1 + νk)(1 − 2νk)ρk

, c2,k =

√

Ek

2(1 + νk)ρk

, σ
(k)
ij — напряжения,

v
(k)
m — перемещения, t — время, Hi — параметры Ламе, Ek — модуль Юнга, νk — коэффициент

Пуассона, c1,k — скорость волны расширения, c2,k — скорость волны сдвига. Здесь и далее всегда

предполагается, что индексы принимают следующие значения: i 6= j = 1, 2, m = 1, 2, 3, k = 1, n,

p = 1, n − 1. Параметры Ламе выражаются через коэффициенты первой квадратичной формы средин-

ной поверхности оболочки A2
i и главные радиусы кривизны Ri следующим образом:

Hi = Ai

(

1 +
α3

Ri

)

. (5)

Будем предполагать, что лицевые поверхности оболочки свободны от нагрузки. Тогда граничные

условия на них будут иметь следующий вид:

σ
(1)
3m = 0 при α3 = h, σ

(n)
3m = 0 при α3 = −h. (6)

На поверхностях раздела слоев зададим условия полного контакта:

σ
(p)
3m = σ

(p+1)
3m , v(p)

m = v(p+1)
m при α3 = zp. (7)

Вывод уравнений для приближенных теорий будет осуществляться с помощью метода асимпто-

тического интегрирования уравнений (3), (4), основанного на малости геометрического параметра

η = h/R (R — характерное значение радиусов кривизны срединной поверхности).

Введем масштабированные переменные

αi = Rηqξi, α3 = Rηζ, t = Rc−1
2,1η

aτ, (8)

где q — показатель изменяемости, a — показатель динамичности (см. [1, 3]). Предположим, что

дифференцирование по безразмерным переменным ξi, ζ, τ не меняет асимптотического порядка неиз-

вестных величин. В безразмерных переменных уравнения (3), (4) запишутся в виде
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Введение переменных (8) позволяет вывести асимптотически приближенные уравнения для состав-

ляющих напряженно-деформированного состояния (НДС) при различных показателях изменяемости

и динамичности. Остановимся на случае длинноволновых низкочастотных приближений, для которых

q < 1, a < 1. Эти приближения разделяются на два типа: тангенциальные и поперечные. В первом

случае тангенциальные компоненты вектора перемещений велики по сравнению с нормальной ком-

понентой vi >> v3. Во втором случае имеет место противоположная ситуация: v3 >> vi. Приведем

вывод тангенциальных и поперечных приближений в случае многослойной оболочки.

2. ТАНГЕНЦИАЛЬНЫЕ НИЗКОЧАСТОТНЫЕ ДЛИННОВОЛНОВЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

При построении тангенциального приближения следует положить q = a. Возьмем асимптотику

НДС в виде
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Здесь предполагается, что величины с индексами «0» и «1» имеют один и тот же асимптотический

порядок. В формулах (11) НДС оболочки разделяется на основную и дополнительную компоненты. Ос-

новное НДС (индекс «0») аналогично НДС плоского слоя, дополнительное (индекс «1») — результат

влияния кривизны оболочки. От случая однородной оболочки (см. [1, 3]) асимптотика (11) отличает-

ся представлениями для напряжений σ
(k)
3i и σ

(k)
33 . Подставим (11) в уравнения (9), (10) и отбросим

величины порядка O
(

η2−2q
)

. При этом используем следующие разложения в ряды по степеням ζ:
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где R∗

i = Ri/R. Приравнивая члены одинакового порядка по η, получим системы уравнений относи-

тельно величин с индексами «0» и «1». Приведем систему относительно компонент v
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где θ2
k = c2

2,1/c2
2,k.

Интегрируя полученные системы, установим зависимость компонент НДС от координаты ζ:

v
0(k)
i = v

0(k)
i,0 , v

1(k)
i = v

1(k)
i,0 + ζv

1(k)
i,1 , v

0(k)
3 = v

0(k)
3,0 + ζv

0(k)
3,1 , v

1(k)
3 = v

1(k)
3,0 ,

σ
0(k)
ii = σ

0(k)
ii,0 , σ

1(k)
ii = σ

1(k)
ii,0 + ζσ

1(k)
ii,1 , σ

0(k)
ij = σ

0(k)
ij,0 , σ

1(k)
ij = σ

1(k)
ij,0 + ζσ

1(k)
ij,1 , (14)
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σ
0(k)
3i = σ

0(k)
3i,0 + ζσ

0(k)
3i,1 , σ

1(k)
3i = σ

1(k)
3i,0 + ζσ

1(k)
3i,1 + ζ2σ

1(k)
3i,2 ,

σ
0(k)
33 = σ

0(k)
33,0 + ζσ

0(k)
33,1 + ζ2σ

0(k)
33,2 , σ

1(k)
33 = σ

1(k)
33,0 + ζσ

1(k)
33,1 .

Все величины, стоящие в правых частях (14) с запятой в нижнем индексе, являются функциями, не

зависящими от ζ. Система относительно асимптотически главных компонент v
0(k)
i,0 , v

1(k)
3,0 , σ

0(k)
ii,0 , σ

0(k)
ij,0

записывается следующим образом:

1

Ai

∂σ
0(k)
ii,0

∂ξi

+
1

Aj

∂σ
0(k)
ji,0

∂ξj

+ σ
0(k)
3i,1 + ηq R

AiAj

∂Aj

∂αi

(

σ
0(k)
ii,0 − σ

0(k)
jj,0

)

+

+ηq R

AiAj

∂Ai

∂αj

(

σ
0(k)
ij,0 + σ

0(k)
ji,0

)

−
1

2(1 + νk)
θ2

k

∂2v
0(k)
i,0

∂τ2
= 0,

1

R∗

i

σ
0(k)
ii,0 +

1

R∗

j

σ
0(k)
jj,0 + σ

1(k)
33,1 +

1

2(1 + νk)
θ2

k

∂2v
1(k)
3,0

∂τ2
= 0, (15)

σ
0(k)
ii,0 =

1

1 − ν2
k

[

1

Ai

∂v
0(k)
i,0

∂ξi

+ νk

1

Aj

∂v
0(k)
j,0

∂ξj

+ ηq R

AiAj

(

∂Ai

∂αj

v
0(k)
j,0 + νk

∂Aj

∂αi

v
0(k)
i,0

)

+ η2q

(

1

R∗

i

+
νk

R∗

j

)

v
1(k)
3,0

]

,

σ
0(k)
ij,0 =

1

2(1 + νk)

[

1

Aj

∂v
0(k)
i,0

∂ξj

+
1

Ai

∂v
0(k)
j,0

∂ξi

− ηq R

AiAj

(

∂Ai

∂αj

v
0(k)
i,0 +

∂Aj

∂αi

v
0(k)
j,0

)

]

.

Подставим представления (11) в граничные условия (6), (7). Учитывая зависимости (14), получим

σ
0(1)
3i,0 = −σ

0(1)
3i,1 , σ

0(1)
33,0 + σ

0(1)
33,1 + σ

0(1)
33,2 = 0, σ

1(1)
3i,0 + σ

1(1)
3i,1 + σ

1(1)
3i,2 = 0, σ

1(1)
33,0 = −σ

1(1)
33,1,

σ
0(n)
3i,0 = σ

0(n)
3i,1 , σ

0(n)
33,0 − σ

0(n)
33,1 + σ

0(n)
33,2 = 0, σ

1(n)
3i,0 − σ

1(n)
3i,1 + σ

1(n)
3i,2 = 0, σ

1(n)
33,0 = σ

1(n)
33,1 ,

Ep(σ
0(p)
3i,0 + rpσ

0(p)
3i,1 ) = Ep+1(σ

0(p+1)
3i,0 + rpσ

0(p+1)
3i,1 ),

Ep(σ
0(p)
33,0 + rpσ

0(p)
33,1 + r2

pσ
0(p)
33,2) = Ep+1(σ

0(p+1)
33,0 + rpσ

0(p+1)
33,1 + r2

pσ
0(p+1)
33,2 ),

Ep(σ
1(p)
3i,0 + rpσ

1(p)
3i,1 + r2

pσ
1(p)
3i,2 ) = Ep+1(σ

1(p+1)
3i,0 + rpσ

1(p+1)
3i,1 + r2

pσ
1(p+1)
3i,2 ), (16)

Ep(σ
1(p)
33,0 + rpσ

1(p)
33,1) = Ep+1(σ

1(p+1)
33,0 + rpσ

1(p+1)
33,1 ),

v
0(p)
i,0 = v

0(p+1)
i,0 , v

1(p)
i,0 + rpv

1(p)
i,1 = v

1(p+1)
i,0 + rpv

1(p+1)
i,1 ,

v
0(p)
3,0 + rpv

0(p)
3,1 = v

0(p+1)
3,0 + rpv

0(p+1)
3,1 , v

1(p)
3,0 = v

1(p+1)
3,0 ,

где rp = zp/h. Уравнения для двумерных величин с запятой в нижнем индексе, полученные в ходе

асимптотического интегрирования, и соотношения (16) образуют замкнутую систему уравнений, из

которой можно определить все величины, входящие в представления (14). Из (16) получаем, что

величины v
0(k)
i,0 , v

1(k)
3,0 не зависят от k. Последовательно выражая функции σ

0(k)
3i,0 , σ

1(k)
33,0 через σ

0(k)
3i,1 ,

σ
1(k)
33,1 соответственно, придем к соотношениям

n
∑

k=1

hkEkσ
0(k)
3i,1 = 0,

n
∑

k=1

hkEkσ
1(k)
33,1 = 0. (17)

Получим двумерную форму записи разрешающей системы. С этой целью первые уравнения системы

(15) умножим на 2hkEk и просуммируем по k. Введем обозначения

Ti =

n
∑

k=1

2hkEkσ
0(k)
ii,0 , Sij =

n
∑

k=1

2hkEkσ
0(k)
ij,0 , ui = Rηqv

0(k)
i,0 , w = Rη2qv

1(k)
3,0 , (18)

а также усредненную плотность

ρ =
1

h

n
∑

k=1

hkρk. (19)
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Учитывая (17) и переходя к исходным размерным переменным, будем иметь

1

Ai

∂Ti

∂αi

+
1

Aj

∂Sij

∂αj

+ kj (Ti − Tj) + 2kiSij − 2ρh
∂2ui

∂t2
= 0,

T1

R1
+

T2

R2
+ 2ρh

∂2w

∂t2
= 0,

Ti = B1

(

1

Ai

∂ui

∂αi

+ kiuj +
w

Ri

)

+ B2

(

1

Aj

∂uj

∂αj

+ kjui +
w

Rj

)

, (20)

Sij = B3

(

Ai

Aj

∂

∂αj

(

ui

Ai

)

+
Aj

Ai

∂

∂αi

(

uj

Aj

))

,

где

ki =
1

AiAj

∂Ai

∂αj

, B1 = 2

n
∑

k=1

hkEk

1 − ν2
k

, B2 = 2

n
∑

k=1

hkνkEk

1 − ν2
k

, B3 =

n
∑

k=1

hkEk

1 + νk

.

Из уравнений (20) следует выражение для скорости волны расширения в многослойной оболочке по

двумерной теории:

c3 =

√

B1

2hρ
. (21)

3. ПОПЕРЕЧНЫЕ НИЗКОЧАСТОТНЫЕ ДЛИННОВОЛНОВЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

При построении поперечного приближения следует положить a = 2q − 1, 1/2 ≤ q < 1. Возьмем

асимптотику НДС в виде

v
(k)
i = R(ηv

0(k)
i + η2qv

1(k)
i ), v

(k)
3 = R(ηqv

0(k)
3 + ηq+1v

1(k)
3 ),

σ
(k)
ii = Ek(η1−qσ

0(k)
ii + ηqσ

1(k)
ii ), σ

(k)
ij = Ek(η1−qσ

0(k)
ij + ηqσ

1(k)
ij ), (22)

σ
(k)
3i = Ek(η2−2qσ

0(k)
3i + ησ

1(k)
3i ), σ

(k)
33 = Ek(η3−3qσ

0(k)
33 + η2−qσ

1(k)
33 ) .

Асимптотика (22) отличается от случая однородной оболочки представлением для напряжения σ
(k)
3i .

Подставим (22) в уравнения (9), (10) и повторим процесс, описанный выше для случая тангенциаль-

ного приближения. Будем иметь следующие системы:

1

Ai

∂σ
0(k)
ii

∂ξi

+
1

Aj

∂σ
0(k)
ji

∂ξj

+
∂σ

0(k)
3i

∂ζ
+ ηq R

AiAj

(

∂Aj

∂αi

(

σ
0(k)
ii − σ

0(k)
jj

)

+
∂Ai

∂αj

(

σ
0(k)
ij + σ

0(k)
ji

)

)

= 0,

1

Ai

∂σ
0(k)
3i

∂ξi

+
1

Aj

∂σ
0(k)
j3

∂ξj

+
∂σ

0(k)
33

∂ζ
+ ηq R

AiAj

(

∂Aj

∂αi

σ
0(k)
3i +

∂Ai

∂αj

σ
0(k)
j3

)

−

−η4q−2

(

σ
1(k)
ii

R∗

i

+
σ

1(k)
jj

R∗

j

)

−
θ2

k

2(1 + νk)

∂2v
0(k)
3

∂τ2
= 0, (23)

σ
0(k)
ii =

1

1 − ν2
k

[

1

Ai

∂v
0(k)
i

∂ξi

+ νk

1

Aj

∂v
0(k)
j

∂ξj

+ ηq R

AiAj

(

∂Ai

∂αj

v
0(k)
j + νk

∂Aj

∂αi

v
0(k)
i

)

]

,

σ
0(k)
ij =

1

2(1 + νk)

[

1

Aj

∂v
0(k)
i

∂ξj

+
1

Ai

∂v
0(k)
j

∂ξi

− ηq R

AiAj

(

∂Ai

∂αj

v
0(k)
i +

∂Aj

∂αi

v
0(k)
j

)

]

,

∂v
0(k)
3

∂ζ
= 0,

1

Ai

∂v
0(k)
3

∂ξi

+
∂v

0(k)
i

∂ζ
= 0

и

1

Ai

∂σ
1(k)
ii

∂ξi

+
1

Aj

∂σ
1(k)
ji

∂ξj

+
∂σ

1(k)
3i

∂ζ
+ ηq R

AiAj

(

∂Aj

∂αi

(

σ
1(k)
ii − σ

1(k)
jj

)

+
∂Ai

∂αj

(

σ
1(k)
ij + σ

1(k)
ji

)

)

= 0,

1

Ai

∂σ
1(k)
3i

∂ξi

+
1

Aj

∂σ
1(k)
j3

∂ξj

+
∂σ

1(k)
33

∂ζ
+ ηq R

AiAj

(

∂Aj

∂αi

σ
1(k)
3i +

∂Ai

∂αj

σ
1(k)
j3

)

−

(

σ
0(k)
ii

R∗

i

+
σ

0(k)
jj

R∗

j

)

= 0,

σ
1(k)
ii =

1

1 − ν2
k

[

1

Ai

∂v
1(k)
i

∂ξi

+ νk

1

Aj

∂v
1(k)
j

∂ξj

+

(

1

R∗

i

+
νk

R∗

i

)

v
0(k)
3 +
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+ηq R

AiAj

(

∂Ai

∂αj

v
1(k)
j + νk

∂Aj

∂αi

v
1(k)
i

)]

, (24)

σ
1(k)
ij =

1

2(1 + νk)

[

1

Aj

∂v
1(k)
i

∂ξj

+
1

Ai

∂v
1(k)
j

∂ξi

− ηq R

AiAj

(

∂Ai

∂αj

v
1(k)
i +

∂Aj

∂αi

v
1(k)
j

)

]

,

∂v
1(k)
i

∂ζ
= 0,

∂v
1(k)
3

∂ζ
= −νk(σ

1(k)
ii + σ

1(k)
jj ).

Из (23) и (24) получим следующие зависимости для компонент НДС от нормальной координаты:

v
0(k)
i = v

0(k)
i,0 + ζv

0(k)
i,1 , v

1(k)
i = v

1(k)
i,0 , v

0(k)
3 = v

0(k)
3,0 , v

1(k)
3 = v

1(k)
3,0 + ζv

1(k)
3,1 ,

σ
0(k)
ii = σ

0(k)
ii,0 + ζσ

0(k)
ii,1 , σ

1(k)
ii = σ

1(k)
ii,0 , σ

0(k)
ij = σ

0(k)
ij,0 + ζσ

0(k)
ij,1 , σ

1(k)
ij = σ

1(k)
ij,0 , (25)

σ
0(k)
3i = σ

0(k)
3i,0 + ζσ

0(k)
3i,1 + ζ2σ

0(k)
3i,2 , σ

1(k)
3i = σ

1(k)
3i,0 + ζσ

1(k)
3i,1 ,

σ
0(k)
33 = σ

0(k)
33,0 + ζσ

0(k)
33,1 + ζ2σ

0(k)
33,2 + ζ3σ

0(k)
33,3 , σ

1(k)
33 = σ

1(k)
33,0 + ζσ

1(k)
33,1 + ζ2σ

1(k)
33,2 .

Получена система уравнений, связывающая величины с запятой в нижнем индексе, не зависящие

от ζ. Чтобы замкнуть эту систему, надо использовать граничные условия. Подставляя (22), (25) в (6),

(7), будем иметь

σ
0(1)
3i,0 + σ

0(1)
3i,1 + σ

0(1)
3i,2 = 0, σ

1(1)
3i,0 + σ

1(1)
3i,1 = 0,

σ
0(1)
33,0 + σ

0(1)
33,1 + σ

0(1)
33,2 + σ

0(1)
33,3 = 0, σ

1(1)
33,0 + σ

1(1)
33,1 + σ

1(1)
33,2 = 0,

σ
0(n)
3i,0 − σ

0(n)
3i,1 + σ

0(n)
3i,2 = 0, σ

1(n)
3i,0 − σ

1(n)
3i,1 = 0,

σ
0(n)
33,0 − σ

0(n)
33,1 + σ

0(n)
33,2 − σ

0(n)
33,3 = 0, σ

1(n)
33,0 − σ

1(n)
33,1 + σ

1(n)
33,2 = 0, (26)

Ep(σ
0(p)
3i,0 + rpσ

0(p)
3i,1 + r2

pσ
0(p)
3i,2 ) = Ep+1(σ

0(p+1)
3i,0 + rpσ

0(p+1)
3i,1 + r2

pσ
0(p+1)
3i,2 ),

Ep(σ
1(p)
3i,0 + rpσ

1(p)
3i,1 ) = Ep+1(σ

1(p+1)
3i,0 + rpσ

1(p+1)
3i,1 ),

Ep(σ
0(p)
33,0 + rpσ

0(p)
33,1 + r2

pσ
0(p)
33,2 + r3

pσ
0(p)
33,3) = Ep+1(σ

0(p+1)
33,0 + rpσ

0(p+1)
33,1 + r2

pσ
0(p+1)
33,2 + r3

pσ
0(p+1)
33,3 ),

Ep(σ
1(p)
33,0 + rpσ

1(p)
33,1 + r2

pσ
1(p)
33,2) = Ep+1(σ

1(p+1)
33,0 + rpσ

1(p+1)
33,1 + r2

pσ
1(p+1)
33,2 ),

v
0(p)
i,0 + rpv

0(p)
i,1 = v

0(p+1)
i,0 + rpv

0(p+1)
i,1 , v

1(p)
i,0 = v

1(p+1)
i,0 ,

v3,0(p) = v
0(p+1)
3,0 , v

1(p)
3,0 + rpv

1(p)
3,1 = v

1(p+1)
3,0 + rpv

1(p+1)
3,1 .

Из (26) получаем, что функции v
0(k)
3,0 , v

1(k)
i,0 не зависят от k. Поскольку в силу последнего уравнения

(23) имеет место соотношение

v
0(k)
i,1 = −

1

Ai

∂v
0(k)
3,0

∂ξi

, (27)

величина v
0(k)
i,1 также не зависит от k.

Получим разрешающую систему в двумерной форме. Умножим первое уравнение (23) на η2q−1 и

сложим с первым уравнением (24). Учитывая (22), получим уравнение, которое в исходных размерных

переменных имеет вид

1

Ai

∂σ
(k)
ii

∂αi

+
1

Aj

∂σ
(k)
ji

∂αj

+ kj

(

σ
(k)
ii − σ

(k)
jj

)

+ ki

(

σ
(k)
ij + σ

(k)
ji

)

+
∂σ

(k)
3i

∂α3
= 0. (28)

Введем усилия и моменты по следующим формулам:

Ti =
n

∑

k=1

∫ zk−1

zk

σ
(k)
ii dα3, Sij =

n
∑

k=1

∫ zk−1

zk

σ
(k)
ij dα3, Gi =

n
∑

k=1

∫ zk−1

zk

σ
(k)
ii α3dα3,

Hij =
n

∑

k=1

∫ zk−1

zk

α3σ
(k)
ij dα3, Ni =

n
∑

k=1

∫ zk−1

zk

σ
(k)
3i dα3. (29)

62 Научный отдел



М. В. Вильде и др. Асимптотическое интегрирование динамических уравнений теории упругости

Проинтегрируем (28) по α3. Из граничных условий (6), (7) имеем

n
∑

k=1

∫ zk−1

zk

∂σ
(k)
3i

∂α3
dα3 = 0. (30)

Тогда получим первые уравнения разрешающей системы в виде

1

Ai

∂Ti

∂αi

+
1

Aj

∂Sij

∂αj

+ kj (Ti − Tj) + 2kiSij = 0. (31)

Умножая (28) на α3 и интегрируя по этой переменной, получим

1

Ai

∂Gi

∂αi

+
1

Aj

∂Hij

∂αj

+ kj (Gi − Gj) + 2kiHij − Ni = 0. (32)

Применим аналогичную схему для вывода последнего уравнения. С этой целью нужно воспользо-

ваться вторыми уравнениями систем (23), (24). Введем прогиб w следующим образом:

w = Rηqv
0(k)
3,0 . (33)

Тогда разрешающее уравнение запишется в виде

T1

R1
+

T2

R2
−

1

A1

∂N1

∂α1
−

1

A2

∂N2

∂α2
− k2N1 − k1N2 + 2ρh

∂2w

∂t2
= 0. (34)

Получим выражения для усилий и моментов, входящих в уравнения (31), (32), (34). Чтобы получить

выражение для Ti, необходимо использовать представления для функций σ
0(k)
ii , σ

1(k)
ii из (23), (24) и

выражения (22). Интегрируя по α3 и суммируя, получим в силу (29)

Ti = B1

[

1

Ai

∂ui

∂αi

+ kiuj +
w

Ri

]

+ B2

[

1

Aj

∂uj

∂αj

+ kjui +
w

Rj

]

−

−C1

[

1

Ai

∂

∂αi

(

1

Ai

∂w

∂αi

)

+ ki

1

Aj

∂w

∂αj

]

− C2

[

1

Aj

∂

∂αj

(

1

Aj

∂w

∂αj

)

+ kj

1

Ai

∂w

∂αi

]

. (35)

Аналогичным образом получим

Gi = C1

[

1

Ai

∂ui

∂αi

+ kiuj +
w

Ri

]

+ C2

[

1

Aj

∂uj

∂αj

+ kjui +
w

Rj

]

−

−D1

[

1

Ai

∂

∂αi

(

1

Ai

∂w

∂αi

)

+ ki

1

Aj

∂w

∂αj

]

− D2

[

1

Aj

∂

∂αj

(

1

Aj

∂w

∂αj

)

+ kj

1

Ai

∂w

∂αi

]

, (36)

Sij = B3

[

Ai

Aj

∂

∂αj

(

ui

Ai

)

+
Aj

Ai

∂

∂αi

(

uj

Aj

)]

− 2C3

[

1

Aj

∂

∂αj

(

1

Ai

∂w

∂αi

)

− kj

1

Aj

∂w

∂αj

]

,

Hij = C3

[

Ai

Aj

∂

∂αj

(

ui

Ai

)

+
Aj

Ai

∂

∂αi

(

uj

Aj

)]

− 2D3

[

1

Aj

∂

∂αj

(

1

Ai

∂w

∂αi

)

− kj

1

Aj

∂w

∂αj

]

,

где

C1 = 2

n
∑

k=1

hkEk

1 − ν2
k

Pk, C2 = 2

n
∑

k=1

hkνkEk

1 − ν2
k

Pk, D1 = 2

n
∑

k=1

hkEk

3 (1 − ν2
k)

Qk,

D2 = 2

n
∑

k=1

hkνkEk

3 (1 − ν2
k)

Qk, C3 =

n
∑

k=1

hkEk

1 + νk

Pk, D3 =

n
∑

k=1

hkEk

3 (1 + νk)
Qk,

Pk =

(

n
∑

i=k

hi −

k
∑

i=1

hi

)

, P̃k =

(

n
∑

i=k+1

hi −

k
∑

i=1

hi

)

, Qk =
(

4h2
k + 6hkP̃k + 3P̃ 2

k

)

.
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Полученные в данной работе приближенные системы уравнений могут быть использованы при

исследовании длинноволновых колебаний и процессов распространения нестационарных волн в мно-

гослойных оболочках. В последнем случае они применимы вдали от фронтов волн.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 11-01-00545-а).
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ОДНОМЕРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ
В ГИБКИХ ТРУБКАХ

Ю. П. Гуляев

Саратовский государственный университет
E-mail: gulvis@yandex.ru

В статье описан новый вариант осреднения уравнений Навье–
Стокса для осесимметричного течения вязкой несжимаемой
жидкости при минимальном числе упрощающих гипотез. При-
ведена полная система пространственно одномерных диффе-
ренциальных уравнений, описывающая динамику кровотока в
системе крупных артериальных сосудов.

Ключевые слова: линеаризация, одномерные уравнения, осе-
симметричные колебания, закон Пуазейля.

One-Dimensional Equations of Motion of a Viscous
Incompressible Fluid in Flexible Tubes

Yu. P. Gulyaev

This paper describes a new variant of the averaging of the Navier–
Stokes equations for axisymmetric flow of a viscous incompressible
fluid with a minimum number of simplifying hypotheses. The complete
system is spatially one-dimensional differential equations describing
the dynamics of blood flow in the large arteries.

Key words: linearized, one-dimensional equation, axisymmetric
oscillations, Poiseuille law.

Одномерные уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости [1] применяются для моделиро-

вания динамики кровотока в крупных артериях. Эти уравнения положены в основу создания быст-

родействующих многопараметрических моделей артериальных систем, которые достаточно быстро и

точно могут численно описывать динамику кровотока в соответствующей части артериальной системы

применительно к конкретному индивидууму. Используемый в настоящее время вариант уравнений,

полученный с помощью осреднения уравнений Навье–Стокса для осесимметричного течения вязкой

несжимаемой жидкости и некоторых упрощающих предположениях [2], на наш взгляд, не полностью

отражает характер течения жидкости в случае осевой симметрии потока и когда осевая скорость

существенно больше радиальной скорости течения.

В данной работе предлагается новый, более строгий математический подход к выводу одномерных

уравнений осесимметричных движений вязкой жидкости. При этом существенно сокращается число

дополнительных гипотез. В частности, непосредственно закон Пуазейля, справедливый только для

установившихся течений в тонких жестких трубках, здесь не используется.

Предположим, что происходит осесимметричное нестационарное течение вязкой несжимаемой

жидкости в предварительно натянутой гибкой цилиндрической трубке. В цилиндрической системе

c© Гуляев Ю. П., 2012


