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В работе исследуется корректная, по Адамару, постановка характеристической зада-
чи для одного гиперболического дифференциального уравнения третьего порядка с
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The Characteristic Problem for one Hyperbolic Differentional Equation
of the Third Order with Nonmultiple Characteristics
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In the paper we consider the well-posed characteristics problem for the one hyperbolic
differentional equation of the third order with the nonmultiple characteristics.
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Известно [1], что классическая задача Гурса для уравнения ги-

перболического типа второго порядка с двумя независимыми пере-

менными с граничными условиями на двух характеристиках из раз-

личных семейств всегда является корректной по Адамару.

Исследованию начально-краевых задач для гиперболических

уравнений и систем с двумя независимыми переменными порядка

выше второго в случае кратных характеристик посвящены работы

многих авторов. Например, в монографии А. В. Бицадзе [2] приве-

дена характеристическая задача для систем второго порядка с крат-

ными характеристиками. В статье С. С. Харибегашвили [3] рассмот-

рена характеристическая задача для вырождающихся гиперболиче-

ских систем второго порядка. М. Х. Шхануковым [4] исследова-

ны локальные и нелокальные краевые задачи для гиперболического

уравнения третьего порядка. В статье А. П. Солдатова, М. Х. Шха-

нукова [5] приведены краевые задачи с общим нелокальным усло-

вием для псевдопараболического уравнения высокого порядка. В [6]

В. И. Жегаловым, Е. А. Уткиной также изучена характеристиче-

ская задача для одного псевдопараболического уравнения третьего

порядка. О. М. Джохадзе [7] рассмотрена общая характеристиче-

ская задача типа Гурса для гиперболического уравнения третьего

порядка с кратными характеристиками, а также сформулирована и

исследована общая трехмерная характеристическая задача Гурса для

линейных гиперболических уравнений третьего порядка с доминиро-

ванными младшими членами [8]. О. С. Зикировым [9] исследована
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характеристическая задача Гурса для линейного гиперболического уравнения третьего порядка в

прямоугольной области.

Характеристические задачи для систем и уравнений гиперболического типа в частных произ-

водных с некратными характеристиками изучены явно недостаточно. В монографии [2] приводятся

примеры, показывающие, что для системы второго порядка с некратными характеристиками задача

Гурса является некорректной по Адамару [10].

Целью нашей статьи является исследование корректности, по Адамару, характеристических задач

для гиперболического уравнения от двух независимых переменных третьего порядка с некратными

характеристиками.

В плоскости независимых переменных x, y рассмотрим строго гиперболическое уравнение третьего

порядка:

uxxy − uxyy = 0. (1)

Лемма. Общее решение уравнения (1) из класса трижды непрерывно дифференцируемых функ-

ций C3(R) представляется в виде суммы

u(x, y) = f(x − C1) + g(y − C2) + h(x + y − C3) (2)

любых трех функций f, g и h из класса C3(R) от аргументов x−C1, y −C2, x + y −C3 соответ-

ственно, где C1, C2, C3 — произвольные константы из R.

Доказательство. Как известно, семейство линий ϕ(x, y) = const является характеристиками урав-

нения (1), если функция ϕ удовлетворяет дифференциальному уравнению:

∂3ϕ

∂x2∂y
−

∂3ϕ

∂x∂y2
= 0. (3)

Уравнение (3) равносильно дифференциальному уравнению:

(dy)2dx + dy(dx)2 = 0.

Его решениями являются семейства линий, определяемые формулами

x = C1, y = C2, x + y = C3.

Уравнение (1) допускает следующую факторизацию:

∂2

∂x∂y
(v(x, y)) = 0,

где v(x, y) = ux − uy.

Общее решение дифференциального уравнения первого порядка ux − uy = F (x) + G(y) имеет вид

u(x, y) = h(x + y) +

x
∫

0

F (t)dt +

y
∫

0

G(s) ds.

Таким образом, получаем общее решение u(x, y) в виде (2). Лемма доказана.

Без ограничений общности можно считать, что общее решение уравнения (1) имеет вид

u(x, y) = f(x) + g(y) + h(x + y). (4)

Рассмотрим пример, иллюстрирующий некорректность классической постановки задачи Гурса на

плоскости, независимых переменных x, y для уравнений гиперболического типа третьего порядка.

Пример. Однородное уравнение (1), удовлетворяющее однородным условиям на характеристиках

u(x, 0) = 0, x ∈ R, u(0, y) = 0, y ∈ R, u(x,−x) = 0, x ∈ R, (5)

имеет нетривиальное решение:

u(x, y) = h(x + y) − h(x) − h(y), h(0) = 0, (6)

где h(t) ∈ C3(R) — любая нечетная функция.

Таким образом, нетривиальное решение (6) уравнения (1) удовлетворяет однородным граничным

условиям (5) на трех характеристиках из различных семейств. В приведенной постановке характери-

стическая задача является некорректной по Адамару.

4 Научный отдел



А. А. Андреев, Ю. О. Яковлева. Характеристическая задача для одного уравнения

2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА НА ПЛОСКОСТИ

Возникает вопрос: какая характеристическая задача будет являться корректной? Для уравнения

(1) рассмотрим общую характеристическую задачу G1.

Пусть x ∈ Ic, где Ic имеет центральную симметрию, т. е. для любого x ∈ Ic 2c− x ∈ Ic, тогда для

любой функции f(x) справедливо

fc

н =
f(x) − f(2c − x)

2
, fc

ч =
f(x) + f(2c − x)

2
, f(x) = fc

н + fc

ч. (7)

При c = 0 будем обозначать fн, fч соответственно.

Задача G1. Найти решение u (x, y) ∈ C3(R × R) уравнения (1), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = α(x), x ∈ R, u(0, y) = β(y), y ∈ R, u(x,−x) = γ(x), x ∈ R, (8)

где α(x), β(y), γ(x) ∈ C3(R).

Теорема 1. Если γн = αн − βн, где αн, βн, γн — нечетные части функций α(x), β(x), γ(x)

соответственно, то задача G1 корректна по Адамару.

Определим функции f, g и h таким образом, чтобы удовлетворялись граничные условия (8), учи-

тывая при этом условия согласования f(0) + g(0) = α(0) − h(0), получим:

f(x) = α(x) − h(x) − g(0), x ∈ R,

g(y) = β(y) − h(y) − f(o), y ∈ R, (9)

h(x) + h(−x) = α(x) + β(−x) − γ(x) − α(0) + 2h(0), x ∈ R.

Тогда

h(−x) + h(x) = α(−x) + β(x) − γ(−x) − α(0) + 2h(0), x ∈ R. (10)

Из (9) и (10) следует

γн = αн − βн, (11)

h(x) =
1

2
[αч(x) + βч(x) − γч(x) − α(0) + 2h(0)] . (12)

Подставляя (9), (11) и (12) в (4), получим:

u(x, y) = α(x) + β(y) −
1

2
α(0) +

1

2
[αч(x + y) − αч(x) − αч(y)] +

+
1

2
[βч(x + y) − βч(x) − βч(y)] −

1

2
[γч(x + y) − γч(x) − γч(y)] . (13)

Формула (13) есть искомая функция, записанная в явном виде и являющаяся решением характе-

ристической задачи G1.

3. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА В ОБЛАСТИ, ОГРАНИЧЕННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

Рассмотрим общую характеристическую задачу G2 для уравнения (1) в области, ограниченной

характеристиками.

Задача G2. Найти решение u (x, y) ∈ C3(R × R) уравнения (1), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = α(x), 0 ≤ x ≤ 1, u(0, y) = β(y), 0 ≤ y ≤ 1, u(x, 1 − x) = γ(x), 0 ≤ x ≤ 1,

где α(x), β(y), γ(x) ∈ C3(R).

Теорема 2. Если γ
1

2

н = α
1

2

н − β
1

2

н, где α
1

2

н, β
1

2

н, γ
1

2

н — нечетные части функций α(x), β(x), γ(x),

то задача G2 корректна по Адамару.

Аналогично задаче G1 получим:

u(x, y) = α(x) + β(y) −
1

2
α(0) +

1

2

[

α
1

2

ч (x + y) − α
1

2

ч (x) − α
1

2

ч (y)
]

+

+
1

2

[

β
1

2

ч (x + y) − β
1

2

ч (x) − β
1

2

ч (y)
]

−
1

2

[

γ
1

2

ч (x + y) − γ
1

2

ч (x) − γ
1

2

ч (y)
]

. (14)
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Формула (14) есть искомая функция, записанная в явном виде и являющаяся решением характе-

ристической задачи G2.

Нетрудно убедиться, что и в задаче G1 и в задаче G2 выбор характеристики, на которой задается

видоизмененное условие, несущественен.

Отметим, что применение функциональных уравнений (7) с инволютивным сдвигом было предме-

том рассмотрения А. П. Хромова [11] и А. А. Андреева [12].
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