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ВВЕДЕНИЕ

Параллелепипедальные сетки Н. М. Коробова (1959 г.)
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где RN [f ] — погрешность квадратурной формулы и

|RN [f ]| ≪ lnα(s−1) N

Nα
(Н. С. Бахвалов, Н. М. Коробов [1]).

Обозначения и необходимые определения

Cимвол Коробова:

δN (b) =







0, если b 6≡ 0 (mod N),

1, если b ≡ 0 (mod N).

Пусть целое N > 1, N1 = [(N − 1)/2], N2 = [N/2], aν = aν(N) — целые, взаимно простые с N

(ν = 1, . . . , s):

SN (z1, . . . , zs) =

N2
∑′

m1,...,ms=−N1

δN (z1m1 + . . . + zsms)

m1 . . . ms

,

где z1, . . . , zs — произвольные целые, m = max(1, |m|) для любого вещественного m.

Оптимальные коэффициенты

Если существуют константы β = β(s) и B = B(s) такие, что для некоторой бесконечной

последовательности значений N выполняется неравенство

SN (a1, . . . , as) ≤ B
lnβ N

N
,

то целые a1, . . . , as называются оптимальными коэффициентами индекса β по модулю N .

Основная мера качества

Величину SN (a1, . . . , as) называют основной мерой качества набора оптимальных коэффициентов.

Известно (см. [1, с. 81]), что для любых целых a1, . . . , as выполняется оценка

SN (a1, . . . , as) ≥ B0
lns N

N
,

с некоторой константой B0.

Существование оптимальных коэффициентов

Для σ(N) — среднего арифметического основной меры качества набора коэффициентов по

всем параллелепипедальным сеткам, заданного равенством

σ(N) =
1

ϕs(N)

N−1
∑

a1,...,as=1
(av,N)=1 (v=1,...,s)

SN (a1, . . . , as),

и для любого составного модуля N справедливо асимптотическое равенство:

σ(N) =
2s lns N

N
+ O

(

lns−1 N

N

)

.

Отсюда следует существование оптимальных коэффициентов для любого составного модуля N .
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ТЕОРЕМА А. О. ГЕЛЬФОНДА И ОПТИМАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ

Гиперболический параметр q(Λ) решётки Λ

Λ = Λ(a1, . . . , as;N) — решётка решений линейного сравнения

m + a1m1 + . . . + asms ≡ 0 (mod N),

Λ(p) — присоединенная решётка решений системы линейных сравнений















k1 ≡ a1k

. . . . . . . . .

ks ≡ ask

(mod N),

q(Λ) — гиперболический параметр и присоединенный гиперболический параметр Q(Λ):

q(Λ) = min
~m∈Λ\ {~0}

mm1 . . . ms, Q(Λ) = min
~k∈Λ(p),

k 6≡0 (mod N)

|k||k1| . . . |ks|.

Теорема А. О. Гельфонда (1967 г.)

Согласно теореме А. О. Гельфонда для величин q(Λ) и Q(Λ) справедливы неравенства

Q(Λ) ≥ C1(s)q(Λ)s, q(Λ) ≥ C1(s)
Q(Λ)s

Ns2−1
,

где C1 = min
(

1/(2s + 3)s+1, 1/52s
)

.

Присоединенная мера качества

‖x‖ = min({x}, 1 − {x}) — расстояние до ближайщего целого.

S∗
N (z1, . . . , zs) =

N2
∑

k=1

1

k
∥

∥

z1k
N

∥

∥ . . .
∥

∥

zsk
N

∥

∥

,

где z1, . . . , zs — произвольные целые взаимно простые с N .

Критерий оптимальности с присоединенной мерой качества

Теорема 1. Целые 1, z1, . . . , zs — оптимальные коэффициенты по модулю N тогда и толь-

ко тогда, когда существуют константы β2 = β2(s) и B2 = B2(s) такие, что для некоторой

бесконечной последовательности значений N выполняется неравенство

S∗
N (z1, . . . , zs) ≤ B2ln

β2 N.

Новое доказательство существования оптимальных коэффициентов

Теорема 2. Для любого натурального N > 2 существует набор оптимальных коэффициен-

тов 1, a1, . . . , as по модулю N с

S∗(a1, . . . , as) ≤ (2 lnN + 2(C − ln 2) + 3)
s
(ln N + C − ln 2).

АКТУАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ТЕОРИИ

Проблема правильного порядка

Как известно, на классе алгебраических решёток достигается правильный порядок убывания ги-

перболической дзета-функции решёток при росте детерминанта решёток (см. [2]). Более того, для

этих решеток справедлива асимптотическая формула (см. [3–5]). Из непрерывности гиперболической
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дзета-функции на пространстве решёток следует, что правильный порядок убывания гиперболиче-

ской дзета-функции решёток достижим на классе рациональных решёток. Действительно, достаточно

брать рациональные решетки из очень маленьких окрестностей алгебраических решёток.

Возникает естественный вопрос, а на классе целочисленных решёток правильный порядок убыва-

ния достижим или нет?

Если достижим, то надо указать алгоритм построения таких оптимальных параллелепипедальных

сеток, для которых будет правильный порядок погрешности приближенного интегрирования на клас-

сах Eα
s . Другими словами, в этом случае необходимо построить алгоритм вычисления модуля N и

оптимальных коэффициентов по модулю N , для которых выполняется оценка

ζ(Λ(1, a1, . . . , as−1;N)|α) = O

(

lns−1 N

Nα

)

(α > 1).

Если такой порядок недостижим, то мы получим некоторый аналог теоремы Лиувиля–Туэ–Зигеля–

Рота для алгебраических решёток, так как отсутствие правильного порядка будет означать, что ал-

гебраические решетки нельзя хорошо приближать целочисленными.

Проблема существования аналитического продолжения

Как известно, для любой декартовой решётки существует аналитическое продолжение гиперболи-

ческой дзета-функции произвольной декартовой решётки. Более того, для произвольной декартовой

решётки получено функциональное уравнение, задающее это аналитическое продолжение в явном

виде (см. [3, 4, 6]).

Естественно, возникают вопросы о существовании аналитического продолжения для гиперболи-

ческой дзета-функции в следующих случаях:

Для решёток С. М. Воронина Λ(F, q), где F — произвольное алгебраическое поле степени s над

полем рациональных чисел Q, а q — простое натуральное число и целочисленная решетка Λ(F, q)

соответствует идеалу L ⊂ ZF с нормой N(L) = q, если фундаментальная решётка Zs соответствует

кольцу ZF целых алгебраических чисел поля F .

Сам С. М. Воронин вместе со своим учеником Н. Темиргалиевым рассмотрел случай кольца

целых гауссовых чисел и случай круговых полей. Это объясняется тем, что и квадратичное поле

гауссовых чисел, и круговые поля относятся к числу наиболее изученных алгебраических полей. В

частности, там имеются теоремы об описании соответствующих идеалов и о распределении их норм

в арифметических прогрессиях, явно заданных алгебраическим полем.

Для решётки совместных приближений Λ(θ1, . . . , θs), заданной равенством

Λ(θ1, . . . , θs) = {(q, qθ1 − p1, . . . , qθs − ps) | q, p1, . . . , ps ∈ Z},

где θ1, . . . , θs — произвольные иррациональные числа. Важность таких решеток уже обсуждалась в

связи с проблемой Литлвуда.

Легко видеть, что взаимная решетка Λ∗(θ1, . . . , θs) имеет вид

Λ∗(θ1, . . . , θs) = {(q − θ1p1 − . . . − θsps, p1, . . . , ps) | q, p1, . . . , ps ∈ Z}.

Естественно предполагать, что гиперболические дзета-функции этих решеток связаны некоторым

функциональным уравнением между значениями в левой и правой полуплоскостях.

Для алгебраической решётки Λ(t, F ) = tΛ(F ), где решётка

Λ(F ) =

{

~x =

(

s
∑

ν=1

Θν−1
1 mν , . . . ,

s
∑

ν=1

Θν−1
s mν

)∣

∣

∣

∣

∣

m1, . . . ,ms ∈ Z

}

.
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Для произвольной решётки Λ. Если для произвольной решётки гиперболическая дзета-функция

не продолжается на всю комплексную плоскость (что весьма сомнительно), то требуется описать

класс всех решёток, для которых гиперболическая дзета функция аналитически продолжается на

всю комплексную плоскость, кроме точки α = 1, в которой полюс s-го порядка.

По-видимому, ключом к решению проблемы аналитического продолжения является дальнейшее

изучение возможности предельного перехода для гиперболических дзета-функций декартовых реше-

ток в левой полуплоскости по сходящейся последовательности декартовых решёток.

Если такой предел всегда существует, то, переходя в функциональном уравнении слева и спра-

ва к пределу, получим функциональное уравнение для предельной решётки. Наиболее перспективно

должно быть получение функционального уравнения только в терминах взаимных решёток, так как

сходимость последовательности решёток эквивалентна сходимости соответствующих взаимных решё-

ток.

Здесь необходимо подчеркнуть, что основная сложность должна быть в случае, когда предель-

ная решётка недекартовая и имеет тольку одну главную компоненту. Например, все алгебраические

решётки относятся к этому случаю.

Проблема поведения в критической полосе

На важность этой проблемы указывал в беседах Н. М. Коробов. Он высказывал гипотезу, что ана-

литическое продолжение гиперболической дзета-функции решётки в критическую полосу из правой

полуплоскости и аналитическое продолжение в критическую полосу гиперболической дзета-функции

взаимной решетки или присоединенных решеток из левой полуплоскости позволит получать констан-

ты в соответствующих теоремах переноса.

Проблема значений тригонометрических сумм сеток

Нормированные тригонометрические суммы параллелепипедальных сеток имеют два значения: 0

и 1. Для нормированных тригонометрических сумм двумерных сеток Смоляка таких значений три:

0, 1 и −1. Для неравномерных сеток имеется или хорошая равномерная оценка O(1/
√

N), или они

равны 1.

Очень важно получить оценки нормированных тригонометрических сумм для алгебраических се-

ток.

Если эти суммы имеют спектр значений не сосредоточенный около точек 0 и 1, то алгебраические

сетки нельзя хорошо приблизить параллелепипедальными сетками, а алгебраические решётки нельзя

хорошо приблизить целочисленными решётками.
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This article gives an overview of several actual problems of optimal coefficients method. This overview was done on September 12,

2013 on XI internation conference «Algebra and number theory: modern problems and applications» in Saratov city.
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ОБ УСЛОВИЯХ ДИСТРИБУТИВНОСТИ И МОДУЛЯРНОСТИ РЕШЕТОК
КОНГРУЭНЦИЙ КОММУТАТИВНЫХ УНАРНЫХ АЛГЕБР

В. К. Карташов1, А. В. Карташова2, В. Н. Пономарёв
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Статья посвящена известной проблеме описания унарных алгебр, решетки конгруэнций которых обладают заданным свой-

ством. К настоящему времени эта проблема решена для унарных алгебр с одной операцией. Показано, что для произвольных

коммутативных унарных алгебр данная проблема является гораздо более сложной. Здесь приводится несколько необхо-

димых условий дистрибутивности и модулярности таких решеток. Доказано также, что решетка всех подмножеств любого

множества изоморфна решетке конгруэнций подходящей связной коммутативной унарной алгебры.

Ключевые слова: коммутативная унарная алгебра, дистрибутивная решетка, модулярная решетка, решетка конгруэнций

алгебры.
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