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В случае 1) q(α) =
R

αt − R
. В случае 2) q(α) =

R(αM − 1)

αt − R
. Причем легко видеть, что

R(αM − 1)

αt − R
−−−−→
α→∞

RM

t
< 1. ¤
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Две теоремы О. П. Гойяла, касающиеся абсолютной сходимо-
сти некоторых тригонометрических рядов, распространяются на
случай систем Виленкина и Lp-модулей непрерывности.
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Absolute Convergence of Some Series, Connected
with the Fourier–Vilenkin Series

N. V. Egoshina

Two theorems of O. P. Goyal concerning absolute convergence of
some trigonometric series are extended to the case of Vilenkin
systems and Lp-modulus of continuity.

Key words: positive Fourier–Vilenkin coefficients, absolute conver-
gence.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть P={pj}
∞
j=1 — последовательность натуральных чисел такая, что 2 ≤ pj ≤ N при всех j ∈ N

и Zj = {0, 1, . . . , pj − 1}. По определению полагаем m0 = 1, mn = p1 . . . pn при n ∈ N. Тогда каждое

число x ∈ [0, 1) имеет разложение

x =

∞
∑

j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Zj . (1)
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Это разложение определяется однозначно, если при x = k/mn, 0 < k < mn, k ∈ Z, брать разло-

жение с конечным числом ненулевых xj . Если y ∈ [0, 1) записано в виде (1), то по определению

x ⊕ y = z =
∞
∑

j=1

zjm
−1
j , zj ∈ Zj , где zj = xj + yj (mod pj). Аналогично определяется операция x ⊖ y,

которая является обратной к операции x ⊕ y.

Каждое k ∈ Z+ однозначно представимо в виде

k =

∞
∑

j=1

kjmj−1, kj ∈ Zj . (2)

Аналогично x⊖y, x⊕y, для k, l ∈ Z+ можно определить операции k⊕l и k⊖l. Для чисел x ∈ [0, 1) вида

(1) и k ∈ Z+ вида (2) положим по определению χk(x) = exp

(

2πi
∞
∑

j=1

xjkj/pj

)

. Система {χk(x)}∞k=0

ортонормирована и полна в L[0, 1) .

Из определения следует, что при k < mn, n ∈ Z+, функции χk(x) постоянны на In
i = [(i − 1)/mn,

i/mn), i = 1, . . . ,mn. Также известно, что при фиксированном y ∈ [0, 1) для почти всех x ∈ [0, 1)

и всех k ∈ Z+ верно χk(x ⊕ y) = χk(x)χk(y), а для всех x ∈ [0, 1), k, l ∈ Z+ верны равенства

χk(x)χl(x) = χk⊕l(x), χk(x)χl(x) = χk⊖l(x). Все эти факты можно найти в [1, гл. 1, § 1.5].

Для f ∈ L1[0, 1) коэффициенты Фурье и частичная сумма Фурье задаются формулами f̂(i) =

=
∫ 1

0
f(t)χi(t) dt, i ∈ Z+, Sn(f) =

n−1
∑

k=0

f̂(k)χk, n ∈ N. Как обычно, пространство Lp[0, 1), 1 ≤ p < ∞,

снабжено нормой ‖f‖p =
(

∫ 1

0
|f(t)|p dt

)1/p

и модуль непрерывности первого порядка задается в нем

равенством ω(f, δ)p = sup
0≤h≤δ

(

∫ 1−h

0
|f(t + h) − f(t)|p dt

)1/p

. Пусть Pn = {f ∈ L[0, 1) : f̂(i) = 0, i ≥ n},

n ∈ N. Определим наилучшее приближение и дискретный модуль непрерывности для f ∈ Lp[0, 1),

1 ≤ p < ∞,

En(f)p = inf{‖f − Q‖p : Q ∈ Pn}, n ∈ N; ωn(f)p = sup
h∈[0,1/mn)

‖f(x ⊕ h) − f(x)‖p, n ∈ Z+.

Известно, что эти величины связаны неравенствами А. В. Ефимова (см. [1, § 10.5]) 2−1ωn(f)p ≤

≤ Emn
(f)p ≤ ωn(f)p. В случае равномерной метрики En(f)∞ определяется аналогично, тогда как

ωn(f)∞ = sup{|f(x)−f(y)| : x, y ∈ In
k , k ∈ Z∩ [0,mn)}, n ∈ Z+. Если lim

n→∞
ωk(f)∞ = 0, то f ∈ C∗[0, 1).

Для {ωn}
∞
n=0 ↓ 0 пусть Hω

p = {f ∈ Lp[0, 1) : ωn(f)p ≤ Cωn, n ∈ Z+}.

Cверткой функций f, g ∈ L1[0, 1) называется функция h(x) = f ∗ g(x) =
∫ 1

0
f(x⊖ t)g(t) dt, которая

существует п.в. на [0, 1) и также принадлежит L1[0, 1). Известно, что (f ∗ g)̂(k) = f̂(k)ĝ(k), k ∈ Z+.

Целью нашей работы является получение аналогов двух теорем О. П. Гойяла из [2] и [3] для

систем Виленкина {χk(x)}∞k=0 (см. теоремы 1 и 2). Кроме того, теорема 2 для равномерного модуля

непрерывности распространяется на случай пространства Lp[0, 1), 1 ≤ p < ∞.

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Пусть Dn(x) =
n−1
∑

k=0

χk(x). Легко видеть, что Sn(f)(x) = f ∗ Dn(x).

Лемма 1. 1) Dmn
(x) = mnX[0,1/mn)(x), где n ∈ Z+ и XE — индикатор множества E.

2) Пусть n ∈ N и x ∈ [0, 1). Тогда |Dn(x)| 6 Nx−1, где 2 6 pn 6 N . Отсюда следует, что

‖Dn‖1 = O(ln(n + 1)), n ∈ N.

Утверждение 1) леммы 1 установлено в [1, § 1.5], а утверждение 2) — в [4, с. 98–100].

Лемма 2 (см. [5, лемма 10]). Пусть 1 ≤ p < ∞, {ωn}
∞
n=0 ↓ 0 такова, что ωn ≤ Cωn+1, n ∈ Z+, и

lim sup
n→∞

pn+1(ωn+1/ωn)p > 1. (3)

Тогда для f ∈ Hω
p имеем

∫ 1/mn

0
|f(t)|p dt = O(ωp

n), n ∈ N.

Замечание 1. При ωn = m−α
n , α > 0, условие (3) выполнено при αp < 1.
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Лемма 3. (см. [1, § 10.4, теорема 10.4.1) Если f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p < ∞, то при 0 ≤ a, b ≤ 1

справедливо неравенство

∫ b

a

∫ b

a

|f(x) − f(y)|p dx dy ≤ 2

∫ b−a

0

[ω(f, t)p]
p dt.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть f ∈ L1[0, 1) такова, что 1) f̂(n) = O(n−α), α > 0; 2)
∫ 1

0
|t−1(f(x ⊖ t) −

− f(x))| ln 2/t dt < ∞. Тогда ряд
∞
∑

n=1
(Sn(f)(x) − f(x))/n сходится абсолютно на [0, 1).

Доказательство. Пусть 0 < δ < α (можно считать δ < 1). Для каждого n ∈ N найдется

k = k(n) ∈ Z+ такое, что m−1
k+1 < n−δ ≤ m−1

k . Обозначим f(x ⊖ t) − f(x) через ϕx(t). Исполь-

зуя равенство Sn(f)(x) − f(x) =
∫ 1

0
ϕx(t)Dn(t) dt, имеем:

∞
∑

n=1

|Sn(f)(x) − f(x)|

n
≤

∞
∑

n=1

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1/mk(n)

0

ϕx(t)Dn(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

+

∞
∑

n=1

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

1/mk(n)

ϕx(t)Dn(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

=: I + J.

Сначала оценим I с помощью леммы 1 и перестановки порядка суммирования:

I ≤

∞
∑

n=1

n−1

∫ 1/mk(n)

0

|ϕx(t)||Dn(t)| dt ≤ N

∞
∑

n=1

n−1
∞
∑

i=mk(n)

∫ 1/i

1/(i+1)

|t−1ϕx(t)| dt =

= N

∞
∑

i=1

∫ 1/i

1/(i+1)

|t−1ϕx(t)| dt
∑

mk(n)≤i

n−1 ≤ N

∞
∑

i=1

∫ 1/i

1/(i+1)

|t−1ϕx(t)| dt
∑

1≤nδ≤Ni

n−1 =

= O

(

∞
∑

i=1

∫ 1/i

1/(i+1)

|t−1ϕx(t)| ln(i + 1) dt

)

= O

(
∫ 1

0

|t−1ϕx(t)| ln(2/t) dt

)

.

Таким образом, I конечно в силу условия 2) теоремы. Далее, пусть

γn(x) =

∫ 1

1/mk(n)

ϕx(t)Dn(t) dt =

∫ 1

0

ϕx(t)X[1/mk,1)(t)Dn(t) dt.

Тогда X[1/mk,1) ∈ Pmk
, и поэтому произведение X[1/mk,1) и Dn при n = jmk + r, j ∈ N, 0 < r ≤ mk,

принадлежит P(j+1)mk
. Считая для простоты f(x) = 0, получаем, что γn(x) есть свертка f и

DnX[1/mk,1), откуда по формуле (g ∗ h)̂(k) = ĝ(k)ĥ(k), k ∈ Z+, имеем:

γn(x) =

(j+1)mk−1
∑

s=0

f̂(s)

∫ 1

1/mk(n)

Dn(t)χs(t) dt χs(x).

Здесь и далее n = jmk + r, j, r — как выше. Тогда Dn(t) =
j−1
∑

i=0

χimk
(t)Dmk

(t)+χjmk
(t)Dr(t), причем

Dmk
(t) = 0 на [1/mk, 1) по лемме 1. Поэтому

γn(x) =

(j+1)mk−1
∑

s=0

f̂(s)

∫ 1

1/mk(n)

χjmk
Dr(t)χs(t) dt χs(x).

Если s < jmk, то jmk ⊖ s ≥ mk, и тогда функция χjmk
(x)χs(x) = χjmk⊖s(x) ортогональна

Dr(t)X[1/mk,1)(t). В итоге получаем

γn(x) =

(j+1)mk−1
∑

s=jmk

f̂(s)

∫ 1

1/mk(n)

χjmk⊖sDr(t) dt χs(x). (4)

В силу условия 1) имеем |f̂(s)| ≤ C1s
−α ≤ 2αC1/nα при jmk ≤ s, n < (j+1)mk. Сумма из (4) содержит

не более mk ненулевых слагаемых, поэтому в силу неравенства mk ≤ nδ и леммы 1 находим, что

|γn(x)| ≤ mk2αC1n
−α‖Dr‖1 ≤ C2n

δ−α lnmk ≤ C2δn
δ−α lnn.
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Теперь J =
∞
∑

n=1
n−1|γn(x)| ≤ C2δ

∞
∑

n=1
n−1+δ−α lnn < ∞ и поскольку I < ∞, то получаем, что

∞
∑

n=1

1
n |Sn(f)(x)| < ∞ при f(x) = 0. Если же f(x) = a 6= 0, то рассмотрим функцию f1(t) = f(t) − a.

Тогда f1(x) = 0 и |f(x ⊖ t) − f(x)| = |f1(x ⊖ t) − f1(x)|, т. е. оба условия 1) и 2) выполнены для f1 и

утверждение теоремы доказано для нее. Так как Sn(f)(x) − f(x) = Sn(f1)(x), то теорема доказана.

Теорема 2. Пусть f ∈ C∗[0, 1), f̂(k) ≥ 0 для всех k ∈ Z+, γ ∈ R и ряд
∞
∑

n=1
mγ

nωn(f)∞ сходится.

Тогда
∞
∑

k=1

kγ f̂(k) < ∞.

Доказательство. Легко видеть, что

mn−1
∑

k=0

f̂(k) =

∫ 1

0

f(t)Dmn
(t) dt = mn

∫ 1/mn

0

f(t) dt, n ∈ N. (5)

Тогда

mn+1−1
∑

k=mn

f̂(k) = mn+1

∫ 1/mn+1

0

f(t) dt − mn

∫ 1/mn

0

f(t) dt =

= mn+1

∫ 1/mn+1

0

(

f(t) − mn

∫ 1/mn

0

f(u) du

)

dt ≤ mn+1mn

∫ 1/mn+1

0

∫ 1/mn

0

|f(t) − f(u)| du dt ≤

≤ Nm2
n

∫ 1/mn

0

∫ 1/mn

0

|f(t) − f(u)| du dt ≤ Nm2
nm−2

n ωn(f)∞ = Nωn(f)∞. (6)

Из (6) легко следует, что

mn+1−1
∑

k=mn

kγ f̂(k) = O

(

mγ
n

mn+1−1
∑

k=mn

f̂(k)

)

= O(mγ
nωn(f)∞). (7)

Суммируя соотношения (7) по n ∈ Z+, получаем сходимость ряда
∞
∑

k=1

kγ f̂(k). Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть f, g ∈ C∗[0, 1), причем f удовлетворяет условиям теоремы 2. Если

1) ωn(g)∞ ≤ Cωn(f)∞, n ∈ Z+; 2) ĝ(k) ≥ −f̂(k) при k ∈ Z+, то ряд
∞
∑

k=1

kγ f̂(k) также сходится.

Доказательство. Рассмотрим h = f + g. Тогда ωn(h)∞ ≤ ωn(f)∞ + ωn(g)∞ ≤ (1 + C1)ωn(f)∞ и

ĥ(n) = f̂(n)+ ĝ(n), n ∈ Z+. Поэтому функция h удовлетворяет условиям теоремы 2 и
∞
∑

k=1

kγ ĥ(k) < ∞.

Но |ĝ(k)| ≤ |ĥ(k)| + |f̂(k)|, k ∈ Z+, откуда вытекает утверждение следствия.

Следствие 2. Пусть f ∈ C∗[0, 1), f̂(k) ≥ 0 для всех k ∈ Z+, γ ∈ R и ряд
∞
∑

n=1
nγ−1En(f)∞

сходится. Тогда
∞
∑

k=1

kγ f̂(k) < ∞.

Доказательство следствия 2 вытекает из неравенства А. В. Ефимова и известных оценок для сумм

рядов (см., например [6, лемма 6]).

Замечание 2. Согласно [4, с.95] для сходимости ряда
∞
∑

k=1

|f̂(k)| достаточными являются усло-

вия
∞
∑

n=1
n−1/2En(f)∞ < ∞ или

∞
∑

n=1
m

1/2
n ωn(f)∞ < ∞. Теорема 2 и следствие 2 дают более слабое

достаточное условие, но при f̂(k) ≥ 0, k ∈ Z+.

Теперь получим аналогичные теореме 2 утверждения для Lp-модулей непрерывности.

Теорема 3. 1. Пусть 1 ≤ p < ∞, γ > −1/p, для {ωn}
∞
n=0 ↓ 0 выполнены условия лем-

мы 2, f ∈ Lp[0, 1), f̂(k) ≥ 0 для всех k ∈ Z+ и f ∈ Hω
p . Если ряд

∞
∑

n=1
m

γ+1/p
n ωn сходится, то

∞
∑

k=1

kγ f̂(k) < ∞;
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2. Пусть 1 ≤ p < ∞, γ > −1/p, f ∈ Lp[0, 1), f̂(k) ≥ 0 для всех k ∈ Z+ и сходится ряд
∞
∑

n=1
m

γ+1/p
n ω(f, 1/mn)p. Тогда

∞
∑

k=1

kγ f̂(k) < ∞.

Доказательство. 1. Аналогично (5) с помощью леммы 2 и неравенства Гёльдера получаем:

mn−1
∑

k=mn−1

kγ f̂(k) ≤ mγ
n

mn−1
∑

k=0

f̂(k) = mγ+1
n

∫ 1/mn

0

f(t) dt ≤

≤ m1+γ
n

(

∫ 1/mn

0

|f(t)|p dt

)1/p

(m−1
n )1−1/p = O(mγ+1/p

n ωn), n ∈ N. (8)

Суммируя соотношения (8) по n ∈ N, получаем утверждение 1.

2. Аналогично (6) имеем благодаря лемме 3 и неравенству Гёльдера:

mn+1−1
∑

k=mn

f̂(k) ≤ Nm2
n

∫ 1/mn

0

∫ 1/mn

0

|f(t) − f(u)| du dt ≤

≤ Nm2
n(m−2

n )1−1/p

(

∫ 1/mn

0

∫ 1/mn

0

|f(t) − f(u)|p du dt

)1/p

≤

≤ Nm2/p
n 21/p

(

∫ 1/mn

0

ωp(f, t)p dt

)1/p

= O(ω(f, 1/mn)pm
1/p
n ), n ∈ Z+. (9)

Из (9), как и ранее, следует, что

mn+1−1
∑

k=mn

kγ f̂(k) = O(mγ+1/p
n ω(f, 1/mn)p), n ∈ Z+. (10)

Суммируя (10) по n ∈ Z+, получаем утверждение 2) теоремы. Теорема доказана.

Замечание 3. Поскольку ωn(f)p и ω(f, 1/mn)p в общем случае не сравнимы друг с другом,

результаты частей 1 и 2 теоремы 3 независимы друг от друга.

Следствие 3. Пусть f ∈ Lip (α, p), 0 < α ≤ 1, 1 ≤ p < ∞, т.е. ω(f, δ)p = O(δα), и f̂(k) ≥ 0 для

всех k ∈ Z+. Тогда
∞
∑

k=1

kγ f̂(k) сходится при γ < α − 1/p.
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