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В данной статье исследуются обобщения числовых функции, связанные с количеством простых делителей заданного

числа. Получены верхние и нижние предельные значения, а также асимптотические фрмулы для средних значений

количества простых делителей, входящие в целое число с ограничением кратности.
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Памяти Г. И. Архипова

ВВЕДЕНИЕ

Для каждого натурального числа n в соответствии с основной теоремой арифметики имеет место

разложение на множители

n = pα1

1 · . . . · pαr

r =
∏

p|n

pαp ,

причем такое представление единственно с точностью до порядка следования сомножителей. В тео-

рии чисел хорошо известны функции Ω(n) и ω(n) равные количеству простых делителей числа n

соответственно с учетом и без учета кратных делителей:

Ω(n) =
∑

p|n

αp, ω(n) =
∑

p|n

1.

Свойства этих функций изучены достаточно глубоко, в частности, для функции ω(n) верхний порядок

роста

lim sup
n→∞

(
ω(n) · log2 log2 n

log2 n

)
= 1

достигается на последовательности n = nm = p1 · . . . · pm — произведение последовательных простых

чисел, p1 = 2. При этом стоит отметить, что для произвольного n ≤ nm выполнено неравенство

ω(n) ≤ ω(nm). Минимальное значение функции Ω(n) и ω(n) принимают на простых числах

Ω(p) = ω(p) = 1.

Верхнее предельное значение функции Ω(n) достигается на последовательности n = na = 2a, причем

для произвольного n ≤ na выполнено неравенство Ω(n) ≤ Ω(na) = a.
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Определим обобщенные функции Ω(k, n) и ω(k, n) следующим образом:

Ω(k, n) =
∑

p|n
αp≤k

αp, ω(k, n) =
∑

p|n
αp>k

1,

где при суммировании учитываются только те простые сомножители p целого числа n, которые

входят в разложение с кратностью, удовлетворяющей соответственно условиям αp ≤ k или αp > k. В

частности, Ω(log2 n, n) = Ω(n), Ω(0, n) = 0, ω(log2 n, n) = 0, ω(0, n) = ω(n).

В данной работе найден верхний порядок роста функций Ω(k, n) и ω(k, n) при растущем ограни-

чении кратности k.

Теорема 1. Пусть k = k(n) → ∞, причем
log2 k

log2 log2 n
→ A при n → ∞, где 0 ≤ A < 1 —

некоторая постоянная величина. Тогда выполнены следующие предельные соотношения:

lim sup
n→∞

(
Ω(k, n) · log2 log2 n

log2 n

)
=

1

1 − A
, (1)

lim sup
n→∞

(
ω(k, n) · k · log2 log2 n

log2 n

)
=

1

1 − A
. (2)

Среднее значение функций Ω(n) и ω(n) представлены асимптотическими формулами (см., напри-

мер, [1])

∑

2≤n≤x

Ω(n) = x ln lnx + A0x + O

( x

lnx

)
,

∑

2≤n≤x

ω(n) = x ln lnx + A1x + O

( x

lnx

)
.

Далее мы будем использовать асимптотическую формулу для ряда из обратных простых чисел

(вторая теорема Мерсена, см., например, [2]):

∑

p≤x

1

p
= ln lnx + B1 + O

(
1

lnx

)
. (3)

Теорема 2. При k ≥ 1 верны асимптотические формулы:

∑

2≤n≤x

Ω(k, n) = x ln lnx + Ckx + O

(
k ·

x

lnx

)
, (4)

∑

2≤n≤x

ω(k, n) = P (k + 1) · x + O

(
(k + 1) · x

1
k+1

lnx

)
, (5)

где C1 = B1 − P (2), B1 — постоянная, определенная формулой (3), а при r ≥ 2

Cr = B1 +

r∑

m=2

P (m) − r · P (r + 1), P (r) =
∑

p

1

pr
.

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

Без ограничения общности далее будем считать, что k ≥ 1 — целое число.

Доказательство теоремы 1. Соотношение (1) вытекает из следующих двух замечаний:

(i) верхний предел достигается на последовательности {(nm)k}, где nm = p1·· · ··pm — произведение

последовательных простых чисел, p1 = 2;

(ii) при любом n < (nm)k справедливо неравенство Ω(k, n) < Ω
(
k, (nm)k

)
.

В силу того что

lnnm =
∑

m≤m

ln pm = pm + o(pm),

из закона распределения простых чисел следует представление

m = π(pm) =
pm

ln pm

+ o

(
pm

ln pm

)
=

lnnm

ln lnnm

+ o

(
lnnm

ln lnnm

)
. (6)
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Тогда при n = (nm)k получаем, что Ω(k, n) = k · m, причем из (6) имеем:

m =
log2 nm

log2 log2 nm

(
1 + o(1)

)
=

1
k

log2 n

log2 log2 n − log2 k

(
1 + o(1)

)
=

1
k

log2 n

(1 − A) log2 log2 n

(
1 + o(1)

)
.

Таким образом, при n = n(m) = (nm)k получаем:

lim
m→∞

(
Ω(k, n) · log2 log2 n

log2 n

)
=

1

1 − A
.

Аналогично соотношение (2) вытекает из следующих двух утверждений:

(i) верхний предел достигается на последовательности {(nm)k+1}, где nm = p1 · · · · · pm — произ-

ведение последовательных простых чисел, p1 = 2;

(ii) при любом n < (nm)k+1 справедливо неравенство ω(k, n) < ω
(
k, (nm)k

)
.

При n = (nm)k+1 имеем ω(k, n) = m, где из (6) следует, что

m =
log2 nm

log2 log2 nm

(
1 + o(1)

)
=

1
k+1 log2 n

log2 log2 n − log2(k + 1)

(
1 + o(1)

)
=

1
k

log2 n

(1 − A) log2 log2 n

(
1 + o(1)

)
.

Таким образом, при n = n(m) = (nm)k+1 получаем:

lim
m→∞

(
ω(k, n) · (k + 1) · log2 log2 n

log2 n

)
= lim

m→∞

(
ω(k, n) · k · log2 log2 n

log2 n

)
=

1

1 − A
.

Теорема 1 доказана.

СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ

Доказательство теоремы 2. Cреднее значение (4) может быть получено путем следующих пре-

образований: ∑

2≤n≤x

Ω(k, n) =
∑

2≤n≤x

∑

p|n
αp≤k

αp =
∑

2≤p≤x

∑

n≤x:p|n
αp≤k

αp.

Количество целых положительных чисел, не превосходящих x, делящихся на pm, но не делящихся

на pm+1, равно [
x

pm

]
−

[
x

pm+1

]
,

поэтому

∑

2≤n≤x

Ω(k, n) =
∑

2≤p≤x

k∑

m=1

m

([
x

pm

]
−

[
x

pm+1

])
=

∑

2≤p≤x

((
k∑

m=1

[
x

pm

])
− k

[
x

pk+1

])
=

= x
∑

p≤x

1

p
+ x

k∑

m=2

∑

p≤x

1

pm
− kx

∑

p≤x

1

pk+1
+ O

(
k ·

x

lnx

)
.

Дробные доли здесь оценены тривиальным образом. Для рядов из степеней простых чисел в [3]

определена «простая дзета-функция» (prime zeta function)

P (m) =
∑

p

1

pm
,

суммирование ведется по всем простым числам. При m > 1 ряд P (m) сходится, причем

∑

2≤p≤T

1

pm
= P (m) + O

(
1

Tm−1 · lnT

)
. (7)
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C учетом формулы (7) получаем:

∑

2≤n≤x

Ω(k, n) = x ln lnx + Ckx + O

(
k ·

x

lnx

)
,

где

Ck = B1 +

k∑

m=2

P (m) − k · P (k + 1).

Таким образом, формула (4) доказана.

Для доказательства формулы (5) запишем

∑

2≤n≤x

ω(k, n) =
∑

2≤n≤x

∑

p|n
αp>k

1 =
∑

2≤p≤x

∑

n≤x

pk+1|n

1 =
∑

2≤p≤x

[
x

pk+1

]
.

Заметим, что при p > x
1

k+1 выполнено x/pk+1 < 1, поэтому

∑

2≤n≤x

ω(k, n) =
∑

2≤p≤x
1

k+1

[
x

pk+1

]
= x

∑

2≤p≤x
1

k+1

1

pk+1
+ O

(
x

1
k+1

lnx
1

k+1

)
=

= P (k + 1) · x + O

(
(k + 1) · x

1
k+1

lnx

)
.

Дробные доли мы опять оценили тривиальным образом и воспользовались соотношением (7).

Теорема 2 доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведенные теоремы оказываются полезными при исследовании верхнего порядка роста функции

делителей τk(n) с растущей размерностью k. Напомним, что многомерная функция делителей τk(n)

определяется как количество представлений натурального n в виде произведения x1 ·x2 ·. . .·xk = n, где

x1, x2, . . . , xk — натуральные числа. В случае k = 2 значение функции τ2(n) = τ(n) равно количеству

различных делителей натурального числа n. В общем случае у многомерной функции делителей τk(n)

число сомножителей k в представлении числа n будем называть ее размерностью.

С использованием результатов теоремы 1 автору удалось найти верхний порядок роста функции

делителей при значениях размерности следующего вида:

k = k(n) = (log2 n)A+o(1),

где A — некоторая постоянная величина. В статье [4] доказаны следующие утверждения.

(i) При 0 < A < 1 и достаточно больших значениях n выполнено неравенство

τk(n) ≤ nA+o(1),

причем равенство достигается на последовательности чисел nm = p1 · p2 · . . . · pm.

(ii) При A > 1 и достаточно больших значениях n справедливо неравенство

τk(n) ≤ n
log2

(
k

log2 n

)
·
(
1+o(1)

)
= n(A−1) log2 log2 n

(
1+o(1)

)
,

причем равенство достигается на последовательности чисел ns = 2s.
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Получено полное описание конгруэнций полигонов над группами.

Ключевые слова: полигон, конгруэнция, группа.

ВВЕДЕНИЕ

Полигоны над полугруппой, т. е. множества, на которых действует полугруппа, возникают в раз-

ных разделах алгебры и ее приложений. Понятие полигона является алгебраическим выражением

понятия автомата (см. [1] и [2, гл. 6]), точнее, автомата Мура, т.е. автомата без выхода. Теория

полигонов является довольно молодым разделом общей алгебры, а теория конгруэнций полигонов

вообще находится на начальной стадии развития. А. Ю. Авдеевым и И. Б. Кожуховым в [3] бы-

ло дано описание полигонов над регулярными рисовскими матричными полугруппами M0(G, I,Λ, P )

(т. е. вполне 0-простыми полугруппами). Все правые конгруэнции на этих полугруппах были описаны

Р. Оэмке в [4]. Это можно считать описанием конгруэнций свободного циклического полигона над

вполне 0-простой полугруппой. Описание конгруэнций произвольных полигонов над вполне 0-прос-

тыми или вполне простыми полугруппами представляется довольно сложной математической задачей.

Поэтому естественно рассматривать частные случаи таких полугрупп. Данная работа делает первый
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