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u′
µ(τ ξ
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(9)

В силу равенств (2) задачи (6), (7), (8), (9) сводятся к задаче вида (3). Поэтому в силу предыдущей
теоремы задачи (6), (7), (8), (9) также однозначно разрешимы.
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О ЧИСЛЕННОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ПОЛИНОМОВ
A.В. Фрянцев

Владимирский государственный университет,
студент 4 курса
E-mail: versionfalex@vpti.vladimir.ru

Получена формула аппроксимации дифференциальных опера-
торов специального вида. Указана оценка абсолютной погреш-
ности аппроксимации. Показано, что рассматриваемая аппрок-
симация является точной на многочленах.

On Numerical Approximation of Differential Polynomials

A.V. Fryantsev

A numerical approximation formula was devised for differential
operators of a special form. An absolute approximation error value
was indicated. It was shown that the mentioned approximation is
accurate for polynomials.

1. ТЕОРЕМА ОБ АППРОКСИМАЦИИ ОДНОГО ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

В работах [1, 2] предложен метод аппроксимаций аналитических функций посредством сумм вида
∑

k λkf(λkz) (здесь f — некоторая фиксированная аналитическая в окрестности точки z = 0 функ-
ция, а аппроксимация проводится за счет подбора комплексных чисел λk) и указаны приложения
метода к численному дифференцированию и интегрированию аналитических функций. В теореме 1
настоящей работы метод модифицируется применительно к аппроксимации дифференциальных мно-
гочленов, обобщающих оператор дифференцирования.

Пусть функция f(z) =
∞
∑

j=0

fj(z − z0)
j аналитична в некотором замкнутом круге U(r, z0) :=

:= {z : |z − z0| ≤ r}, z0 ∈ C и P (λ) =
q
∑

s=1
psλ

s — некоторый фиксированный многочлен степени

q, pq 6= 0, P (0) = 0.
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Теорема 1. При любом натуральном n > q+5 существуют комплексные числа λk, k = 1, . . . , Nq,
N = [n/q] (целая часть числа n/q), |λk| < 1, такие, что имеет место приближенное равенство

D(f ; z0, z) :=

q−1
∑

s=0

pq−s
f (s)(z0)

s!
(z − z0)

s ≈

Nq
∑

k=1

P (λk) · f(z0 + λk(z − z0)), (1.1)

причем при z ∈ U(r, z0) его абсолютная погрешность δn(z) удовлетворяет неравенству

|δn(z)| ≤ n · M(r) · max
1≤s≤q

|ps| ·
t−q − 1

(1 − t)2
tn+1

(

5

n − q

)(n+1)/q

, (1.2)

где M(r) = max
|z−z0|=r

|f(z)|, t = r−1|z − z0| < 1.

Теорема 1 без доказательства приведена в работе [3].
Примечания. Отметим, что числа λk находятся как корни некоторого алгебраического уравнения

(см. (1.5)), зависящего лишь от параметров n и q, и не зависят от выбора функций f(z), P (λ). В этом
смысле набор чисел λk является универсальным, т.е. пригодным для любой аналитической функции
f(z).

Полученная погрешность аппроксимации (1.2) имеет порядок (C/n)n/q при достаточно больших
n, то есть убывает весьма быстро с ростом n.

Доказательство. Достаточно доказать теорему в случае z0 = 0. Пусть λk – какое-либо фиксиро-
ванное число. Тогда при z ∈ U(r, 0) имеем

P (λk) · f(λkz) =

q
∑

s=1

∞
∑

j=0

psfjλ
s+j
k zj =

∞
∑

m=1

m̃
∑

s=1

psfm−sλ
m
k zm−s,

где m̃ = min{q,m}. Следовательно, для произвольного набора чисел λk, k = 1, . . . , n, имеем

n
∑

k=1

P (λk)f(λkz) =

∞
∑

m=1

Sm

m̃
∑

s=1

ps fm−s zm−s, (1.3)

где через Sm обозначены степенные суммы

Sm =

n
∑

k=1

λm
k , m = 1, 2, . . . (1.4)

Определим теперь числа λk так, что Sq = 1, и Sm = 0 при всех m 6= q, m = 1, . . . , n (напомним,
что q — степень многочлена P и n > q + 5). Покажем, что при таких условиях на степенные суммы

отличные от нуля значения λk = λ
(n)
k находятся как решения уравнения

N
∑

k=0

(−1)k τk

k!
= 0, τ =

1

qλq
, N =

[

n

q

]

(1.5)

(имеющего Nq различных корней λk 6= 0), при этом (см. [1])

| λk |≤

(

5

n − q

)1/q

, k = 1, . . . , Nq. (1.6)

В самом деле, вычислим элементарные симметрические многочлены

σm = σm(λ1, . . . , λn) =
∑

1≤j1<j2···<jm≤n

λj1λj2 . . . λjm
, m = 1, . . . , n,

по рекуррентным формулам Ньютона

mσm = (−1)m+1
(

Sm +

m−1
∑

j=1

(−1)j · Sm−jσj

)

, m = 1, . . . , Nq.
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Методом математической индукции несложно проверить, что отличны от нуля симметрические мно-
гочлены лишь с номерами, кратными числу q, и при этом

σqk =
(−1)(q+1)k

qkk!
; σl = 0, l 6= qk.

Следовательно, для определения чисел λk получаем уравнение порядка n (теорема Виета):

∑

0≤qk≤n

(−1)k λn−qk

qkk!
= λn

∑

0≤qk≤n

(−1)k 1

k!

(

1

qλq

)k

= 0.

Отсюда для нахождения отличных от нуля величин λk и получается уравнение (1.5) (каждому корню
τs этого уравнения соответствует q различных комплексных значений λ = 1/(qτs)

1/q).
В работе [4] показано, что корни τs уравнения (1.5) удовлетворяют неравенству |τs| ≥ N/5. Отсюда

и из того, что N > −1 + n/q, находим, что корни λk удовлетворяют неравенству (1.6). Из (1.6), в
частности, находим оценку степенных сумм при m > n > q:

|Sm| ≤ n

(

5

n − q

)m/q

=: An,m. (1.7)

Отметим, что оценки (1.7) ранее использовались в работах [1, 2]. При указанном выборе величин λk

равенство (1.3) принимает вид

Nq
∑

k=1

P (λk)f(λkz) = D(f ; 0, z) +

∞
∑

m=n+1

Sm

q
∑

s=1

psfm−sz
m−s, z ∈ U(r, 0).

Получим оценку (1.2) остатка. Имеем

|δn(z)| =
∣

∣

∣
D(f ; 0, z) −

Nq
∑

k=1

P (λk)f(λkz)
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∞
∑

m=n+1

Sm

q
∑

s=1

psfm−sz
m−s

∣

∣

∣
≤

≤

∞
∑

m=n+1

|Sm|

q
∑

s=1

|ps||fm−s||z|
m−s. (1.8)

Воспользуемся стандартной оценкой коэффициентов Тейлора:

|fm−s| =
|f (m−s)(0)|

(m − s)!
≤

M(r)

2π

∫

|τ |=r

|dτ |

|τ |m−s+1
=

M(r)

rm−s
.

Отсюда с учетом (1.7) и (1.8) и условия теоремы n > q + 5 (из которого следует, что |Sm| < An,n+1

при m ≥ n + 1) получаем

|δn(z)| ≤ M(r) · max
1≤s≤q

|ps| ·
∞
∑

m=n+1

|Sm|

q
∑

s=1

tm−s ≤ n · M(r) · max
1≤s≤q

|ps| · An,n+1 ·
∞
∑

m=n+1

q
∑

s=1

tm−s,

где t = r−1|z| < 1, что и доказывает теорему 1 при z0 = 0. ¤

2. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРЕМЫ 1

1. Положив все коэффициенты многочлена P (λ) равными единице, получим приближенно (с ука-
занной точностью) частичную сумму ряда Тейлора функции f(z). То есть в данном случае формула
(1.1) принимает вид

q−1
∑

s=0

f (s)(z0)

s!
(z − z0)

s ≈

Nq
∑

k=1

λk
λq

k − 1

λk − 1
· f(z0 + λk(z − z0)), (2.1)

где λk — корни уравнения (1.5). В данном случае абсолютная погрешность вычисляется по формуле
(см. (1.2)):

|δn(z)| ≤ n · M(r) ·
t−q − 1

(1 − t)2
tn+1

(

5

n − q

)(n+1)/q

, t =
|z − z0|

r
. (2.2)
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2. Пусть один из коэффициентов pq−s многочлена P равен единице, а остальные — нулю. Тогда
из (1.1) получается формула для приближенного вычисления производной f (s)(z0) порядка s. Точнее,
пусть фиксированы натуральные n и q, n > q + 5, и пусть при некотором s имеем pq−s = 1, pq−k = 0,
k = 0, q − 1, k 6= s. Тогда из (1.1) получается формула

1

s!
f (s)(0)zs ≈

n
∑

k=1

λq−s
k f(λkz),

1

s!
f (s)(0) ≈

n
∑

k=1

λq−s
k f(λk), s = 0, . . . , q − 1, (2.3)

где λk — корни уравнения (1.5), причем абсолютная погрешность формулы (2.3) вычисляется по
формуле (2.2) при z0 = 0.

3. Подбирая коэффициенты полинома P (λ) соответствующим образом, из частичной суммы задан-

ной аналитической функции f(z) =
∞
∑

k=0

ck(z − z0)
k с ненулевыми коэффициентами Тейлора ck можно

получить частичную сумму
q−1
∑

s=0
pq−scs(z−z0)

s любой аналитической в окрестности точки z0 функции.

Тем самым можно аппроксимировать любую аналитическую в окрестности точки z0 функцию g(z),
зная значения некоторой фиксированной функции f(z) (этот вопрос рассматривался также в работах
[1, 2]).

Рассмотрим, к примеру, случай z0 = 0, f(z) = ez, g(z) = cos z. Пусть m — некоторое натуральное

число, q = 2m + 1, коэффициенты многочлена P (λ) =
2m+1
∑

s=1
psλ

s с нечетными номерами вычисляются

так: p2m+3−2k = (−1)k−1, k = 1, . . . ,m + 1, коэффициенты с четными номерами равны нулю. Тогда

P (λ) =

m+1
∑

k=1

(−1)k−1λ2m+3−2k = λ
λ2m+2 + (−1)m

1 + λ2
,

и из (1.1) получается формула

cos z ≈

Nq
∑

k=1

λk
λ2m+2

k + (−1)m

1 + λ2
k

eλkz. (2.4)

В (2.4) числа λk являются корнями уравнения (1.5), абсолютная погрешность вычисляется по формуле
(2.2) при z0 = 0, M(r) = er.

3. ЗАМЕЧАНИЕ О ТОЧНОСТИ ОДНОЙ ФОРМУЛЫ ЧИСЛЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

В работах [4, 5] получен следующий результат о численном дифференцировании аналитических
функций.

Теорема A [4, 5]. Для любой аналитической в U(r, z0) функции f имеем:

f ′(z0) = −n · f(z0) +

n
∑

k=1

f(z0 + τ−1
k ) + δ(f ; z0, n) (3.1)

с погрешностью |δ(f ; z0, n)| ≤ 5n(5/(nr))nM(r), n ≥ 6/r, где τk — корни уравнения (1.5) при q = 1.
Этот результат можно дополнить.

Теорема 2. Для любого многочлена Ps(z) степени s ≤ n формула (3.1) точна, то есть

P ′
s(z) = −n · Ps(z) +

n
∑

k=1

Ps(z + λk). (3.2)

Доказательство. При s = 0 равенство (3.2) выполняется очевидным образом для любого набора
чисел λk. Пусть имеется набор комплексных чисел λk, для которых выполняется равенство (3.2) при
s = 1, n. Через Sm обозначим степенные суммы (1.4). При s = 1, 2 из равенства (3.2) получаем

1 = −n · z +
n

∑

k=1

(z + λk) = S1, 2 · z = −n · z2 +
n

∑

k=1

(z + λk)2 = 2zS1 + S2.
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Отcюда находим S1 = 1, S2 = 0. Докажем далее по индукции, что Sm = 0 при m = 3, . . . , n.
Действительно, предположим, что Sm = 0 при всех m = 3, . . . , µ, µ < n. Покажем, что и Sµ+1 = 0.
Воспользуемся равенством (3.2) при Pµ+1(z) = zµ+1:

(µ + 1)zµ = −nzµ+1 +

n
∑

k=1

(z + λk)µ+1 = −n · zµ+1 +

µ+1
∑

j=0

Cj
µ+1z

µ+1−jSj .

Отсюда по предположению индукции получаем

(µ + 1)zµ = −nzµ+1 + zµ+1S0 + (µ + 1)zµS1 + Sµ+1,

т.е. Sµ+1 = 0.
Таким образом, S1 = 1 и Sm = 0 при m = 2, . . . , n. Отсюда однозначно определяются числа

λ1 = τ−1
1 , . . . , λn = τ−1

n , как это уже делалось выше (см. (1.5) при q = 1). ¤

Следствие. Для любых j = 2, . . . , s

P (j)
s (z) = (−n)j · Ps(z) +

j
∑

k=1

Ck
j (−n)j−k

n
∑

i1=1

· · ·
n

∑

ik=1

Ps(z + λi1 + · · · + λik
). (3.3)

Аналогичное приближенное равенство (3.3) для произвольных аналитических функций с соответ-
ствующей оценкой погрешности приведено в работе [6].
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