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Рассматривается задача об определении напряжённо-деформированного состояния упругой среды с учётом структур-

ных изменений, обусловленных наличием диффузионных потоков. Влияние диффузионных процессов на напряжённо-

деформированное состояние среды учитывается с помощью локально равновесной модели упругой диффузии, включаю-

щей в себя связанную систему уравнений движения упругого тела и уравнения массопереноса. Для решения используется

разложение искомых функций в ряды Фурье с последующим применением интегрального преобразования Лапласа по

времени. Строится фундаментальное решение задачи. Рассмотрены примеры для случаев, когда диффузионный поток на

границе постоянен или затухает по экспоненциальному закону.

Ключевые слова: упругая диффузия, нестационарные задачи, ряды Фурье, преобразование Лапласа.

ВВЕДЕНИЕ

Во многих случаях необходимо учитывать эффекты связанности полей различной природы с целью

получения, например, более точного описания воздействия статических и динамических нагрузок и

диффузии на упругие среды и элементы современных конструкций, в том числе объектов авиационной

и ракетно-космической техники. При этом переменное по времени поле деформаций инициирует диф-

фузионные потоки, наличие которых приводит к перераспределению компонентов вещества. Поэтому

в диффузионной зоне возникает напряжённо-деформированное состояние, которое, в свою очередь,

влияет на величину диффузионного потока.

Соотношения между параметрами, характеризующими такую систему, строятся с помощью метода

потенциалов, разработанного Дж. Гиббсом. При этом в качестве потенциалов выступают внутренняя

энергия, свободная энергия и химический потенциал (или удельный потенциал Гиббса). Основопола-

гающими законами, позволяющими выразить термодинамические потенциалы через термодинамиче-

ские параметры, являются первый и второй законы термодинамики. Для вывода уравнений, описы-

вающих физико-механические процессы в деформируемой среде, применяются уравнения движения

упругого тела и законы массопереноса [1–4]. При этом используются следующие предположения:

1) изменения концентрации, сопутствующие деформированию, малы;

2) возрастание концентрации не приводит к существенным изменениям упругих и диффузионных

характеристик материала, поэтому эти константы рассматриваются как величины, не зависящие от

концентраций;

3) деформации малы.
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В известных публикациях практически отсутствуют решения нестационарных задач для указан-

ных сред. Ниже приводится решение одномерной задачи этого класса.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается однородный плоский слой, ограниченный плоскостями x = 0 и x = L. Предпола-

гается, что физико-механические процессы в среде являются одномерными и описываются геометри-

чески линейной моделью упругой диффузии без учёта температурных эффектов [1, 4]. Соответству-

ющие уравнения имеют следующий вид (компоненты векторов и тензоров указаны в прямоугольной

декартовой системе координат Ox1x2x3, для которой x3 = x):

C3333
∂2u

∂x2
= ρ

∂2u

∂t2
+ α33

∂η

∂x
, D33g

∂2η

∂x2
=

∂η

∂t
+ Λ

∂3u

∂x3
, (1)

а диффузионный поток в направлении оси Ox задаётся соотношением

J = Λ
∂2u

∂x2
− D33g

∂η

∂x
, Λ =

n0α33D33

RT0
, (2)

где t — время, u — перемещение в направлении оси Ox; η = n − n0 — приращение концентрации;

n0 — начальная концентрация вещества, n — текущая концентрация вещества; C3333 — соответству-

ющая компонента тензора упругих постоянных; ρ — плотность среды; α33 — коэффициент, опреде-

ляемый типом кристаллической решётки таким образом, что величина α33ε33n есть относительное

объёмное изменение, выражающее зависимость объёма вещества от состава (концентрации исход-

ного вещества); εij — компоненты тензора деформации; D33 — коэффициент самодиффузии; g —

термодинамический множитель Даркена; R — универсальная газовая постоянная; T0 — температура.

Полагается, что на поверхностях слоя заданы перемещения и диффузионные потоки:

u|x=0 = f1(t), u|x=L = f2(t), (3)

J |x=0 = f3(t), J |x=L = f4(t). (4)

а начальные условия однородные:

u|t=0 =
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= η|t=0 = 0. (5)

Используются следующие безразмерные величины (при одинаковом начертании они обозначены

символом «∼», который в дальнейшем изложении опускается):

x̃ =
x

L
, ũ =

u

L
, τ =

ct

L
, c2 =

C3333

ρ
, α =

n0α33

C3333
,

η̃ =
η

n0
, D =

D33g

cL
, Λ̃ =

Λ

cLn0
, J̃ =

J

cn0
, f̃k(τ) =

fk(τ)

cn0
.

Тогда начально-краевая задача (1)–(5) записывается так (здесь и далее штрихи обозначают про-

изводные по координате, а точки — производные по безразмерному времени τ ):

u′′ = ü + αη′, Dη′′ = η̇ + Λu′′′, (6)

J = Λu′′ − Dη′, (7)

u|x=0 = f1(τ), u|x=1 = f2(τ), J |x=0 = f3(τ), J |x=1 = f4(τ). (8)

u|τ=0 = u̇|τ=0 = η|τ=0 = 0. (9)

2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ

Пусть Guk = u, Gηk = η — функции Грина задачи (6)–(9), а именно решения четырех задач

(k = 1, 4 — их номер), включающих в себя уравнения (6), соотношение (7), начальные условия (9) и

следующие граничные условия:

Guk|x=0 = δ1kδ(τ), Guk|x=1 = δ2kδ(τ),(
ΛG′′

uk − DG′

ηk

)∣∣∣
x=0

= δ3kδ(τ),
(
ΛG′′

uk − DG′

ηk

)∣∣∣
x=1

= δ4kδ(τ).
(10)

где δ(τ) — дельта-функция Дирака, δij — символ Кронекера.
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Тогда решение задачи (6)–(9) имеет вид (звездочка обозначает свертку по времени):

u =

4∑

k=1

Guk(x, τ) ∗ fk(τ), η =

4∑

k=1

Gηk(x, τ) ∗ fk(τ). (11)

Отметим, что из (6), (7) и (8) с использованием замены пространственной переменной y = 1 − x

следует следующая связь функций Грина:

Gu2(x, τ) = Gu1(1 − x, τ), Gu4(x, τ) = Gu3(1 − x, τ),

Gη2(x, τ) = −Gη1(1 − x, τ), Gη4(x, τ) = −Gη3(1 − x, τ).

Отсюда вытекает, что формулы (11) можно записать так:

u =
2∑

k=1

[Gu,2k−1(x, τ) ∗ f2k−1(τ) + Gu,2k−1(1 − x, τ) ∗ f2k(τ)] ,

η =
2∑

k=1

[Gη,2k−1(x, τ) ∗ f2k−1(τ) − Gη,2k−1(1 − x, τ) ∗ f2k(τ)] .

(12)

Таким образом, для определения перемещения и приращения концентрации достаточно найти

только функции Guk и Gηk при k = 1, 3.

3. ИЗОБРАЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ ГРИНА

Рассмотрим задачу (6)–(9) при f2 = f4 ≡ 0, и применим к ней преобразование Лапласа по времени

[4, 5] (s — параметр преобразования, индекс L обозначает трансформанту):

s2uL − uL′′

+ αηL′

= 0, sηL − DηL′′

+ ΛuL′′′

= 0, (13)

uL
∣∣
x=0

= fL
1 , uL

∣∣
x=1

= 0,
(
ΛuL′′

− DηL′
)∣∣∣

x=0
= fL

3 ,
(
ΛuL′′

− DηL′
)∣∣∣

x=1
= 0. (14)

Для решения краевой задачи (13), (14) будем использовать разложения искомых функций в ряды

собственным функциям. Для этого редуцируем краевую задачу к однородным краевым условиям. С

этой целью положим

uL = UL + ϕ, ηL = HL + ψ, (15)

где функции ϕ и ψ выбираются так, чтобы они удовлетворяли граничным условиям (14):

ϕ(x, s) = ϕ∗(x)fL
1 (s), ψ(x, s) = ψ∗(x)fL

3 (s), ϕ∗(x) = 1 − x, ψ∗(x) =
1

D

(
x2

2
− x

)
. (16)

Тогда для функций UL и HL получаем следующую задачу:

s2UL − UL′′

+ αHL′

= F1, sHL − DHL′′

+ ΛUL′′′

= F3,

F1(x, s) = ϕ∗(x)
[
−s2fL

1 (s) +
α

D
fL
3 (s)

]
, F3(x, s) = [1 − sψ∗(x)] fL

3 (s),

UL
∣∣
x=0

= 0, UL
∣∣
x=1

= 0,

(
ΛUL′′

− DHL′

)∣∣∣
x=0

= 0,
(
ΛUL′′

− DHL′

)∣∣∣
x=1

= 0.

(17)

Ее решение представляем в виде рядов по собственным функциям:

UL(x, s) =

∞∑

n=1

UL
n (s) sin λnx, HL(x, s) =

∞∑

n=0

HL
n (s) cos λnx, λn = πn. (18)

При этом записываем в виде аналогичных рядов функции ϕ∗, ψ∗ и правые части уравнений в (17):

ϕ∗(x) =

∞∑

n=1

ϕL
n sinλnx, ψ∗(x) =

∞∑

n=0

ψn cos λnx,

F1(x, s) =

∞∑

n=1

F1n(s) sin λnx, F3(x, s) =

∞∑

n=0

F3n(s) cos λnx,

(19)

54 Научный отдел



А. Р. Гачкевич и др. Одномерная задача о нестационарной связанной упругой диффузии

где

Dψ0 =

∫ 1

0

Dψ∗(x) dx = −
1

3
, F30(s) =

∫ 1

0

F3(x, s) dx = (1 − sψ0) fL
3 (s),

Dψn = 2

∫ 1

0

Dψ∗(x) cos λnx dx =
2

λ2
n

, ϕn = 2

∫ 1

0

ϕ∗(x) sin λnx dx =
2

λn

, (20)

F1n(s) = 2

∫ 1

0

F1(x, s) sin λnx dx =
[
−s2fL

1 (s) +
α

D
fL
3 (s)

]
ϕn,

F3n(s) = 2

∫ 1

0

F3(x, s) cos λnx dx = −sψnfL
3 (s), n > 1.

Подставляя ряды (18) и (19) в (17), получаем следующие алгебраические уравнения для коэффи-

циентов UL
n и HL

n :

– при n = 0

sHL
0 = F30, (21)

– при n > 1

(s2 + λ2
n)UL

n − αλnHL
n = F1n, −Λλ3

nUL
n + (s + Dλ2

n)HL
n = Fn3.

Решение последней системы имеет вид

UL
n =

s + Dλ2
n

P3n

F1n +
αλn

P3n

Fn3, HL
n =

Λλ3
n

P3n

F1n +
s2 + λ2

n

P3n

Fn3,

P3n(s) =
(
s2 + λ2

n

) (
s + Dλ2

n

)
− αΛλ4

n.

Учитывая равенства (20), для изображений UL
n и HL

n получаем следующий результат:

UL
n = −ϕnfL

1 +
2λn(s + (D − αΛ)λ2

n)

P3n

fL
1 +

2αλn

P3n

fL
3 ,

HL
n = −ψnfL

3 −
2Λλ2

ns2

P3n

fL
1 +

2(s2 + λ2
n)

P3n

fL
3 .

(22)

После подстановки (16) и (18) в (15) с учетом формул (19), (21) и (22) получаем решение задачи

(13), (14):

uL = 2

∞∑

n=1

λn

[(
s + (D − αΛ)λ2

n

)
fL
1 + αfL

3

] sinλnx

P3n

,

ηL =
1

s
− 2

∞∑

n=1

[
Λλ2

ns2fL
1 − (s2 + λ2

n)fL
3

] cos λnx

P3n

.

Сравнивая его с (11) с учетом равенства (20) и свойств преобразования Лапласа, находим изоб-

ражения функций Guk и Gηk при k = 1, 3:

GL
u1(x, s) =

∞∑

n=1

GL
u1n(s) sin λnx, GL

u3(x, s) =
∞∑

n=1

GL
u3n(s) sin λnx,

GL
η1(x, s) =

∞∑

n=1

GL
η1n(s) cos λnx, GL

η3(x, s) = GL
η30(s) +

∞∑

n=1

GL
η3n(s) cos λnx,

где

GL
u1n(s) =

2
(
s + (D − αΛ)λ2

n

)

P3n

, GL
η1n(s) = −

2Λλ2
ns2

P3n

,

GL
η30(s) =

1

s
, GL

η3n(s) =
2(s2 + λ2

n)

P3n

, GL
u3n(s) =

2αλn

P3n

, n > 1.

(23)
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4. ОРИГИНАЛЫ ФУНКЦИЙ ГРИНА

Наиболее просто вычисляется оригинал функции GL
η30 [5]:

Gη30(τ) = H(τ), (24)

где H(τ) — функция Хевисайда.

Остальные функции в (23) являются рациональными функциями параметра s. Их оригиналы

вычисляются достаточно просто с использованием разложений на элементарные дроби. Для этого

необходим анализ нулей их знаменателя, т. е. корней кубического уравнения:

P3n(s) = 0. (25)

Поскольку для большинства реальных сред имеют место неравенство [1–3]

0 < αΛ ≪ D < 1,

то анализ проведем асимптотически, раскладывая корни s1n, s2n, s3n этого уравнения в степенные

ряды по малому параметру ε = αΛ (ограничиваемся первыми двумя членами):

skn = s
(0)
kn + εs

(s)
kn + . . . , k = 1, 2, 3.

Подставляя эти равенства в (25) и приравнивая коэффициенты при нулевой и первой степенях

малого параметра, получаем следующие уравнения относительно s
(0)
kn и s

(1)
kn :

(
s
(0)
kn

2
+ λ2

n

)(
s
(0)
kn + Dλ2

n

)
= 0,

(
3s

(0)
kn

2
+ 2Dλ2

ns
(0)
kn + λ2

n

)
s
(1)
kn − λ4

n = 0.

Их решения имеют вид

s
(0)
1n = iλn, s

(0)
2n = −iλn, s

(0)
3n = −Dλ2

n, s
(1)
kn =

λ4
n

P2n

(
s
(0)
kn

) , P2n(s) = 3s2 + 2Dλ2
ns + λ2

n.

Отсюда следует, что уравнение (25) имеет два комплексно сопряженных корня s1n и s2n, один

действительный корень s3n < 0. Поскольку

P2n

(
s
(0)
1n

)
= −3λ2

n + 2iDλ3
n + λ2

n = −2λ2
n + 2iDλ3

n = 2λ2
n(−1 + iDλn),

то Re s1n < 0, что в совокупности с отрицательностью s3n соответствует затуханию решений.

Теперь можем построить разложения рациональных функций, входящих в формулы (23), на эле-

ментарные дроби:

s + (D − αΛ)λ2
n

P3n

=
A11ns + A12n

s2 + z2
n

+
A13n

s − s3n

,
s2

P3n

=
A21ns + A22n

s2 + z2
n

+
A23n

s − s3n

,

1

P3n

=
A31ns + A32n

s2 + z2
n

+
A33n

s − s3n

,
s2 + λ2

n

P3n

= A41ns+A42n

s2+z2
n

+ A43n

s−s3n

,

(26)

где

A11n = −
s3n + (D − αΛ)λ2

n

z2
n + s2

3n

, A12n =
z2
n − s3n(D − αΛ)λ2

n

z2
n + s2

3n

, A13n =
s3n + (D − αΛ)λ2

n

z2
n + s2

3n

,

A21n =
z2
n

z2
n + s2

3n

, A22n =
s3nz2

n

z2
n + s2

3n

, A23n =
s2
3n

z2
n + s2

3n

,

A31n = −
1

z2
n + s2

3n

, A32n = −
s3n

z2
n + s2

3n

, A33n =
1

z2
n + s2

3n

,

A41n =
z2
n − λ2

n

z2
n + s2

3n

, A42n = s3n

z2
n − λ2

n

z2
n + s2

3n

, A43n =
s2
3n + λ2

n

z2
n + s2

3n

, n > 1.
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Подставляя теперь разложения (26) в (23) и учитывая (24), с использованием таблиц обратного

преобразования Лапласа (см., например, [5]) получаем оригиналы функций влияния:

Gu1 = 2

∞∑

n=1

λn

[
A11n cos znτ + A12nz−1

n sin znτ + A13nes3nτ
]
,

Gη1 = −2Λ

∞∑

n=1

λ2
n

[
A21n cos znτ + A22nz−1

n sin znτ + A23nes3nτ
]
,

Gu3 = 2α
∞∑

n=1

λn

[
A31n cos znτ + A32nz−1

n sin znτ + A33nes3nτ
]
,

Gη3 = H(τ) + 2
∞∑

n=1

[
A41n cos znτ + A42nz−1

n sin znτ + A43nes3nτ
]
.

5. ПРИМЕРЫ

Положим, что материал слоя имеет следующие безразмерные характеристики: D = 0.01, α = 0.1,

Λ = 0.001. Рассмотрим два варианта граничных условий (8):

А. Обе поверхности слоя зафиксированы, на границе x = 1 диффузионный поток отсутствует,

а при x = 0 он задан в виде функции Хевисайда, что соответствует следующим правым частям

равенств (8):

f1(τ) = f2(τ) = f4(τ) ≡ 0, f3(τ) = H(τ).

Тогда, вычисляя интегралы в (12), получаем, что перемещения и концентрация определяются

равенствами

u(x, τ) = Gu3(x, τ) ∗ f3(τ) =

= 2α

∞∑

n=1

λn

[
A31nz−1

n sin znτ + A32nz−2
n (1 − cos znτ) − A33ns−1

3n (1 − es3nτ )
]
sin λnx,

η(x, τ) = Gη3(x, τ) ∗ f3(τ) =

= τ + 2

∞∑

n=1

[
A41nz−1

n sin znτ + A42nz−2
n (1 − cos znτ) − A43ns−1

3n (1 − es3nτ )
]
cos λnx.

Результаты расчётов по этим формулам продемонстрированы на рис. 1, а, б, где представлены

графики зависимостей перемещений и концентрации от времени в различных точках (сплошная линия

соответствует x = 0.1, линия с точками — x = 0.5, пунктирная — x = 0.9).
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Рис. 1. Зависимость перемещений (а) и приращения концентрации (б) от времени. Вариант A
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Б. Положим, что f1(τ) = f2(τ) = f4(τ) ≡ 0, f3(τ) = e−τ . Тогда для искомых функций получаем

следующие формулы:

u(x, τ) = −2α

∞∑

n=1

λnA33n

(
e−τ − es3nτ

) sinλnx

1 + s3n

+

+2α

∞∑

n=1

λn

[
(A31n − A32n) cos znτ +

(
A31nzn + A32nz−1

n

)
sin znτ + (A32n − A31n) e−τ

] sinλnx

1 + z2
n

,

η(x, τ) = 1 − e−τ − 2

∞∑

n=1

A43n

(
e−τ − es3nτ

) cos λnx

1 + s3n

+

+2
∞∑

n=1

[
(A41n − A42n) cos znτ +

(
A41nzn + A42nz−1

n

)
sin znτ + (A42n − A41n) e−τ

] cos λnx

1 + z2
n

.

Соответствующие графики приведены на рис. 2, а, б (сплошная линия соответствует x = 0.1,

линия с точками — x = 0.5, пунктирная — x = 0.9).

Все указанные выше результаты получены при учете 50 членов рядов. При учёте большего коли-

чества членов ряда максимальная относительная погрешность составляет менее 1%.
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Рис. 2. Зависимость перемещений (а) и приращения концентрации (б) от времени. Вариант Б
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The One-dimensional Problem of Unsteady-related Elastic Diffusion Layer

A. R. Gachkevich1, A. V. Zemskov2, D. V. Tarlakovsky2
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The problem of determining the stress strain state of an elastic medium, taking into account the structural changes caused by the

presence of diffusion fluxes. The influence of diffusion processes on the stress-strain state of the environment is taken into account

by using the locally equilibrium model of thermoelastic diffusion, which includes the coupled system of equations of motion of an

elastic body and the equations of heat and mass transfer. For solutions used decompositions of the unknown functions in Fourier

series and then applying the integral Laplace transform with respect to time. We construct a fundamental solution of the problem.

For examples the cases where the diffusion flux at the boundary is constant, or decays exponentially are considered.

Key words: elastic diffusion, time-dependent problems, Fourier series, Laplace transform.
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МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОБЛАСТЕЙ, ТРЕБУЮЩИХ КВАНТОВОГО
ОПИСАНИЯ В РАМКАХ ГИБРИДНОГО МЕТОДА

(КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА / МОЛЕКУЛЯРНАЯ МЕХАНИКА)
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В рамках гибридного метода(QМ/ММ) разработана новая модель, определяющая активную область структуры, т. е. ту

область, для описания которой нужно применить высокоточные квантовые методы. В основе модели лежит решение

задачи определения атомов с критическими значениями напряжения. Потенциальная энергия этих атомов и их ближай-

шего окружения рассчитывалась квантово-химическим методом, а потенциальная энергия оставшейся части структуры

молекулярно-механическим методом. Гибридный метод (QМ/ММ) позволяет выявить с высокой точностью оптимальную то-

пологию структуры и увеличить скорость нахождения ее равновесного состояния, а также исследовать динамику поведения

деформированной структуры во времени.

Ключевые слова: квантово-химические методы, молекулярно-механические методы, поле локальных напряжений, силы,

углеродные наноструктуры.
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