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The problem of determining the stress strain state of an elastic medium, taking into account the structural changes caused by the

presence of diffusion fluxes. The influence of diffusion processes on the stress-strain state of the environment is taken into account

by using the locally equilibrium model of thermoelastic diffusion, which includes the coupled system of equations of motion of an

elastic body and the equations of heat and mass transfer. For solutions used decompositions of the unknown functions in Fourier

series and then applying the integral Laplace transform with respect to time. We construct a fundamental solution of the problem.

For examples the cases where the diffusion flux at the boundary is constant, or decays exponentially are considered.
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В рамках гибридного метода(QМ/ММ) разработана новая модель, определяющая активную область структуры, т. е. ту

область, для описания которой нужно применить высокоточные квантовые методы. В основе модели лежит решение

задачи определения атомов с критическими значениями напряжения. Потенциальная энергия этих атомов и их ближай-

шего окружения рассчитывалась квантово-химическим методом, а потенциальная энергия оставшейся части структуры

молекулярно-механическим методом. Гибридный метод (QМ/ММ) позволяет выявить с высокой точностью оптимальную то-

пологию структуры и увеличить скорость нахождения ее равновесного состояния, а также исследовать динамику поведения

деформированной структуры во времени.

Ключевые слова: квантово-химические методы, молекулярно-механические методы, поле локальных напряжений, силы,

углеродные наноструктуры.
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1. АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР ГИБРИДНЫХ МЕТОДОВ QМ/ММ

В настоящее время известны четыре класса методов расчета полной энергии наноструктур: ме-

тоды ab initio (первопринципные методы) [1, 2], методы функционала плотности [3], полуэмпириче-

ские [4–7] и эмпирические методы [8–11]. Последнее десятилетие развивается еще один класс мето-

дов, называемый классом гибридных методов (QМ/ММ), сочетающих молекулярно-механический и

квантово-химический методы [12–15]. Преимущество гибридного метода по сравнению с методами ab

initio (первопринципные методы), функционала плотности и полуэмпирического заключается в том,

что с помощью него можно исследовать структуру, состоящую из большего количества атомов. В

отличие от эмпирического метода гибридный метод позволяет более точно учитывать изменения в

атомном каркасе наноструктур.

Большинство гибридных методов основаны на разбиении исследуемых систем на три локализо-

ванные области (активная, буферная области и окружающая область) и отличаются способом расчета

потенциальной энергии. Активной областью наноструктуры называется область, в которой наблюда-

ется изменение структуры нанокластера, например, образование дефекта, допирование или адсорбция

атомов и т. д. Потенциальная энергия, описывающая химическое взаимодействие между атомами, ко-

торые располагаются в активной области, рассчитывается квантово-химическим методом. Вокруг ак-

тивной области имеется буферная область с расстоянием от края активной области до края буферной

области порядка 0.02 нм [12, 13]. Потенциальная энергия буферной области рассчитывается комби-

нацией квантово-химического и молекулярно-механического методов. Потенциальная энергия остав-

шейся области, которая называется окружающей областью, находится молекулярно-механическим

методом.

Rode и его коллеги [12, 13] рассчитали потенциальную энергию молекулярной системы гибридным

методом, в котором используются молекулярно-механический метод (MM) и квантово-химический

метод (QM), по формуле

V = V entire(MM) + (V A+B(QM) − V A+B(MM)), (1)

где V entire(MM) — потенциальная энергия всей системы, рассчитанная при помощи MM метода,

V A+B(QM) — потенциальная энергия молекулярной системы, состоящей из атомов, расположенных в

активной и буферной областях, рассчитанная при помощи QM метода, V A+B(MM) — потенциальная

энергия молекулярной системы, составленной из атомов, попавших в активную и буферную области,

рассчитанная при помощи молекулярно-механического метода. Для выбранных потенциалов нулевой

уровень энергии выбирается так, чтобы энергия молекулярной системы в равновесном состоянии для

обоих методов равнялась нулю.

Kerdcharoen и Morokume’s [14, 15] предложили находить потенциальную энергию молекулярной

системы гибридным методом QM/MM по формуле

V = PV A+B + (1 − P )V A,

где V A — потенциальная энергия молекулярной системы, состоящей из атомов, расположенных в ак-

тивной области, рассчитанной при помощи потенциала QM, V A+B — потенциальная энергия молеку-

лярной системы, состоящей из атомов, расположенных в активной и буферной областях, рассчитанной

при помощи потенциала QM, P — арифметическое среднее сглаживающих функций Pi(αi).

Heyden и Lin [16] записывают потенциальную энергию системы в следующем виде:

V = V A +
∑

i=1,...,N

Pi(V
A
i − V A) +

∑

i=1,...,N−1; j=i+1,...,N

PiPj(V
A
i,j − [V A +

∑

r=i,j

(V A
r − V A)])+

+
∑

(p,q)=(i,j),(i,k),(j,k)

(V A
p,q − [V A +

∑

r=i,j

(V A
r − V A)]) + . . . ,

где V A — потенциальная энергия молекулярной системы, состоящей из атомов, расположенных в

активной области, рассчитанной при помощи потенциала QM, V A
i — потенциальная энергия моле-

кулярной системы, состоящей из атомов, расположенных в активной области, и одного атома i из
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буферной области, рассчитанной при помощи потенциала QM, V A
i,j — потенциальная энергия моле-

кулярной системы, состоящей из атомов, расположенных в активной области, и двух атомов i и j

из буферной области, рассчитанной при помощи потенциала QM, Pi — сглаживающая функция i-го

атома.

При исследовании с помощью гибридных методов различных свойств наноструктур остается нере-

шенной проблема корректного с физической точки зрения обоснования местоположения активной

области и динамики её изменения с течением времени. В связи с этим целью данной работы является

разработка концепции определения зависимости геометрии активной области от геометрии нанострук-

туры. Потенциальная энергия активной области рассчитывается квантово-химическими методами в

рамках метода QM/MM.

Метод QM/MM может быть реализован в рамках молекулярной динамики, что позволит осуще-

ствить численный эксперимент с многоатомными структурами в режиме реального времени с учетом

внешних условий: постоянных и переменных электрических полей, теплового воздействия, постоян-

ной и изменяющиеся механической нагрузки, плазма, адсорбирующиеся атомы.

2. КОНЦЕПЦИЯ РАСЧЕТА МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ ГИБРИДНЫМ МЕТОДОМ (QM/MM)
НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА ПОЛЯ ЛОКАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ

Рассмотрим основные особенности реализации молекулярной динамики гибридным методом

(QM/MM) на основе анализа поля локальных напряжений. В качестве квантово-химического ме-

тода используется метод сильной связи, представленный в работе [17], в качестве молекулярно-

механического метода используется метод REBO [18].

Каждый шаг молекулярно-динамического расчета гибридным методом основывается на анализе

поля локальных напряжений. Потенциальная энергия гибридным методом находится по формуле (1).

Для текущего состояния атомного каркаса рассчитывается поле локальных напряжений с помощью

оригинальной методики [19], с целью выявления наиболее деформированных и/или дефектных участ-

ков атомной сетки.

Методика расчета поля локальных напряжений основана на эмпирическом подходе в расчете энер-

гии одного атома [19]. Расчет поля локальных напряжений для некоторого неравновесного состояния

наноструктуры осуществлялся по следующему алгоритму.

1. Оптимизация исходной атомной стpуктуpы.

2. Вычисление pаспpеделения объемной плотности энеpгии по атомам.

3. Вычисление pаспpеделения объемной плотности энеpгии по атомам стpуктуpы, подвеpгнутой

внешнему воздействию.

4. Pасчет поля локальных напpяжений атомного каpкаса по pазности значений объемных плотно-

стей энеpгии атомов стpуктуpы, подвеpгнутой внешнему воздействию, и стpуктуpы в равновес-

ном состоянии.

В результате сканирования карты локальных напряжений выделяются атомы, которые испытывают

критические напряжения, такие атомы называются «горячими» атомами. Относительно каждого из

этих атомов строится сфера радиусом rin, который, например, для углерода может быть выбран

равным 0.2 нм, поскольку для углерода при увеличении длины связи до 0.2 нм происходит её разрыв.

Радиус буферной зоны rout выбирается на 0.02 нм больше [12, 13] радиуса активной области. В общем

случае имеем несколько активных областей с соответствующими им буферными областями, поскольку

«горячие» атомы могут образовываться в разных участках структуры.

В процессе молекулярно-динамического расчета одним из основных моментов является расчет сил,

действующих на атомы молекулярной системы. При использовании потенциала (1) сила, действующая

на выделенный атом, рассчитывается по формуле

fi = fentire
i (MM) + S(ri)(f

A+B
i (QM) − fA+B

i (MM)),

где fentire
i (MM) — сила, действующая на атом со стороны всей структуры и определяющаяся потен-

циалом Бреннера [18], fA+B
i (QM) — сила, действующая на атом со стороны активной и буферной

областей, рассчитанная с помощью квантово-химического метода сильной связи [17], fA+B
i (MM) —
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сила, действующая на атом со стороны в активной и буферной области, рассчитанная при помощи

потенциала Бреннера, S(ri) — масштабирующая функция, которая находится по формуле

S(ri) =



















1, ri ≤ rin

(r2
out − r2

i )2(r2
out − 2r2

i − 3r2
in)

(r2
out − r2

in)3
, rin < r < rout

0, ri ≥ rout,

где rin и rout — внутренний и внешний радиусы буферной области, а ri — расстояние от ближайшего

«горячего» атома до i-го атома.

В общем случае при заданной потенциальной функции силы, действующие на каждый атом,

рассчитываются через градиент потенциальной энергии:

fi = −
∂U

∂ri

,

где ri — координаты i-го атома.

Расчет градиента потенциальной энергии для потенциала REBO не составляет особой сложности.

Остановимся подробно на расчете градиента потенциальной энергии в рамках квантово-химического

метода сильной связи.

Энергия в рамках метода сильной связи [17] определяется соотношением

Etot = Ebond + Erep,

где Ebond — энергия занятых электронных состояний, Erep — энергия отталкивания, которая является

результатом электронного взаимодействия между атомами.

Энергия отталкивания определяется формулой

Erep =
∑

i<j

Vrep(|ri − rj |),

где

Vrep(r) = p5

(p3

r

)p6

exp

{

p6

[(

p3

p2

)p4

−

(

r

p2

)p4
]}

.

Энергия занятых электронных состояний определяется по формуле

Ebond = 2
∑

m

εn, (2)

где m — число занятых орбиталей, εn — энергии молекулярных орбиталей, которые соответствуют

собственным значениям матрицы гамильтониана системы [17]. Элементы матрицы гамильтониана

определяются формулой

Vij α(r) = V 0
ij α

(p3

r

)p1

exp

{

p1

[(

p3

p2

)p4

−

(

r

p2

)p4
]}

,

где α — тип перекрывания атомных орбиталей, значения параметров V 0
ij α, p1, . . . , p6 приведены в [17].

Остановимся подробно на процедуре нахождения градиента энергии Ebond:

∂Ebond

∂ri

= 2
∑

m

∂εn

∂ri

.

Для определения ∂εn/∂ri необходимо определить зависимость между изменением собственных зна-

чений и изменением элементов матрицы гамильтониана.

В разработанной Дж. Х. Уилкинсоном матричной теории возмущений [20], возмущение матри-

цы A, зависящее от параметра малости возмущений δ, представляется в виде

A(δ) = A + A1δ,

где A1 — некоторая матрица.
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В рамках алгебраического подхода Уилкинсон получил выражение для возмущенных собственных

значений в виде сходящегося в некоторой окрестности ряда:

λi(δ) = λi + ki
1δ + ki

2δ
2 + . . . , (3)

где λi — собственное значение матрицы A, λi(δ) — собственное значение, соответствующее возму-

щенной матрице A(δ). Здесь ki
1, ki

2, . . . — коэффициенты, определяющиеся соотношением

ki
j =

1

si

m
∑

i=1
i6=j

tijm−1βji, (4)

где

tijm =
tijm−1(k

i
1 − βjj) + . . . + tij1k

i
m−1

(λj − λi)sj

,

si = yT
i xi, (5)

βij = yT
i A1xj , (6)

где yi, xi — соответственно левые и правые собственные векторы.

Пусть H(r) — матрица гамильтониана для некоторого фиксированного состояния молекулярной

системы, где r = [r1, r2, . . . , rN ], здесь N — число атомов системы, ri — радиус-вектор i-го атома.

Обозначим через eil аналогичный r набор векторов, у которого компоненты всех векторов равны

нулю, за исключением l-й компоненты i-го вектора, равной единице.

Будем рассматривать возмущение матрицы гамильтониана H(r), соответствующее сдвигу l-й ком-

поненты i-го радиус-вектора системы на величину δ, в виде

Hil
δ (r)δ = H(r + eilδ) − H(r). (7)

Элементы матрицы гамильтониана имеют обобщенный вид

Hpq(r) = hpq(r1, . . . , rN ),

где hpq(r1, . . . , rN ) — дифференцируемы. Тогда элементы матрицы Hil
δ (r) можно записать в виде

Hil
pq δ(r) =

hpq(r1, . . . , ri + elδ, . . . , rm) − hpq(r1, . . . , rm)

δ
,

где el — вектор, направленый вдоль l-й оси декартовой системы координат. Используя разложение в

ряд Тейлора, получаем:

Hil
pq δ(r) =

(

∂hpq(r1, . . . , rm)

∂ril

δ + O(δ2)

)

/δ.

При делении на δ окончательно получаем в матричном виде:

Hil
δ (r) =

∂H(r)

∂ril

+ EO(δ),

где ∂H(r)/∂ril — поэлементное частное дифференцирование матрицы H(r) по l-й координате радиус-

вектора i-го атома, а E — единичная матрица.

Применяя формулу (3), получаем:

εn(r + eilδ) = εn(r) + kn
1 (Hil

δ (r))δ + kn
2 (Hil

δ (r))δ2 + . . .

или

εn(r + eilδ) − εn(r) = kn
1 (Hil

δ (r))δ + kn
2 (Hil

δ (r))δ2 + . . . . (8)

Разделим выражение (8) на δ и устремим δ к нулю

lim
δ→0

εn(r + eilδ) − εn(r)

δ
= lim

δ→0

{

kn
1 (Hil

δ (r)) + kn
2 (Hil

δ (r))δ + . . .
}

.
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Поскольку kn
i — коэффициенты аналитически-сходящегося ряда, то они ограничены. Таким образом,

имеем:
∂εn(r)

∂ril

= lim
δ→0

kn
1 (Hil

δ (r)),

Из формулы (4) получаем:

kn
1 (Hil

δ (r)) =
βnn(Hil

δ (r))

sn

.

Поскольку матрица гамильтониана является симметричной, то левый и правый собственные векторы

совпадают и имеют норму, равную 1. Поэтому из формулы (5) получаем, что sn = 1.
Итого

kn
1 (Hil

δ (r)) = βnn = xT
n

(

∂H(r)

∂ril

+ EO(δ)

)

xn,

откуда
∂εn(r)

∂ril

= lim
δ→0

{

xT
n

∂H(r)

∂ril

xn + xT
nExnO(δ)

}

,

так как xT
nExn = xT

nxn = sn = 1, получаем:

∂εn(r)

∂ril

= lim
δ→0

{

xT
n

∂H(r)

∂ril

xn + O(δ)

}

.

Первое выражение под пределом не зависит от δ, а второе стремится к нулю при δ → 0, поэтому

∂εn(r)

∂ril

= xT
n

∂H(r)

∂ril

xn. (9)

Таким образом, для нахождения градиента Ebond достаточно знать собственные векторы и поэле-

ментные частные производные гамильтониана в точке r.
Несмотря на квадратичную асимптотику формулы (9), расчет производной для собственных зна-

чений по этой формуле в методе сильной связи весьма эффективен в силу большой разреженности

матрицы гамильтониана.

3. ВЫВОДЫ

В данной работе впервые изложена концепция динамического определения активной области в

рамках гибридного метода (QM/MM), основанная на расчете поля локальных напряжений. Cка-

нирование карты локальных напряжений позволяет динамически определять активные, буферные и

окружающие области, в то время как в существующих моделях [12–16] эти области фиксированы.

В связи с этим представленная в данной работе модель позволяет во времени определять изменения

или перестроения связей атомного каркаса структуры, например, в области деформации структуры.

Следует отметить, что описанный алгоритм определения активных областей применим и для моде-

лей, представленных в работах [14–16]. Изложены основные особенности реализации молекулярной

динамики гибридным методом, с примением квантово-химического метода сильной связи. Разрабо-

танная гибридная молекулярно-динамическая модель MM/QM обеспечивает симулирование работы

наноустройств, изучение свойств материалов.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 12-01-31036, 12-02-00807, 13-

08-00986) и Федеральной целевой программы «Научные и научно-педагогические кадры иннова-

ционной России на 2009–2013 годы», XLI очередь мероприятие 1.2.1, технические науки, номер

соглашения «14.B37.21.1094», Президентской стипендии 2013–2016 (проект СП–2302.2013.1).
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The new model, which determines the active area (the region for which high-precision quantum methods must be used) of the

structure,was developed within the of the hybrid method (QM/MM). Problem of determining atoms with the critical tension values

is the basis of this model. The potential energy of these atoms and its nearest neighbours was calculated by quantum-chemical

method. The potential energy of the rest structure was calculated by molecular mechanical method. The Hybrid method (QM/MM)

allows to reveal with high accuracy optimum topology structure and increase the speed of finding its equilibrium state.
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В ТВЕРДОМ ТЕЛЕ ПРИ ИЗМЕНЕНИИ ТЕМПЕРАТУРЫ
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Найдено изменение температуры стенки цилиндрической полости в твердом теле как отклик на изменение температуры про-

текающего в полости газа. Рассмотрены 3 важных частных случая изменения температуры газа со временем: температура

постоянна; температура изменяется по линейному закону; температура изменяется по гармоническому закону. Представ-

лены графики пяти «θ-функций», через которые записываются решения. Графики получены с помощью квадратурной

формулы Гаусса численным интегрированием несобственных интегралов, содержащих цилиндрические функции.

Ключевые слова: цилиндрическая полость, нестационарная теплопроводность, конвективный теплообмен, функции Бес-

селя и Неймана, несобственные интегралы.
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