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УДК 511.34

ОБ ОДНОЙ АДДИТИВНОЙ ЗАДАЧЕ С БЕСКВАДРАТНЫМИ ЧИСЛАМИ
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В работе получена асимптотическая формула для количества представлений натурального числа N в виде q1 +q2 +[αq3],

где q1, q2, q3 –- бесквадратные числа, α > 1 –- фиксированное иррациональное алгебраическое число.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть α > 1 — фиксированное иррациональное число и пусть r3(α,N) равно количеству раз-

биений натурального числа N на два бесквадратных слагаемых и слагаемое вида [αq], где q также

бесквадратное, т. е. числу представлений числа N в виде

q1 + q2 + [αq3] = N, (1)

где q1, q2, q3 — бесквадратные числа.

Целью данной работы является нахождение асимптотической формулы для величины r3(α,N)

при N → ∞.

Задачи о представлении натурального числа суммой трех слагаемых (называемые тернарными за-

дачами) рассматривались многими авторами. Наиболее известная среди них — тернарная проблема

Гольдбаха о представлении натурального числа в виде суммы трех простых чисел, решенная в 1937 г.

И. М. Виноградовым [1]. В 1999 г. С. Ю. Фаткина [2] рассмотрела видоизмененную проблему Гольд-

баха и доказала асимптотическую формулу для числа представлений натурального числа N в виде

N = p1 + p2 + [
√

2p3], где p1, p2, p3 — простые числа с почти равными слагаемыми.

С другой стороны, в 1929–1933 гг. Эвелин (C. J. A. Evelyn) и Линфут (E. H. Linfoot) в серии

работ [3] получили асимптотические формулы для количества rν(N) представлений числа в виде

суммы ν бесквадратных чисел, ν > 2. Оценка остаточного члена в этих формулах в дальнейшем

неоднократно уточнялась. Последний результат в этой задаче при ν > 3 принадлежит Й. Брюдерну

(J. Brüdern) и А. Перелли (A. Perelli) [4], которые доказали, что

rν(N) =
1

(ν − 1)!

(

6

π2

)ν

Gν(N)Nν−1 + O
(

Nν−3/2+ε
)

,

где ε > 0 произвольно и

Gν(N) =
∏

p2∤N

(

1 − 1

(p2 − 1)ν

)

∏

p2|N

(

1 − 1

(p2 − 1)ν−1

)

.
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Сформулируем основной результат настоящей работы.

Теорема. Пусть α > 1 — иррациональное алгебраическое число. Тогда при любом ε > 0 для

количества r3(α,N) решений уравнения (1) в бесквадратных числах q1, q2, q3 справедлива асимп-

тотическая формула:

r3(α,N) =
1

2α

(

6

π2

)3

N2 + O
(

N11/6+ε
)

.

Доказательство теоремы проводится, как и в работах [1, 2, 4], круговым методом Харди–Литтл-

вуда–Рамануджана–Виноградова. Он основан на представлении искомой величины r3(α,N) в виде

r3(α,N) =

1
∫

0

S2
1(β)S2(β)e−2πiβNdβ, (2)

где

S1(β) =
∑

q6N
q бесквадратное

e2πiβq =
∑

n6N

µ2(n)e2πiβn, S2(β) =
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβ[αn].

В доказательстве также используются методы работ Г. И. Архипова, К. Буриева и В. Н. Чубарико-

ва [5, 6] и оценка тригонометрической суммы с бесквадратными числами по «малым дугам» [7–9].

Зафиксируем параметр Q так, что 1 6 Q 6
√

N , и положим τ = N/Q (значение Q, а значит, и τ

выберем позднее). В силу 1-периодичности подынтегральной функции интеграл в правой части (2)

можно представить в следующем виде:

r3(α,N) =

1−1/τ
∫

−1/τ

=

1/τ
∫

−1/τ

S2
1(β)S2(β)e−2πiβNdβ +

1−1/τ
∫

1/τ

S2
1(β)S2(β)e−2πiβNdβ = I1 + I2.

2. ИНТЕГРАЛ I1: ВЫДЕЛЕНИЕ ГЛАВНОГО ЧЛЕНА АСИМПТОТИКИ

При β ∈ [−1/τ, 1/τ ] преобразуем сумму S1(β) следующим образом. Пусть

K(x) =
∑

n6x

µ2(n) =
6

π2
x + O(

√
x).

Тогда

S1(β) =
∑

n6N

µ2(n)e2πiβn =
∑

n6N

(K(n) − K(n − 1))e2πiβn =

=
∑

1<n6N−1

K(n)
(

e2πiβn − e2πiβ(n+1)
)

+ K(N)e2πiβN =
6

π2

∑

1<n6N−1

n
(

e2πiβn − e2πiβ(n+1)
)

+

+
6

π2
Ne2πiβN + O





∑

1<n6N−1

√
n

∣

∣

∣e2πiβn − e2πiβ(n+1)
∣

∣

∣ +
√

N



 =

=
6

π2

∑

1<n6N

e2πiβn + O
(√

N(N |β| + 1)
)

=
6

π2
S̃1(β) + O

(√
N(N |β| + 1)

)

.

Далее, сумму S2(β) представим в следующем виде:

S2(β) =
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβ[αn] =
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβαne−2πiβ{αn} =

=
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβαn(1 + O(|β|)) =
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβαn + O(N |β|).
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К получившейся сумме в правой части применяем такое же преобразование, как к сумме S1(β) (с

заменой N на N/α и β на βα). Получим:

S2(β) =
6

π2

∑

1<n6N/α

e2πiβαn + O
(√

N(N |β| + 1)
)

.

Учитывая, что

∑

1<n6N/α

e2πiβαn =
∑

1<n6N/α

e2πiβ[αn]e2πiβ{αn} =
∑

1<n6N/α

e2πiβ[αn] + O(N |β|),

сумму S2(β) можно записать также в виде

S2(β) =
6

π2

∑

1<n6N/α

e2πiβ[αn] + O
(√

N(N |β| + 1)
)

=
6

π2
S̃2(β) + O

(√
N(N |β| + 1)

)

.

Подставляя полученные выражения для S1(β) и S2(β) в интеграл I1, будем иметь:

I1 =

1/τ
∫

−1/τ

S2
1(β)S2(β)e−2πiβNdβ =

=

1/τ
∫

−1/τ

(

6

π2
S̃1(β) + O

(√
N(N |β| + 1)

)

)2 (

6

π2
S̃2(β) + O

(√
N(N |β| + 1)

)

)

e−2πiβNdβ =

=

(

6

π2

)3
1/τ
∫

−1/τ

S̃2
1(β)S̃2(β)e−2πiβNdβ + O (R1(N, τ)) ,

где

S̃1(β) =
∑

1<n6N

e2πiβn, S̃2(β) =
∑

1<n6N/α

e2πiβ[αn],

R1(N, τ) =

1/τ
∫

−1/τ

(

N5/2(N |β| + 1) + N2(N |β| + 1)2 + N3/2(N |β| + 1)3
)

dβ ≪ N7/2

τ2
= N3/2Q2.

Полученный интеграл представим в виде

1/τ
∫

−1/τ

S̃2
1(β)S̃2(β)e−2πiβNdβ =

1−1/τ
∫

−1/τ

−
1−1/τ
∫

1/τ

=

1
∫

0

S̃2
1(β)S̃2(β)e−2πiβNdβ −

1−1/τ
∫

1/τ

S̃2
1(β)S̃2(β)e−2πiβNdβ.

Очевидно, первый из интегралов в правой части равен количеству решений уравнения

n1 + n2 + [αn3] = N

в натуральных числах n1, n2, n3 с условиями 2 6 n1, n2 6 N , 2 6 n3 6 [N/α]. Поскольку при

фиксированном n3 уравнение n1 +n2 = N − [αn3] имеет N − [αn3]− 3 решения в натуральных числах

n1, n2 с условием 2 6 n1, n2 6 N , искомое количество решений равно

[N/α]
∑

n3=2

(N − [αn3] − 3) =
N2

α
−

[N/α]
∑

n3=2

αn3 + O(N) =
N2

α
− α

2

(

N

α

)2

+ O(N) =
N2

2α
+ O(N).

Для оценки второго интеграла воспользуемся тривиальным неравенством

|S̃1(β)| 6
1

‖β‖ 6 τ =
N

Q
, если β ∈ [1/τ, 1 − 1/τ ] .
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Получим:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1−1/τ
∫

1/τ

S̃2
1(β)S̃2(β)e−2πiβNdβ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

1−1/τ
∫

1/τ

|S̃1(β)|2|S̃2(β)|dβ 6
N

Q

1
∫

0

|S̃1(β)||S̃2(β)|dβ ≪ N2

Q
,

так как

1
∫

0

|S̃1(β)|2dβ = N,

1
∫

0

|S̃2(β)|2dβ = [N/α] ,

1
∫

0

|S̃1(β)||S̃2(β)|dβ 6





1
∫

0

|S̃1(β)|2dβ

1
∫

0

|S̃2(β)|2dβ





1/2

≪ N.

Таким образом,

I1 =

(

6

π2

)3
N2

2α
+ O

(

N2

Q

)

+ O
(

N3/2Q2
)

. (3)

3. ОЦЕНКА ИНТЕГРАЛА I2

Разобьем отрезок интегрирования [1/τ, 1 − 1/τ ] = [Q/N, 1 − Q/N ] на два множества:

E1 =

[

Q

N
; 1 − Q

N

]

∩ M(Q), E2 =

[

Q

N
; 1 − Q

N

]

∩ m(Q),

где

M(Q) =
⋃

q6Q

⋃

a
(a,q)=1

[

a

q
− Q

qN
;
a

q
+

Q

qN

]

, m(Q) = R\M(Q).

В соответствии с этим разбиением интеграл I2 также разбивается на два интеграла; пусть I ′2 =
∫

E1
,

I ′′2 =
∫

E2
. Интеграл I ′′2 оценим с помощью следующей леммы об оценке тригонометрической суммы

с бесквадратными числами по «малым дугам» (см. [7–9]). Отметим, что в работе [7] эта оценка

доказана в предположении, что Q 6 N1/3; при Q 6
√

N она доказана в 2004 г. независимо двумя

авторами в работах [8, 9].

Лемма 2. Пусть 1 6 Q 6
√

N . Тогда S1(β) ≪ N1+ε

Q для всех β ∈ m(Q).

По лемме 2 имеем:

|I ′′2 | 6

∫

E2

|S1(β)|2|S2(β)|dβ 6 max
β∈E2

|S1(β)|
1

∫

0

|S1(β)||S2(β)|dβ ≪ N2+ε

Q
,

так как

1
∫

0

|S1(β)|2dβ =
∑

n6N

µ2(n) ≪ N,

1
∫

0

|S2(β)|2dβ =
∑

n6N/α

µ2(n) ≪ N, (4)

1
∫

0

|S1(β)||S2(β)|dβ 6





1
∫

0

|S1(β)|2dβ

1
∫

0

|S2(β)|2dβ





1/2

≪ N.

Оценим теперь интеграл I ′2 по множеству E1. Для этого применим следующую лемму [10, п. II,

лемма 1].

Лемма 3. Пусть β, x — вещественные числа, P — натуральное число, P > 2. Тогда имеет

место формула

e−2πiβ{x} =
∑

|k|6P

1 − e−2πiβ

2πi(β + k)
e2πikx + O(RP (x)),
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где

RP (x) =
1

√

1 + P 2 sin2 πx
=

∑

16|k|6P ln P

cke2πikx + O

(

lnP

P

)

, ck ≪ lnP

P
e−|k|/P .

Пользуясь леммой 3, преобразуем сумму S2(β) следующим образом:

S2(β) =
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβ[αn] =
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβαn





∑

|k|6P

1 − e−2πiβ

2πi(β + k)
e2πikαn + RP (αn)



 =

=
∑

|k|6P

1 − e−2πiβ

2πi(β + k)

∑

n6N/α

µ2(n)e2πi(β+k)αn + O





∑

n6N/α

µ2(n)RP (αn)



 =

=
1 − e−2πiβ

2πi

∑

|k|6P

1

β + k

∑

n6N/α

µ2(n)e2πi(β+k)αn + O(R2(N)).

Положим P = N1/6. Если α — алгебраическое число, то для R2(N) справедлива оценка

R2(N) =
∑

n6N/α

µ2(n)RP (αn) =
∑

n6N/α

µ2(n)
∑

16|k|6P ln P

cke2πikαn + O

(

N lnP

P

)

≪

≪ lnP

P

∑

16|k|6P ln P

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n6N/α

µ2(n)e2πikαn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+
N lnP

P
≪ N

5
6
+ε

(доказательство оценки последней тригонометрической суммы см. в [11]). Следовательно,

|S2(β)| ≪

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβαn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+
∑

16|k|6P

1

k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n6N/α

µ2(n)e2πi(β+k)αn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ N
5
6
+ε ≪

≪
∑

|k|6P

|S3(α(β + k))|
|k| + 1

+ N
5
6
+ε,

где S3(β) =
∑

n6N/α

µ2(n)e2πiβn (т. е. S3(β) отличается от S1(β) лишь длиной промежутка суммирова-

ния: N/α вместо N).

Таким образом,

I ′2 =

∫

E1

|S1(β)|2|S2(β)|dβ ≪
∑

|k|6P

1

|k| + 1

∫

E1

|S1(β)|2|S3(α(β + k))|dβ + N11/6+ε

(здесь мы вновь воспользовались неравенством (4)). Снова разобьем множество интегрирования E1

на две части — E11 и E12, в зависимости от того, принадлежит число α(β + k) множеству M(Q) или

m(Q) соответственно. Тогда интеграл по множеству E12 также оценивается с помощью леммы 2, так

как число α(β + k) удовлетворяет ее условиям:

∑

|k|6P

1

|k| + 1

∫

E12

|S1(β)|2|S3(α(β + k))|dβ ≪ N1+ε

Q

1
∫

0

|S1(β)|2dβ
∑

|k|6P

1

|k| + 1
≪ N2+ε/2

Q
lnP.

Наконец, для оценки интеграла по множеству E11 воспользуемся следующей леммой, являющейся

вариантом леммы Г. И. Архипова и В. Н. Чубарикова о мере пересечения «больших дуг» в разбиении

Фарея [12] (см. также [6, 13]).

Лемма 4. Пусть 1 6 Q1, Q2 6
√

N , α > 1 — некоторое фиксированное иррациональное алгеб-

раическое число, k — целое число. Тогда при любом ε > 0 для меры µ(T ) множества T точек

β ∈ [Q1/N ; 1 − Q1/N ] ∩ M(Q1) таких, что α(β + k) ∈ M(Q2), справедлива оценка

µ(T ) ≪ (|k| + 1)Q2
1Q

2
2N

−2+ε.
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Доказательство этой леммы проводится по той же схеме, что и в работе [12]. Применим лемму 4

к интегралу по множеству E11 при Q1 = Q2 = Q. Оценивая тривиально подынтегральные функции,

получаем:

∑

|k|6P

1

|k| + 1

∫

E11

|S1(β)|2|S3(α(β + k))|dβ ≪ N3Q4N−2+ε
∑

|k|6P

1 = PQ4N1+ε.

Выберем параметр Q равным Q = P = N1/6. Тогда, собирая все оценки, для интеграла I2 имеем:

|I2| ≪
N2+ε

Q
+

N2+ε/2

Q
lnP + PQ4N1+ε + N11/6+ε ≪ N11/6+ε.

Окончательно, учитывая асимптотическую формулу (3) для интеграла I1, получаем:

r3(α,N) = I1 + I2 =

(

6

π2

)3
N2

2α
+ O

(

N2

Q

)

+ O
(

N3/2Q2
)

+ O
(

N11/6+ε
)

=

(

6

π2

)3
N2

2α
+ O

(

N11/6+ε
)

,

что и требовалось доказать.
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4. Brüdern J., Perelli A. Exponential Sums and Additive

Problems Involving Square-free Numbers // Ann. Scuola

Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4). 1999. Vol. XXVIII. P. 591–

613.

5. Архипов Г. И., Буриев К., Чубариков В. Н. О мощ-

ности особого множества в бинарных аддитивных зада-

чах с простыми числами // Труды МИАН. 1997. Т. 218.

С. 28–57.

6. Архипов Г. И., Чубариков В. Н. Об исключительном

множестве в бинарной проблеме гольдбахова типа //

Докл. АН. 2002. Т. 387, № 3. С. 295–296.
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An asymptotic formula for the number of representations of a positive integer N in the form q1 + q2 + [αq3] is obtained, where

q1, q2, q3 are squarefree numbers and α > 1 is a fixed irrational algebraic number.
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